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1. 
Uber ein neues Coordinatensystem. 


(Vom Herrn Professor Plücker zu Bonn.) 


J eder besondern Art die Lage eines Punctes in Beziehung auf Puncte oder 
Linien, die als der Lage nach bekannt angesehen werden, zu bestimmen, 
entspricht ein Coordinatensystem. Die Gleichung einer Curve, bezogen auf 
irgend ein Coordinalensystem, ist als die algebraische Aussage einer, dieselbe 
characterisirenden Eigenschaft, aus der sich alle übrigen Eigenschaften der- 
selben herleiten lassen, anzusehen. Was die Leichtigkeit dieser Herleitung 
betrifft, so kommt offenbar sehr viel auf die Wahl derjenigen Eigenschaft, 
welche an die Spitze der Untersuchung gestellt wird, und mithin auf die 
Wahl des Coordinatensystems an. Das gewóhnliche Coordinatensystem ist 
offenbar dasjenige, welches im Allgemeinen die grófste Leichtigkeit darbietet. 
Der eine grofse Theil der Geometrie, der von Grófsen-Bestimmungen unab- 
hängig ist (géométrie de situation) fliefst in diesem Systeme, eben weil er 
keine absolute Grófsen-Bestimmung fordert, ohne alle Entwickelungen, un- 
mittelbar aus der algebraischen Constitution der Gleichungen und einer all- 
gemeinen Verbindung derselben. In diesem grofsen Felde der Untersuchung 
gewührt dasjenige Coordinatensystem, mit welchem wir uns in dem Folgenden 
beschäftigen werden, im Allgemeinen dieselben Vortheile, und hat überdies 
noch vor dem gewöhnlichen Coordinatensystem einige besondere Vorzüge. 
Hierher gehórt unter Anderm auch, dafs wenn wir die drei Puncte, die ich 
Coordinatenpuncte genannt habe, auf dem Umfange der Curve irgend 
einer Ordnung annehmen, aus der allgemeinen Gleichung derselben sogleich 
drei Constanten ausfallen, wahrend wir auf entsprechende Weise, in dem 
gewohnlichen Coordinatensysteme, nur das constante Glied fortschaffen kónnen. 
Hierhin rechne ich ferner, dafs für die Curven aller Ordnungen sich Glei- 
chungen ergeben, die in Beziehung auf drei Veränderlichen (p,q,r) homogen 
sind; wonach die geometrische Interpretation des Theorems über die 
homogenen Functionen unmittelbar die Gleichung der Tangente und 
osculirender Curven für jeden gegebenen Punct der Curve liefert, u. s. w. 
Crelle's Journal d. M. V. Bd. 1. Hft. 1 
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Die allgemeine analytische Methode und die Methode, die Herr Poncelet 
in seinem ,,Traité des propriétés projectives® entwickelt hat, beruhen auf 
der einen Seite auf ganz wesentlich verschiedenen Ideen, und stimmen doch, 
auf der andern Seite, so sehr in den Resultaten überein, dafs man, freilich 
sonderbar genug, die erste Methode als eine Periphrase, als ein Plagiat der 
zweilen hie und da betrachtet zu haben scheint; statt dafs man sich ruhig 
die Frage beantworten sollte: ob nicht ein nothwendiger Grund dieser Über- 
einstimmung vorhanden und wo derselbe zu suchen sei. Auch ich bin von 
dieser Übereinstimmung mehrmals überrascht worden: einige Beispiele hiervon 
bietet auch das Folgende dar. So scheint es mir z. B. bemerkenswerth, dafs 
wir in dem neuen Coordinatensystem ebenfalls auf jenen Satz hingeleitet 
werden, der in der Ponceletschen Methode eine grofse Rolle spielt, „dafs 
nemlich alle Puncte einer Ebene, die unendlich weit entfernt sind, in gerader 
Linie liegen, und wir überdies diese unendlich weit entfernte gerade Linie 
durch eine Gleichung zwischen endlichen Grófsen darstellen können. Eben 
so stolsen wir in diesem System auf den andern Ponceletschen Satz, „dafs 
zwei concentrische Kreise in unendlicher Entfernung einen imaginären doppelten 
Contact Haben.“ : 

Ich habe bei den folgenden Entwickelungen nur die Absicht gehabt, 
an Beispielen zu zeigen, dafs die neue Methode, einerseits, zum Beweise 
vorgelegter einzelner Sätze und zur Darstellung allgemeiner Theorieen sich 
sehr geschmeidig zeigt, und dafs sie, andrerseits, Resultate finden lehrt, 
wenn man sie aus allgemeinen analytischen Gesichtspuncten betrachtet. Mein 
Haupt-Augenmerk.war nur auf die Methode, aber keineswegs darauf gerichtet, 
neue Sätze zu geben. Der am Ende dieses Aufsatzes aufgestellte Satz, den 
ich früher für den einfachsten Fall, dafs nur zwei Puncte gegeben sind, 
bemerkte, ergab sich in dem neuen Coordinatensysteme unmittelbar für drei 
gegebene Puncte, wonach es natürlich war, seine ganze Allgemeinheit zu 
vermuthen; und der Beweis des allgemeinen Satzes scheint sich in dem neuen 
Systeme unvergleichbar viel leichter zu ergeben, als in dem gewöhnlichen. 

Mit Rücksicht auf das neue Coordinatensystem habe ich die analytische 
Theorie der Reciprocität (théorie des polaires réciproques) und deren so zu 
sagen unbegrenzte Erweiterung mehr angedeutet als ausgeführt. 

Der grófste Vortheil, der sich aus dem neuen Coordinatensysteme, 
besonders wenn wir demselben die gegen Ende dieses Aufsatzes ange- 
zeigle Allgemeinheit geben, ziehen läfst, betrifft wie mir scheint die mathe- — 
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malischen Entwickelungen der Mechanik. Doch hierauf konnte ich natürlich 
hier gar keine Rücksicht nehmen. 

Anfangs war es meine Absicht, mich auch auf die Construction des 
Raumes auszudehnen. Hier sind die analytischen Erérterungen den nächst- 
folgenden ganz analog, wenn wir statt des Coordinaten-Dreiecks ein 
Coordinaten- Tetraéder nehmen. Doch hat dieser Aufsatz ohnedies 
schon einen so grossen Umfang gewonnen, dafs ich hierauf verzichten mufs. 


1. Es seien (Taf. I. Fig. 1.) OO', OO" und O'O" drei gerade Linien, 
die irgend ein beliebiges Dreieck bilden, und p, q und r die Abstánde irgend 
eines beliebigen Punktes M von diesen drei geraden Linien. Wenn wir 
alsdann unsere Construction auf irgend ein gewóhnliches System geradliniger 
Coordinaten YAX beziehen, so sind bekanntlich die obigen Abstände p, q 
und r durch Ausdrücke gegeben, die in Beziehung auf die Coordinaten des 
Punctes M linear sind. Auch die Vorzeichen von p, q und r sind alsdann 
für eine bestimmte Lage des Punctes M vollkommen bestimmt, und diese 
Zeichen ändern sich, wenn der Punct M von einer Seite der bezüglichen 
Linien 00", OO" und O'O" auf die andere Seite hinüberrückt. Wir nehmen 
(vergl. meine analyt. geom. Entwicklungen No. 31.) für einen innerhalb 
des spitzwinkligen Dreiecks 00'0" liegenden Punkt M: 

p positiv, q negativ, r negaliv. 

Nach diesen Bemerkungen stellt jede Gleichung zwischen p, q und 
r, die in Beziehung auf diese Grófsen von irgend einem mten Grade ist, 
eine Linie der mten Ordnung dar, deren auf ein gewóhnliches Coordinaten- 
system bezogene Gleichung wir leicht erhalten können. Wir werden uns 
in dem Folgenden nur auf solche Gleichungen beschränken, die in Beziehung. 
auf p, q und r homogen sind, also auf Gleichungen von folgender Form: 

1. Ap"J-Bp"-'q4- Cp"^r + Dp" p’+ Ep" "gr ++ Yqr" + Ze" = 0. 

2. Wenn wir: 

Be 
setzen, so verwandelt sich die vorstehende Gleichung (1.) in folgende: 
2. ActBg4 Cy+ Dq E Eqy 4 You" + Zy"^ = 0, 
rs 


te 
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mithin in eine vollstándige Gleichung des mten Grades zwischen q und w. 
Für irgend einen beliebig angenommenen Punct M erhalten wir für g und 
y bestimmte und einzige Werthe. Auch das Zeichen dieser Grófsen ist als- 
dann ein bestimmtes; für den Punct M z. B., der innerhalb des spitzwinkligen 
Dreiecks 00'0" liegt, sind und w beide negativ. 

Da die Gleichung (2.) eine vollständige des mien Grades ist, und 
also eben so viele von einander unabhängige Constanten enthält, als die all- 
gemeine Gleichung desselben Grades zwischen gewöhnlichen Coordinaten, 
so kann diese Gleichung, indem wir g und w als veränderliche Grófsen und 
die Coéfficienten A, B, C u. s. w. als beliebig zu bestimmende Constanten 
betrachten, alle móglichen Linien der mten Ordnung darstellen. 


3. Statt g und y können wir auch: 


PES MI T 
als die beiden veränderlichen Grófsen betrachten. Alsdann erhalten wir eine 
Gleichung, die eben so allgemein ist als die Gleichung (2.) und ebenfalls 
alle móglichen Linien mter Ordnung darstellen kann. Diese Gleichung in w 
und » steigt im Allgemeinen zum 2mten Grade; kann aber in bestimmten 


Fallen, wie wir spáter sehen werden, auch unter den mten Grad hinabsinken. 


4. Wir können also q und v, oder auch uw und v, als Coordina- 
ten ansehen, und demnach wollen wir O, O' und O" den ersten, zweiten 
und dritten Coordinatenpunct, 00’, OO" und O'O" die erste, zweite 
und dritte Coordinatenlinie, und endlich die Winkel O"OO', OO'O" und 
O O"O' oder c, o' und o" den ersten, zweiten und dritten Coordinaten- 
winkel nennen. In dem Folgenden werden wir dieselbe Bezeichnung bei- 
behalten. 


Nichts verhindert uns, zwei der drei Coordinatenlinien parallel an- 


zunehmen.  Alsdann liegt ein Coordinatenpunct unendlich weit, und ein Co- 
ordinatenwinkel ist Null. 


9. Der Werth von q oder u ist derselbe für alle Puncte einer und 
derselben durch O gehenden geraden Linie, und eben so ist v und v con- 
stant für alle Puncte einer durch O' gehenden geraden Linie. Es sind 
demnach 

@ = const., 4 — const., 


mr 
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Gleichungen einer durch O, und 
iy = const., v = const., 


Gleichungen einer durch O0’ gehenden geraden Linie. Während wir also 
in dem gewöhnlichen Coordinatensysteme geometrische Orter 
durch den Durchschnitt zweier, den Coordinaten-Axen paral- 
lelen geraden Linien construiren, construiren wir in dem neuen 
Coordinatensysteme geometrische Orter durch den Durchschnitt 
zweier, durch zwei feste Puncte O und O’ gehenden geraden 
Linien. 

Die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den dritten Coor- 
dinatenpunct geht, hat folgende Form: 


quy T 
y = const., T — const. 


6. Irgend zwei gerade Linien, die durch folgende beiden Gleichungen 


d Gne eros es 
oder auch durch folgende: 

Hs e, pL ne", 
indem wir durch c und c' constante Gröfsen bezeichnen, dargestellt werden, 
bilden mit den beiden Coordinatenlinien OO' und OO" ein System von solchen 


vier geraden Linien, die man „Harmonicalen“ nennt. 


*. Von solchen zwei geraden Linien, die durch folgende beiden 
Gleichungen : 


P—C, v(- 2)- 6 


in welchen wir durch c dieselbe beliebige Constante bezeichnen, dargestellt 
werden, bildet die eine mit OO' denselben Winkel als die andere mit 00"; 
von zweien geraden Linien 


, 1 ' 
vy =C, v(= T =C, 
bildet eine denselben Winkel mit O'O, als die andere mit O'O", und endlich 
von den beiden geraden Linien | 


A iuri Bg, 


bildet eine mit O"O denselben Winkel, als die andere mit O"O'. 
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8. Die Gleichung einer geraden Linie, die durch O” und den Durch- 
schnitt der beiden Linien 


Pos UL 
geht, ist folgende: 
o C 
ap lof 


Eben so ist die Gleichung einer geraden Linie, die durch O" und den Durch- 
schnitt der beiden Linien 


geht, folgende: 


Nach der vorigen Nummer liegt hierin der Beweis von folgendem 
bekannten Satze: 

Wenn man von irgend einem Puncte M in der Ebene eines 
Dreiecks, nach den Winkelpuncten desselben O, O' und 0" drei 
gerade Linien zieht, die mit den Seiten OO", 0'O und O"O' Winkel 
bilden, welche gleich 5, P’ und /" sind, so gehen diejenigen 
drei geraden Linien, welche durch dieselben Winkelpuncte 
gehen, und dieselben Winkel, 5, 5 und £” mit den Seiten OO, 
0'0" und O"O machen, durch ein- und denselben Punct N. 

Dieser Satz schliefst als besondern Fall den Satz ein, dass diejenigen 
drei geraden Linien, welche die Winkel eines Dreiecks halbiren, sich in dem- 
selben Puncte schneiden. In diesem Falle fallen die beiden Puncte M und 
N zusammen und sind der Mittelpunct eines, die drei Seiten des Dreiecks 
berührenden Kreises. Im Allgemeinen sind M und N die beiden Brennpuncte 
einer in das Dreieck beschriebenen Linie zweiter Ordnung. 


9. Die allgemeine Gleichung der geraden Linie ist folgende: 
p+ag+br = 0, | 
mit der die nachstehenden beiden Gleichungen identisch sind: 
1t+ap+by = 0, 
uv+av+bu = 0. 
Fir diejenigen beiden Puncte Q und R (Fig. 2.), in welchen diese gerade 
Linie die Coordinatenlinien OO" und O'O" schneidet, erhalten wir folgende: 


CARRE MES 


prede 
E 
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und mithin ergiebt sich für S, den Durchschnitt von OR und 0'Q: 
1 1 


u=—=—a, Pare e Le 


wodurch die beiden Constanten der obigen Gleichung bestimmt sind. 
10. Wenn zwei lineare Gleichungen von folgender Form 
mp + n(aq+br) = 0, 
m'p--n (aq4-br) = 
wobei m, m', » und n’ vier willkürliche Coöfficienten bezeichnen, gegeben 
sind, so erhalten wir durch eine einfache Verbindung dieser beiden Gleichungen 
folgende dritte: i 
p = 0. | 
Wir sehen hieraus, dafs, wenn wir m und » als unbestimmte Coéfficienten 
betrachten, alle einzelnen durch 
mp+n(aq+br) = 
dargestellten geraden Linien sich in einem festen Puncte von 00’ schneiden. 
Auf ähnliche Weise schneiden sich alle durch die beiden Gleichungen 
! mq+n(p+br) = 0 und 
mr+n(p+aq) = 0 
dargestellten geraden Linien in zwei festen Puncten von 00" und O'O". 
11. Für zwei parallele gerade Linien OT und O'T', die durch O und 
O' gehen und mit OO’ irgend einen Winkel w bilden, erhalten wir sogleich 
folgende beide Gleichungen: 


psin (2—w)+qsinw = 0, 
psin(a«’—w)—rsinw = 0. 
Diese beiden Gleichungen geben: 
cogis = ese BOE 
psinaæ ? 
r — p coso' 
cotw = | psne 


Seizen wir diese beiden Werthe für cotw gleich, entwickeln und berück- 
sichtigen, dafs 
sine cosa’+ sina’ cosa = pun = sinc", 

so kommt: 

3. psinc"— qsine'—rsinc = 0, 
. oder: 

4. sine +wsina = sino". — 

Wir wáren gerade zu derselben Gleichung gekommen, wenn wir statt OT 
und O'T' zwei andere durch O und O' gehende Parallelen genommen hätten, 


ef 
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die mit 00”, statt c, irgend einen andern Winkel bilden. Es stellen also 
die beiden letzten Gleichungen nur solche Puncte dar, die unendlich weit 
entfernt sind. Die lineare Form dieser Gleichung zeigt, dafs alle unendlich 
weit entfernten Puncte einer und derselben Ebene alsin gerader 
Linie liegend zu betrachten sind *). 


12. Nach der letzten Nummer ist offenbar, dafs wir durch Verbindung 
der Gleichungen irgend zweier parallelen geraden Linien zu den Gleichungen 
(3.) und (4.) kommen kónnen. Wenn also 


Ap = Bq+Cr 


die Gleichung irgend einer gegebenen geraden Linie ist, so stellt, indem wir 


durch m irgend einen unbestimmten Coéfficienten bezeichnen, folgende Gleichung: 
(mA --sino")p = (mB-+sin«')g+(mC-+sino)r 
alle móglichen geraden Linien dar, die der gegebenen parallel sind. 
Für die allgemeinen Gleichungen aller, den drei Coordinatenlinien 00’, 
OO" und O'O" parallelen geraden Linien, erhalten wir hiernach, indem m 


immer noch einen unbestimmten Coéfficienten bezeichnet: 


mp = qsine’ +rsino, 
mq = psinc"—rsinoa, 
mr = psinc"— gsin«'. 


Zur Theorie der Linien zweiter Ordnung. 
13. Die allgemeine Gleichung der Linien dieser Ordnung sei folgende: 


1. Ap’+2Bpq+2Cpr+Dq+2Eqr+Fr = 0, 


*) Denselben Satz leitet Herr Poncelet in seinem Traité des propriétés pro- 
jectives aus der Theorie der Projection her. 

»Tous les points situés à l'infini sur un plan peuvent être considérés idéalement comme 
distribués sur une ligne droite unique, située elle méme à l'infini sur ce plan.“ (No. 107.) 

Mir scheint es sehr bemerkenswerth, daís dieser Satz sich in unserm neuen Co- 
ordinatensysteme direct ergiebt und wir zugleich durch eine Gleichung zwischen zwei 
veränderlichen Grófsen und bestimmten Constanten jene (ideale) gerade Linie, die alle 
unendlich weit entfernten Puncte der Ebene enthält, darstellen kónnen. Hr. Poncelet 
zieht aus jenem Satze wichtige Folgerungen: wir kommen unmittelbar zu denselben 
Folgerungen auf einem Wege, der gegen. jeden Einwurf gesichert ist, indem wir auf 
die lineare Form der letzten Gleichung des Textes Rücksicht nehmen. Wir werden 
noch im Laufe dieses Aufsatzes hierauf zurückzukommen Veranlassung finden. 


oes 
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mit der, nach unserer Bezeichnung, folgende identisch sind: 


2. A+2Bp +2Cy +Dp +2èEpw+F# = 0, 
3. AwWv+2Bur+2CWv+Dv +2Eur +Fuw = 0. 

Wenn wir die Voraussetzung machen, dafs die Curve durch den 
Punct O gehe, so mufs die Gleichung (1.) befriedigt werden, wenn man 
zugleich p =O und q= 0 setzt, woraus ersichtlich ist, dafs alsdann 
F=0. Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dafs D —O0 wenn die Curve 
durch den Punct O', und dafs A — 0, wenn sie durch den Punct A" 
geht. In dem Falle also, dafs die Curve durch alle drei Puncte O, O' und 
O" zugleich geht, erhalten wir statt (1.), (2.) und (3.) nun folgende 
Gleichungen: 

4. Bpg+Cpr+Egr = 0, 

5. Bo +Cy +Epy = 0, 

6 Br +Cu +E —all 
Die letzte dieser drei Gleichungen ist dadurch, dafs wir alle Glieder durch 
wy dividirt haben, linear geworden. Wir können also jede Linie zweiter 
Ordnung durch eine Gleichung vom ersten Grade ausdrücken, wenn wir die 
drei Coordinatenpuncte auf dem Umfange derselben annehmen. Hiernach er- 
giebt sich auf die leichteste Weise die Discussion der Eigenschaften solcher 
Linien zweiter Ordnung, die durch dieselben drei Puncte gehen. Zwei sol- 
cher Linien können sich, was die lineare Form ihrer Gleichungen zeigt, nur 
noch in einem einzigen Puncte schneiden. 

Da die Gleichung (6.) dieselbe Form hat, als die Gleichung der ge- 
raden Linie in dem gewöhnlichen Coordinalensysteme, so ist offenbar, dafs 
jedem Satze über die Durchschnitie von geraden Linien ein Salz über die 
vierten Durchschnitte von Linien zweiter Ordnung, die sich in denselben drei 
Puncten schneiden, entspricht, und aus jeder analytischen Beweisführung eines 
jener Sätze ergiebt sich unmittelbar der Beweis des analogen Satzes, wenn 
wir den Constanten in der linearen Gleichung diejenige Bedeutung geben, 
welche sie in der Gleichung (6.) haben. 

14. Indem wir 

A+2By+2C0y+Dy+2Eyy-+Fy = 0 
für die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung nehmen und die- 
selbe differentiiren, kommt: 
%. (B+Dy+Ew)dp+(C+Ey+Fy)dy = 0 
Setzen wir nach einander dq — 0 und dy —0, so giebt diese Gleichung: 
Crelle’s Journal d. M. V. Bd. 1. Hft. 2 
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8. C+Eg+Fy = 0, 
9. B+Dy+Ey = 0. 


Die Gleichung dq — d = = 0 giebt aber 


und eben so giebt die Gleichung dy=d- 2207 
pepe ps dpi 


ro dr ie dr | 
Die vorletzte Gleichung zeigt, dafs wenn wir von einem Puncte der Curve, 
der zugleich auf der geraden Linie (8.) liegt, zu einem consecutiven Puncte 
der Curve fortgehen, die beiden Puncte mit dem Puncte O in gerader Linie 
liegen, oder mit andern Worten, dafs die Tangenten in den Durchschnitten 
der geraden Linie (8.) mit der Curve, durch den Punct O gehen, und also 
diese gerade Linie die Polare des Punctes O ist. Eben so ist (9.) die Po- 
lare des Punctes O', und für die Gleichung der Polaren des Punctes O" er- 
halten wir, ohne weitere Rechnung, folgende: 
10. A+By+Cy = 0. 
Wir erhalten die Gleichungen (8.), (9.) und (10.) sogleich aus der Gleichung: 
| Ap --2Bpq-4-2Cpr--Dq' +2Eqr+Fr = 0; 
denn bezeichnen wir den ersten Theil dieser Gleichung der Kürze halber 
durch w, so sind jene drei Gleichungen keine andern als: 
du du du 
dra qe? dp 
Indem wir die Durchschnitte der durch die Gleichungen (8.), (9:) und 
(10.) dargestellten geraden Linien mit den Coordinatenlinien betrachten, er- 
giebt sich eine einfache Bestimmung der Constanten in der allge- 
meinen Gleichung. 
15. Den Gleichungen (4.) und (6.) der 13ten Nummer kónnen wir 


folgende Form geben: 


apq+Ppr = efiqr, 

av+ßu = af, 
und wir erhalten alsdann, indem wir differentiiren, für die Polaren der Co- 
ordinaten-Puncte 0, O' und O0", oder, was in diesem Falle dasselbe heilst, 
für die Tangenten in diesen drei Puncten, folgende Gleichungen: 


Pa ; 
Mu 9 v=ß, Een], 


4 
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so dafs also (Fig. 3.) für den Punct P": w=a, y =) : 
- - SO OP e Me os, v=—ß; 
Hi ec pe otio ei ors 0 gr ee 8) 
Hieraus ist zugleich ersichtlich, dafs die drei geraden Linien OP, O'P' 
und O"P" durch folgende drei Gleichungen dargestellt werden: 


a 
Mets v=—ß, AB 
und also, wie bekannt, durch ein und denselben Punct Q gehen, dessen 
Coordinaten uw — — « und y — —/f sind. 


16. Um bei der Annahme eines beliebigen Coordinatendreiecks die 
Gleichungen derjenigen drei geraden Linien O"o", O'w’ und Ow zu erhalten, 
welche die Puncte 0", O0' und O mit den Polen o", w' und w der gegen- 
überstehenden Coordinatenlinien 00”, OO" und O'O" verbinden, brauchen wir 
nur erstens die Gleichung (8.) mit B und (9.) mit C, zweitens (8.) mit 
B und (10.) mit E, drittens (9.) mit C und (10.) mit E zu multipliciren 
und dann abzuziehen. Auf diese Weise kommt: 

(BE— CD)g4 (BF + CE) y = 

(BC—EA) +(BF—-CE)y 

(BC— EA) —(BE—CD)q 
Wenn wir irgend zwei dieser drei Gleichungen von einander abziehen, so 
erhalten wir die dritte. Also: 

Wenn in der Ebene irgend einer Linie zweiter Ord- 
nung zwei Dreiecke sich befinden, von denen die Winkel- 
puncie des einen die Pole der Seiten des andern sind, so ge- 
hen diejenigen drei geraden Linien, welche die gegenüber- 
stehenden Winkelpuncte der beiden Dreiecke verbinden, 
durch ein- und denselben Punct, und also schneiden sich auch 
(nach dem Princip der Reciprocität) die gegenüberliegenden Seiten 
der beiden Dreiecke in solchen drei Puncten, die in einer 
geraden Linie liegen, der Polaren jenes Durchschnitis- 
punctes. 

Diese beiden Sätze können wir noch auf folgende Weise vervoll- 
stándigen : 


0, 
0, 
0. 


I 


Diejenigen sechs übrigen geraden Linien, welche die 
drei Winkelpuncte des einen Dreiecks mit den drei Winkel- 
puncten des andern Dreiecks verbinden, berühren eine und 

9* 
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dieselbe Linie zweiter Ordnung, und die sechs übrigen. 
Durchschnitte der drei Seiten des einen und der drei Seiten 
des andern Dreiecks liegen auf einer und derselben Linie 
zweiter Ordnung?) Diese beiden Linien zweiter Ordnung 
sind courbes polaires réciproques in Beziehung auf die ge- 
gebene. 

17. Tangenten-Theorie. Wir wollen wiederum folgende Glei- 
chung: 

A+2Bp+2Cy+Dp+8Epy+FYy = 0 

zu Grunde legen. Ist alsdann durch irgend einen Punct (w', g’) eine Tan- . 
gente an die Curve gelegt, und bezeichnen wir den Berührungspunct durch 
(w", q"), so ist die Gleichung der Tangente: 


yoy" = PE V. (q—«"). 


Diese Gleichung mufs befriedigt werden wenn wir für die veränder- . 
lichen Grófsen y und «q die Coordinaten des auf der Curve genommenen, 


consecutiven Punctes (y"--dw", q"--dq") nehmen. Auf diese Weise 
kommt: P 

dap = f dq". 
Wenn wir die Differential-Ausdrücke vermittelst folgender Gleichung (7.): 

(B+Dp+Ey)dp+(C+Ep+Fy)dy = 
fortschaffen und zugleich auf folgende Gleichung: 
A+2Bœp"+2Cy"+Dp"+2Eg"y"+FyY" = 0 

AM nehmen, so erhalten wir endlich folgende, in Beziehung auf UE. 
p" und v', g’ symmetrische Gleichung: 

11. (C+Eq' T) d: D@p'+Ew)g"+Cy'+0D çp +A =e, 
welche, wenn wir ' und v' als veränderlich betrachten, die Tangente im 
Puncte (w", 9") darstellt, und wenn wir yw" und q" als veränderlich be- 
trachten, die Polare des Punctes (w', q^). 


*) Man hat nemlich folgende beiden Sátze, von denen einer aus dem andern nach 
dem Principe der Reciprocität folgt: 

Wenn von den neun Durchschnitten zweier Systeme von drei 
geraden Linien drei in geraden Linien liegen, so liegen die übrigen 
sechs auf dem Umfange einer und derselben Linie zweiter Ordnung. 
(Entwickelungen S. 226.) 

Wenn man zwei Systeme von drei Puncten durch neun gerade Li- 
nien verbindet, und drei dieser Linien durch denselben Punct gehen, so 
berühren die übrigen sechs ein und dieselbe Linie zw Ordnung. 


, +, drift ls 
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Die Form der letzten Gleichung stimmt ganz mit der Form der ent- 
sprechenden Gleichung in dem gewöhnlichen Coordinatensysteme überein. 
Diefs ergiebt sich leicht a priori. In dem Verlaufe dieses Aufsatzes werden 
wir noch eine elegantere Tangenten- Theorie entwickeln. 

18. Wenn der Punct (y’, q^) auf 0'0" liegt, so ist wy’ — 0, und je 
weiler er sich auf dieser Linie entfernt, desto mehr nähert sich œ dem 
Werthe pne 

Sin @ 

12. (Csine’+Esine") y+ (Bsine'+ Dsine^) e 4-(Asinc'-- Bsine’) = 0, 
für die Gleichung desjenigen Durchmessers, der alle mit O'O" parallele Chor- 
den halbirt. Eben so erhalten wir 

13. (Csine+Fsine”) y+ (Bsine 4- Esine") o 4-(Asine 4- Csinc") = 0 

14. (Esine— Fsinc') w+ (Dsine— Esinc') p+(Bsina—Csine’) = 0 
für die Gleichungen derjenigen beiden Durchmesser, die alle mit OO" und 
00! parallele Chorden halbiren. 

Aus der Zusammenstellung irgend zweier der letzten drei Gleichungen 
erhalten wir die Coordinaten des Mittelpunctes der Curve. Wenn dieser 
Punct mit dem Punct O" zusammenfallen soll, so erhalten wir folgende Be- 
dingungs-Gleichungen: | 


Hiernach erhalten wir aus (11): 


C B A 


sine sine sine" 
Auf ähnliche Weise ergiebt sich, wenn O' und O der Mittelpunct der Curve 
sein sollen: 


ud igo. iuc 

sine sine’ sino"? 
FRS p B 
sinc .sine' sino" 


Nach der 12ten Nummer ist es leicht, auszudrücken, dafs zwei der 
drei Coordinatenlinien zweien zugeordneten Durchmessern parallel sind. So 
erhalten wir z. B. für den Fall, dafs O"O und O"O' zweien zugeordneten 


_ Durchmessern parallel sind, folgende Bedingungs-Gleichung : 


Asin e + Csin «" sin a! 


Bsina + Esin o" sin a! 


und wenn wir entwickeln, 


Asin asin«' + Bsinesin c" + Csino' sinc" + Esin a" = 0. 
Nach der eben angezogenen 12ten Nummer kónnen wir auch aus- 
drücken, dafs irgend zwei der drei Durchmesser (12.) (13.) (14.) parallel 
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sind, und also zu der Bedingungs-Gleichung kommen, die Statt finden mufs 
wenn die allgemeine Gleichung eine Parabel darstellen soll. 


19. Sei wiederum: 
15. Ap --2Bpq--2Cpr--Dq' +2Eqr+Fr = 0 
die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung. Soll die Curve die 
Coordinatenlinie OO' berühren, so mufs diese Gleichung, wenn wir p=o 


selzen, für i zwei gleiche Werthe geben. Diefs führt zu folgender Bedin- 


gungs-Gleichung: 
E = DF. 
Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn die Coordinatenlinien OO" und 00! 
berührl werden sollen, folgende Bedingungs-Gleichungen: 
CAFE AD. 

Wenn alle drei Coordinatenlinien von der Curve berührt werden, und 
wir 4 — 1 setzen, wodurch der Allgemeinheit kein Abbruch geschieht, so 
kónnen wir der Gleichung (15.), indem wir zugleich durch p' dividiren, fol- 
sende Form geben: | 

16. 1+2Bp+2C0w+Bp—-2BCyp+Cy = 0. | 
Diese Gleichung ist in Beziehung auf B, C und q, y symmetrisch. Wir 
müssen das vorletzte Glied derselben mit dem Zeichen — nehmen, weil wir, 
wenn wir das entgegengesetzte Zeichen nehmen, der Gleichung folgende 
Form geben kónnen: 
(A+By+Cyv) = 0. 

Alsdann erhalten wir also statt der Curve (16.) ein System zweier 
zusammenfallender gerader Linien, was ganz der Anlage der letzten Ent- 
wickelungen gemäls ist. 

Wenn wir nach einander in der Gleichung der Curve p = 0, q— 0 
und r — o setzen, so kommt: 


B 1 
quA aT CP 
für die Gleichungen derjenigen drei geraden Linien, welche die drei Coordi- 
natenpuncte O", O' und O mit den Berührungen auf den gegenüberstehenden 
Seiten verbinden. Hiernach erhalten wir eine einfache Constanten-Bestimmung 
der Gleichung (16.). ; 

20. Wenn die durch die Gleichung: 

A+2Bp+2Cy+Dg+2Epw+Fy = 0, 
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dargestellte Curve eine Hyperbel ist, und wir auf einem Zweige dersel- 
ben uns einen Punct immer weiter fortgerückt denken, so nähern sich die 
Werthe von q und v immer mehr einer bestimmten Grenze, ohne, im All- 
gemeinen, unendlich oder Null zu werden. Diese Grenzenwerthe bestim- 
men zwei durch O und O' gehende geraden Linien, die, je weiter jener 
Punct sich entfernt, sich dem Parallelismus mit der Asymptote jenes Hy- 
perbelzweiges immer mehr nähern.  Hiernach ergiebt sich, wenn wir den 
Winkel, welchen jene Asymptote mit OO' bildet, ® nennen, für jene 
Grenzwerthe: 
sin (a — o sin(o' + w 
Substituiren wir diese Werthe in die Gleichung der Curve, so kommt: 
17. Asin?w— 2 Bsinwsin(a—w)-+ 2 Csinw sin (o' +w)-+ D sin’ (a— w) 
+2 E sin (« — o) (sinc 4- e) 4- Fsin^(a/-- c) = c. 
Wenn wir entwickeln, so erhalten wir eine in Beziehung auf tango qua- 
dralische Gleichung. Die Wurzeln dieser Gleichung bestimmen die Richtung 
der beiden Asymptoten der Hyperbel, oder wenn die Wurzeln dieser 
Gleichung gleich sind, die Richtung der Durchmesser der Parabel. Werden 
die Wurzeln imaginár, so stellt die vorstehende Gleichung eine Ellipse dar. 
Wir gehen in die Entwickelung dieser verschiedenen Beziehungen, die bei 
gehóriger Annahme des Coordinatendreiecks sich sehr vereinfacht, nicht 
weiter ein. 

Wenn die letzte Gleichung (17.) für tangw gleiche und entgegenge-. 
setzte Werthe giebt, so ist OO' parallel einer Axe der Curve. Für diesen 
Fall erhalten wir, wenn wir überdiefs annehmen, dafs die Curve durch die 
drei Coordinatenpuncte geht, und also A= D — F — O setzen: 

| Bsina —Csina'+ Esin(a—a’) = 0. 
21. Wenn die Coordinatenlinie O'O" einer Asymptote parallel ist, so 
erhalten wir für die Grenzwerthe (17.): 
in (æœ + a! sin e" ; 
LINT Tr 2 = sina! # 
und hiernach folgende in Beziehung auf A, B und D lineare Bedingungs- 
Gleichung: 


A--2Bq'--Dq^ = 0. 
Soll 0'0" überdiefs selbst Asymptote sein, so mufs die letzte Gleichung, auf- 
gelóset in Beziehung auf y’, gleiche Wurzeln geben, wonach: 
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Auf ähnliche Weise kommt, wenn 00" der andern Asymptote parallel ist 
sin o" ; 
=w setzen: 
Sin & 
A4-2Cw --Fy^ = 0, 
und wenn OO" selbst Asymptote sein soll: 
C TEN e Fred iene 


9v sin? a" | 


und wir 


Ate SM mat io A icp 
Hiernach erhalten wir, wenn wir zugleich A — 1 setzen, für die Glei- 
chung einer  Hyperbel, deren ESO 00" und oe sind: 


1-9 AB deme t+ 2Egyt een 


oder : 
sin o" —2 psin a’ sine" —2 vsine sinc" 4 q? sin &' 4-2 E py+wy sina =O. 
In diesen beiden Gleichungen ist E der einzige unbestimmte Coöfficient, und 
wir erhalten alle móglichen Hyperbeln, deren Asymptoten-System durch die 
Gleichung : 
py = 0, 

dargestellt wird, indem wir E alle möglichen Werthe beilegen. Durch eine 
einfache Verbindung zweier solcher Gleichungen, oder durch Verbindung einer 
solchen Gleichung und der Gleichung des QI NOU. Systems, ROME wir 
zu iius Gleichung : 

(sin e" — qsinc' —wsine) = 0, 


d.h. zu der Gleichung des Systems zweier Papen al enue. unendlich — 


weit entfernter gerader Linien. 
Mit derselben Gleichung lassen sich auch die Gleichungen zweier ähn- 
licher und concentrischer Ellipsen verbinden, für deren allgemeine Gleichung 


wir, bei gehóriger Coordinaten-Bestimmung, die folgende, in welcher M einen 


unbestimmten Coéfficienten bedeutet, nehmen kónnen: 
sin’ o" —2 gsin c' sina" —2wsinocsino" + M y! sino’ +2 q sin «sin c' 
+ My’ sin? a = 0. 
Und somit kónnen wir mit H. Poncelet (Traité des propriétés projec- 
tives No. 130) sagen, dafs zwei ähnliche, concentrische Linien zweiter 
Ordnung in unendlicher Entfernung einen doppelten Contact 
haben, der reell oder ideal ist, je nachdem die beiden Curven Hyper- 
beln oder Ellipsen sind, und zugleich haben wir die Gleichung der unend- 
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lich weit entfernten Berührungs-Chorde. In der analytischen Behandlungs- 
weise der Linien zweiter Ordnung ist dieser Satz von keiner besondern 
Wichtigkeit, weil wir alle allgemeinen Beziehungen sich doppelt berührender 
Linien dieser Ordnung unmittelbar erhalten, indem wir die Gleichungen zweier 
derselben durch allgemeine Symbole bezeichnen, und berücksichtigen, dafs 
solche zwei Gleichungen sich immer zu einer Gleichung, deren erster Theil 
das vollstándige Quadrat eines linearen Ausdruckes ist, verbinden lassen. 
Der Satz gewinnt aber in der Methode des H. Poncelet eine besondere 
Bedeutung, weil derselbe, vermittelst dieses Satzes, die allgemeinen Be- 
ziehungen zweier sich doppelt berührender Curven zweiter Ordnung zu ein- 
ander, aus den Eigenschaften eines Systems zweier concentrischen Kreise 
herleitet. 
22. Theorie der Osculation. Wenn die durch: 
p--2Bpq--2Cpr--Dq--2Eqr--Fr = 0 
dargestellte Curve die Coordinatenlinie OO" im Puncte O berühren soll, so 
mufs, wenn wir g — O setzen, die Gleichung 
p+2Cpr+Fr = 0, 
für p zwei gleiche und verschwindende Werthe geben, so dafs also 
Q0 EQ 
Die Gleichungen zweier solcher Curven, die 00" im Puncte O berühren, 
seien hernach folgende: 
p+2Bpg+Dg+2Egr = 0, 
p--2B'pq-- D'q--2E'qr = 0. 
Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab, und vernachläfsigen 
den gemeinschaftlichen Factor g, so kommt: 
e(B— B')p--(D—D')q--2(E—E)r = 0: 
für die Gleichung der gemeinschaftlichen Chorde beider Curven. Soll diese 
Chorde durch den Punct O gehen, und sollen also die beiden Curven eine 


dreipunctige Osculation haben, so erhalten wir folgende Bedingungs- 
Gleichung : 


| 


E =) E. 
Soll in diesem Falle der Durchschnittspunct beider Curven in die Coordinaten- 
linie OO' fallen, so erhalten wir, neben der letzten Bedingungs-Gleichung, 
noch folgende: 
Died. 
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Für eine vierpunctige Osculation, wo die gemeinschaftliche 


Chorde mit der gemeinschaftlichen Tangente, der Coordinatenlinie O0", zu- 


sammenfällt, erhált man endlich folgende beiden Bedingungs-Gleichungen : 
EUR BOR 
23. Für die Gleichungen zweier Linien zweiter Ordnung, die 00" 
zur gemeinschaftlichen Asymptote haben, erhalten wir, (21.) indem wir 


sin o" 
gine 


— ' setzen, Gleichungen von folgender Form: 


0, 


1 


p +2Bpq+2 Prt Dq +2Eqr+ aid 


p t2Bpqt?., 1 prt D'q1 2E'gr+— yee A esc). 


Wenn wir abziehen, und Ht gemeinschaftlichen Factor p vernachläfsigen, 
so kommt: 
18. 2(B—B')p+(D—D')q+2(E—E’)r = 0, 
für die Gleichung derjenigen geraden Linie, welche die zwei übrigen Durch- 
schnitte der beiden Curven verbindet. Diese Chorde fallt mit der Asymptote 
00" zusammen, und die beiden Curven haben in unendlicher Entfernung 
einen vierpunctigen Contact, wenn 
BD EVE. 


Soll dieser Contact blofs ein dreipunctiger sein, so ist die durch (18.) 


dargestellte gerade Linie der Asymptote nur parallel, und es mufs also diese 


Gleichung befriedigt werden, wenn wir zugleich q — 0 und == Ex 


setzen, wonach wir folgendé Bedingungs-Gleichung erhalten: 
b—b' sin a" 


E—E sin« 
24. Alle möglichen Curven, welche die Coordinatenlinien 00" und 


0'0" in denselben vier Puncten schneiden, können wir durch folgende Glei- . 


chung darstellen: 
p+2Bpq+2Cqr+ Dg+2Egr = Fr — 0, 
indem wir B, C, D und F als ein für alle Mal gegeben betrachten, und 


E nach einander alle möglichen Werthe beilegen. Eben so stellt dieselbe 
Gleichung alle möglichen Curven zweiter Ordnung dar, welche OO” und 


00' und dann O'O" und O'O in denselben vier Puncten schneiden, wenn wir ” 


Poa. V 
MEL 
E y iN 
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einmal blofs C, das andere Mal blofs B als unbestimmten Coéfficienten be- 
trachten. | 
25. Eine Linie zweiter Ordnung, welche die beiden Coordinaten- 
linien O"O und O"O' in den Puncten O und O' berührt, hat folgende ein- 
fache Form: 
p--2Eqr = 0. 
26. Folgende Gleichung: à; 
p+Di+Fr = 0 
stellt eine Linie zweiter Ordnung dar, in Beziehung auf welche jede 
der drei Coordinatenlinien die Polare des gegenüberstehenden 
Coordinatenpunctes ist. (14) Sind D und F beide positiv, so ist die 
Curve imaginär; sind D und F beide negativ und gleich, und nehmen wir 
überdiefs an, der Coordinatenwinkel bei O" sei ein rechter, so stellt die 
Gleichung 
p+D(g+r) = 0 
eine Linie zweiter Ordnung dar, deren einer Brennpunct 0” und deren Brenn- 
puncts—Polare (Directrix) OO' ist; und diese Linie ist Ellipse, Parabel oder 
Hyperbel, je nachdem (— D) — 1, (—D) — 1, (—D) — 1. 
Aus dem Vorstehenden ergeben sich unmittelbar mehrere bekannte 
Satze. 
27. Wenn die Gleichung: 
p+2Bpq+2Cpr+Dÿ+2Eqr+Fr = 0 
eine Linie zweiter Ordnung darstellen soll, von welcher die Coordinaten- 
linien 00’ und O'O" berührt werden, so erhalten wir folgende beiden Be- 
dingungs-Gleichungen: 
Ee DPS BD, 
und mithin: 
Eve 
= c EVIL): 
Wenn dieselbe Curve überdiefs OO" in zwei festen Puncten schneiden soll, 
so ist C und F constant. Da F constant ist, so ist es auch es und mithin 


schneidet die Polare von O', die durch folgende Gleichung dargestellt wird: 
B+Dy+Ey = 0 
die Coordinatenlinie OO” in einem von zwei festen Puncten. In diesen beiden 
Puncten und in den Puncten O und O” wird OO" harmonisch getheilt. Hier- 
nach erhalten wir folgenden. bekannten Satz. 
3* 


VE 
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Wenn mehrere Linien zweiter Ordnung durch dieselben 
beiden Puncte gehen, und dieselben beiden geraden Linien be- 
rühren, so gehen die Berührungs-Chorden durch einen vonzwei 
festen Puncten der gemeinschaftlichen Chorde aller Curven. 

28. Wenn 

A+2Bp+2Cy+Dp+2Epy+Fy = 0 

irgend eine Linie zweiter Ordnung darstellt, so stellt: 

Dp+2Epv+Fy = 0 
das System derjenigen beiden geraden Linien dar, die vom Puncte O” nach 
den Durchschnitten der Curve mit OO' gezogen werden können, mithin stellt 
die Gleichung: 

19. A+2Bp+2Cw = 0 
diejenige gerade Linie dar, welche durch die beiden übrigen Durchschnitte 
jenes Linien-Systems und der Curve geht. 

Die durch (19.) dargestellte gerade Linie und die Polare des Punc- 
tes 0” 

A+ Bp+Cy = 0, 
schneiden sich, nach der 10ten Nummer, auf der Coordinatenlinie 00°. Wenn 
wir darauf Rücksicht nehmen, dafs das Coordinaten- Dreieck ein durchaus 
beliebiges ist, so liegt hierin die allgemeine Theorie der Pole und 
Polaren. 

29. Für die Gleichungen derjenigen beiden geraden Linien, die zu 
den beiden Puncten O' und O” in derselben Beziehung stehen, als die gerade 
Linie (19.) zu dem Puncte O" steht, erhalten wir 

2B+ De +2Ey = 0, 

2C+2Eg+Fy = 0. 
Wenn wir diese beiden Gleichungen und die Gleichung (19.) mit den drei 
Gleichungen (8.), (9.) und (10.) vergleichen, so sehen wir, auch ohne die 
Beweis-Art der 16ten Nummer zu wiederholen, dafs die drei geraden Linien, 
welche die gegenüberstehenden Winkelpuncte des von den drei erstgenannten 
geraden Linien gebildeten Dreiecks und des Coordinaten-Dreiecks verbinden, 
durch ein und denselben Punct gehen, und also auch die gegenüberliegenden 
Seiten der beiden Dreiecke sich in solchen drei Puncten schneiden, die in 
gerader Linie liegen. Wenn wir den besondern Fall betrachten, dafs die 
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drei Coordinatenpuncte auf der Linie zweiter Ordnung liegen, so erhalten 
wir den Satz vom umschriebenen Dreieck. (No. 15.) 
30. Wenn wir, der Kürze wegen, durch 
2079 AiO, AR OA 0, 
die Gleichungen irgend dreier Linien zweiter Ordnung (homogene Gleichungen 
des zweiten Grades zwischen p, q und r) bezeichnen, die durch zwei feste 
Puncte gehen, und wir durch diese beiden Puncte die Coordinatenlinie 00 
legen, so können wir die Coéfficienten von g’, qr und r* in den drei Glei- 
chungen gleich nehmen, so dafs 
A—A'=0, A—A4"-—-0, A'—A"-90, 
drei Gleichungen darstellen, die linear sind und von denen zwei die dritte 
bedingen. Hierin liegt der Beweis des bekannten, an Corollarien reichen 
Satzes: 

Wenn mehrere Linien zweiter Ordnung eine gemeinschaft- 
liche Chorde haben, so gehen die zweiten gemeinschaftlichen 
Chorden je zwei derselben durch einen constanten Punct. 

Wenn wir durchaus keine besondere Coordinaten-Bestimmung machen, 
und die gemeinschafiliche Chorde der drei Curven (20.) durch die Gleichung 
e — 0, die drei zweiten Chorden durch die Gleichungen a’ — 0, a’ — 0, a = 0, 
und endlich durch m, m’ und m" unbestimmte Coéfficienten bezeichnen, so 
kommt offenbar, (ähnlich wie Analyt. geom. Entw. No. 383): 

A—m'A'=c.a —0,  A—m'A" — c.a, A'-mA" — c.a — 0, 
und die Form dieser drei Gleichungen zeigt, dafs die drei zweiten Chorden 
durch denselben Punct gehen.  Hierin liegt also ein anderer Beweis des vor- 
stehenden Satzes, und überdiefs, wenn wir, als besondern Fall, 

c = psina"— qsine'—rsin « 
setzen, die Theorie der Chordalen (axes radicaux) ähnlicher und ähn- 
lich liegender Linien zweiter Ordnung. 

31. Wir wollen beispielsweise, in Beziehung auf einige der in dem 
Vorstehenden vorkommenden Gleichungen, einen allgemeinen Satz über die 
Variation der Constanten, den ich bei einer andern Gelegenheit gegeben habe, 
construiren; und werden auf diese Weise zu verschiedenartigen speciellen 
Sätzen kommen *). 


*) Der im Texte erwühnte Satz ist folgender. Es sei: 


a. p(y, x, b, a) = 0 
irgend eine algebraische oder transcendente Gleichung zwischen zweien veränderlichen 
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Wir haben in der 15ten Nummer für die Gleichung einer Linie 
zweiter Ordnung, die durch die drei Coordinatenpuncte geht, folgende ge- 
fanden: (Taf. I. Fig. 3.) j CE 


Mur S A 
1. AP RE 2 1. 
Bezeichnen wir irgend einen Punct dieser Curve durch (v', w'), so ist 
y' p m i 
‘Bre a 1; 


betrachten wir ferner in dieser Gleichung / und « als veränderlich und setzen 
=v, a=u, so erhalten wir folgende Gleichung: 
2. vu--uv- uw, 

die eine gerade Linie darstellt, welche, wie auch der Punct (»', w) auf der 
Curve (1.) fortrücken mag, immer durch den festen Punct (v=, u=«) 
oder durch P", den Durchschnitt der beiden Tangenten in den Coordinaten- 
puncten O und O' geht. 

Die Construction der geraden Linie, (2.), die durch die beiden Puncte 
(v, o) oder V, und (o, w) oder W geht, giebt folgenden bekannten Saiz: 

Wenn man in eine Linie zweiter Ordnung, über einer und 
derselben Chorde, als Basis, mehrere Dreiecke beschreibt, so 
geht diejenige gerade Linie, welche die Durchschnitte der 
Schenkel je zweier solcher Dreiecke verbindet, durch einen 
festen Punct, den Pol der gemeinschaftlichen Basis aller 
Dreiecke. | 

Wir erhalten andere Constructionen desselben Satzes, wenn wir nicht 
B und «, sondern (—/9) und « oder / und (—a) für die veränderlichen 
Grófsen nehmen, und statt (2.) die Gleichungen 


Grüfsen y und z und beliebigen Constanten, von denen wir zwei durch b und a be- 
zeichnet haben. Diese Gleichung stellt, wenn y und @ auf irgend ein Coordinaten- 
system bezogen werden, eine Curve dar; bezeiehnen wir irgend einen Punct dieser ' 
Curve dureh (y', x’) und betrachten die beiden Constanten als Coordinaten und ver- 
änderlich, so stellt die Gleichung: 


b qu, v, y, v) = 0 
eine neue Curve dar, die sich ändert, wenn der Punct (y', x") auf der gegebenen Curve 
fortrückt, aber dabei nicht aufhört, durch den festen Punct (y = b, x = a) zu 
gehen. Wenn die Gleichung (a.) eine Constante nur im Quadrate enthält, so geht 
die Curve (b.) durch zwei feste Puncte; sie geht durch vier feste Puncte, wenn jene . 
Gleichung nur die Quadrate der beiden Constanten enthält. Nichts verhindert uns in 
der ursprünglichen Gleichung b und a Null zu setzen. 
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vu-uv=1, —»vu-ruv-—1 
construiren, welche solche gerade Linien darstellen, die durch die beiden 
festen Puncte (» = —/9, u — «) oder P', und (v ^ f, w=—a) oder P, gehen. 
Wir erhalten aber einen andern Satz, wenn wir (—f) und (—a) für die 
beiden veränderlichen Grófsen nehmen und also folgende Gleichung: 


v'u+uv+uy = 0, 
oder 
p+ug+vr = 0, 


construiren. Die durch diese Gleichungen dargestellte gerade Linie geht 
durch den festen Punct = —/9, u — —a) d.h. durch Q, den Kreuzungspunct 
derjenigen drei geraden Linien, welche die Winkelpuncte des umschriebenen 
Dreiecks PP'P" mit den gegénüberliegenden Berührungspuncten O, O' und O0" 
verbinden. : 


Wenn wir von irgend einem Puncte (u', »' gerade Linien nach den 
Winkelpuncten des Coordinaten-Dreiecks ziehen, so bestimmen die Durch- 
schnitte derselben mit den Seiten dieses Dreiecks ein neues Dreieck UVW. 
Die gegenüberliegenden Seiten der beiden Dreiecke schneiden sich in solchen 
drei Puncten, die in gerader Linie liegen, und diese gerade Linie wird durch 
(3.) dargestellt Wenn der Punct (v, w) auf irgend einer, durch 
die Winkelpuncte des Dreiecks 00'0" gehenden Linie zweiter 
Ordnung fortrückt, so dreht sich diese gerade Linie um einen 
festen Punct. (Dieser Satz ist von Herrn Steiner in einem frühern 
Hefte dieses Journals zur Beweisführung vorgelegt worden. Ich bemerke 
beiläufig, dafs bei dem analogen Satze im Raum, an die Stelle der beliebigen 
dem Dreieck umschriebenen, Linie zweiter Ordnung irgend eine Fláche dritter 
Ordnung tritt, in welcher die sechs Kanten eines Tetraéders liegen.) 


32. Wenn wir in der Gleichung (1.) der vorigen Nummer nicht 


1 1 : v p d : 
5 und «, sondern — und i als veränderliché Grófsen construiren, so er- 


B 


halten wir, nach derselben Verfahrungs- Weise, nun nicht mehr gerade Linien, 
die durch denselben Punct gehen, sondern Linien zweiter Ordnung, die, aufser 
in den drei Coordinatenpuncten, sich noch in einem vierten festen Puncte 
Schneiden. Die Bestimmung dieser Curven hat keine Schwierigkeit. 


33. Wir kónnen auch von der Gleichung (2.): 
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vu+tuv= wy, 
als der Gleichung einer gegebenen geraden Linie, ausgehen, und indem wir 
(+v') und (+u') als veränderlich betrachten und irgend einen Punct dieser 
Linie durch (5, d) bezeichnen, zu der Gleichung einer Linie zweiter Ordnung: 

Si quiu 

tg AP EAE Le 
zurückgehen. Alle Linien dieser Ordnung, die wir auf diese Weise erhalten, 
indem der Punet (5, «) auf der gegebenen geraden Linie fortrückt, gehen 
durch den festen Punct (--»', +u'). Wenn (Taf. I. Fig. 4.) MN die gegebene 
gerade Linie ist, und die Coordinatenlinien O0" und O'O” in den beiden 


Puncten Q und A schneidet, so ist S, der Durchschnitt von OR und 0'0, 
der feste Punct (»', w’). 


Also: 


Alle Linien zweiter Ordnung, welche durch dieselben 
drei Puncte gehen, und in diesen drei Puncten die Seiten eines 
veränderlichen Dreiecks berühren, in welchen einer der drei 
Winkelpuncte oder der Kreuzungspunct der von diesen Winkel- 
puncten nach den gegenüberliegenden Berührungen gezogenen, 
geraden Linien auf einer gegebenen geraden Linie fortrückt, 
gehen durch noch einen vierten festen Punct. 


Wenn ein Winkelpunct auf einer geraden Linie fortrückt, so rücken 
offenbar auch die beiden übrigen Winkelpuncte und der Kreuzungspunct auf. 
geraden Linien fort, und wenn der Kreuzungspunct auf gerader Linie fort- 
rückt, so thut es auch jeder Winkelpunct. 


Nach der Theorie der Reciprocität (des polaires réciproques) erhalten 
wir aus dem Vorstehenden folgenden Satz: 


Wenn man in ein gegebenes Dreieck beliebig viele Linien zweiter 
Ordnung beschreibt, so entsprechen jeder derselben drei Berührungs-Chor- 
den, welche die drei Dreiecksseiten in solchen drei Puncten schneiden, die 
in derselben geraden Linie liegen. Wenn irgend eine jener drei Berührungs- 
Chorden durch einen festen Punct geht, so thun es auch die beiden andern 
und jene letztgenannte gerade Linie: alsdann berühren alle Curven, 
aufser den drei Dreiecksseiten, noch eine constante vierte ge- 
rade Linie. 
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34. Für die Gleichung einer die drei Coordinatenlinien berührenden 
Linie zweiter Ordnung erhalten wir, nach der 19ten Nummer, folgende: 


1. 1—-24p—2By+ Aq? —2ABqv-- Bw = 0; 
wenn der Kreuzungspunct der drei von den Coordinatenpuncten nach 


den gegenüberstehenden Berührungen gezogenen geraden Linien der Punct 


(v5; p =) ist. Bezeichnen wir irgend einen Punct der Curve durch 


(w’, q^), so stellt die Gleichung: 


9. 1—29'9 —2y'v t q^ q—29'y'gv Ey". = 0 
neun die drei Coordinatenlinien berührende Linien zweiter Ordnung dar, die 


alle durch den festen Punct (v = B, q — A) gehen und für welche der ver- 
änderliche Kreuzungspunct (y = v Qi 7) ist. 

Die Beziehung der Curve (1.) zu jeder Curve (2.) ist eine gegen- 
seitige. Der Kreuzungspunct der einen hat zu Coordinaten die reciproken 
Werthe der Coordinaten eines Punctes der andern. Sind daher irgend zwei 
Puncte der Curve (1.) gegeben, so erhalten wir zwei Curven (2.); diese 
beiden Curven schneiden sich im Allgemeinen in vier Puncten, und die reci- 
proken Coordinaten- Werthe dieser vier Puncte bestimmen die vier Kreuzungs- 
puncte derjenigen vier Linien zweiter Ordnung, welche, im Allgemeinen, die 
drei Coordinatenlinien berühren und durch die beiden gegebenen Puncte 
gehen. Die hierdurch angezeigte Construction einer Linie zweiter Ordnung, 
die drei gegebene gerade Linien berührt und durch zwei ge- 
gebene Puncte geht, läfst sich, nach bekannten Sätzen, auf elementarem 
Wege ausführen. — 

39. Wenn wir durch die Gleichung: 


1. PF(w,q) = 9 


irgend eine algebraische oder transcendente Curve darstellen, so erhalten wir 
die Gleichung einer zweiten Curve, wenn wir für y und œ ihre reciproken 
Werthe nehmen: N 
1 1 
2. (ÈS S27 Fu) = 0. 
Die Beziehung der beiden Gleichungen zu einander ist eine gegenseitige. 
Im Allgemeinen ist, wenn die eine derselben algebraisch und von irgend 
einem mten Grade ist, die andere vom 2mten Grade. Beide Curven sind 
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durch gleichviele Puncte bestimmt. Wenn eine derselben gegeben ist, so 
kónnen wir so viele Puncte der andern construiren, als wir wollen. Wenn 
(1.) irgend eine gerade Linie darstellt, so stellt (2.) eine durch die drei 
Coordinatenpuncte gehende Linie zweiter Ordnung,dar. Wenn daher, aufser 
diesen drei Coordinatenpuncten, noch irgend zwei Puncte dieser Linie ge- 
geben sind, so kónnen wir zwei Puncte jener geraden Linie und dann 
wiederum so viele Puncte der Linie zweiter Ordnung construiren, als wir 
wollen (Nr. 7.). Wenn (1.) eine durch einen Coordinatenpunct gehende ge- 
rade Linie darstellt, so stellt (2.) eine zweite solche gerade Linie dar. Wenn 
(1.) eine durch zwei Coordinatenpuncte gehende Linie zweiter Ordnung dar- 
stellt, so stellt (2.) ebenfalls eine solche Linie zweiter Ordnung dar, und 
diese beiden Linien kónnen auch identisch dieselben sein. 

Durch drei Tangenten und einen der beiden Brennpuncte ist eine 
Linie zweiter Ordnung vollkommen bestimmt. Läfst man diese Linie sich so 
ändern, dafs der eine Brennpunct die Curve (1.) beschreibt, so beschreibt 
der andere Brennpunct die Curve (2.) (Nr. 8.). In dem Falle der Parabel 
liegt ein Brennpunct unendlich weit; wir kónnen also für (1.) nach der 
11ten Nummer folgende Gleichung nehmen: 


sina! sine 

sin a!’ "y sina" — 1; 
und erhalten alsdann für (2.): 

sine’ sine 


Beat: 


a —— 

sin a" sin a" 
eine Gleichung, in der wir ohne Mühe die Gleichung des, um das Coordinaten- 
Dreieck beschriebenen Kreises erkennen. 


Theorie der Reciprocität.*) 
36. Die Theorie der Reciprocitét**) ist unstreitig eine der schönsten 
und bedeutendsten Erweiterungen der Geometrie in neuester Zeit. In die 
Ehre ihrer ersten Erfindung theilen sich die H. H. Gergonne und Poncelet. 


*) Um kein neues Wort einzuführen, werde ich diesen Ausdruck als die Ueber- 
tragung des Poncelet’schen „theorie des polaires réciproques“ gebrauchen. 

**) Aus der im Texte entwickelten analytischen Theorie der Reciprocität springt 
sogleich in die Augen, dafs sich jeder Satz, der sich auf gerade Linien bezieht, und 
zur „geometrie de situation‘ gehört, unmittelbar auf alle solche algebraische oder trans- 
cendente Curven, deren Gleichungen, bezogen auf irgend ein Coordinatensystem, in 
Beziehung auf zwei ihrer Constanten linear sind, übertragen und also unendlich 
vervielfältigen läfst. Da unsere Entwicklungen auf der Variation der Constanten be- 
ruhen, so erscheint, wie ich schon anderswo angedeutet habe, wenn wir noch einen 
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Ich meinerseits bin später auf einem sehr verschiedenen, rein analytischen 
Wege und ohne eine conique directrice zu Hilfe zu nehmen, zu demselben 
Ziele gekommen, und habe, was immer der unschätzbare Vortheil der 
analytischen Methode ist, gleich von Anfang an der Sache eine viel allge- 
meinere Seite abgewonnen. Eine Entwicklung der analytischen Theorie der 
Reciprocitat habe ich bereits im August 1828 an den verdienstvollen Redacteur 
der Annalen nach Montpellier eingesandt: ich kann hier nur ein paar An- 
deutungen geben, die in speciellerer Beziehung zu dem neuen Coordinaten- 
systeme stehen. | 

37. Es sei: 

by+ag = 1 | 
die Gleichung irgend einer geraden Linie. Wir wollen den leicht zu con- 
struirenden Punct (y — b, gm = a) den Pol dieser Linie nennen. Es sei ferner 
(w', g') irgend ein Punct der geraden Linie; alsdann stellt: 
| Wy+pp = 1 
irgend eine gerade Linie dar, die durch den Punct (b, a) geht und deren 
Pol, der obigen Definition gemafs, der Punct (w', g’) ist. Also: 

Der geometrische Ort für die Pole aller geraden Linien, 
die durch einen gegebenen Punct gehen, ist eine gerade Linie, 
deren Pol jener Punct ist. 

Auf diesen Satz läfst sich unmittelbar die ganze Theorie der polaires 
réciproques gründen. Wir verweilen nicht hierbei, weil, aufser der Definition 
und der Construction des Poles, hier Alles gerade so sich verhält, wie bei 
dem gewóhnlichen Coordinatensysteme, und wollen nur ein Beispiel von der 
Verallgemeinerung dieser Theorie geben. 

38. Es sei: 


1 4% =1 


die Gleichung irgend einer geraden Linie. Wir wollen den Punct (v — b, 
q =a) den Pol der geraden Linie nennen. Es sei ferner: 

B.A 

eg 
die Gleichung irgend einer, durch die drei Coordinatenpuncte gehenden, Linie 
zweiter Ordnung. Wir wollen den Punct (y — B, g=A) den Pol dieser 
Linie zweiter Ordnung nennen. Bezeichnet nun (y’, q') irgend einen Punct 


Schritt weiter gehen, die Reciprocität insbesondere auch mit der Theorie der Abwickelung 
(théorie des développées et développantes) unter einem allgemeinen Gesichtspuncte. 


4* 
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der geraden Linie (1.), so stellt 
ie AAA | 
vg 


eine Linie zweiter Ordnung dar, die durch den Punct (b, a), d..h. durch den 
Pol von (1.) geht, und deren Pol, gegenseitig, der auf (1.) liegende Punct 
(w', g') ist. Also: 

Der geometrische Ort für die Pole aller Linien zweiter 
Ordnung, die aufser durch die drei Coordinatenpuncte, noch 
durch einen vierten festen Punct gehen, ist eine gerade Linie, 
deren Pol dieser vierte feste Punct ist, und, gegenseitig, der 
geometrische Ort für die Pole aller geraden Linien, die durch 
denselben festen Punct gehen, ist eine Linie zweiter Ordnung, 
deren Pol dieser feste Punct ist. 

Die Pole der Seiten eines gegebenen Sechsecks z. B. bestimmen ein 
neues Sechseck, dessen Seiten Bogen von Linien zweiter Ordnung sind, und 
die Winkelpuncte des gegebenen Sechsecks zu Polen haben. Wenn sich eine 
Linie zweiter Ordnung in das gegebene Sechseck beschreiben läfst, so 
schneiden sich diejenigen Linien zweiter Ordnung, deren Bogen die gegen- 
überliegenden Seiten des zweiten Sechsecks sind, in solchen drei Puncten, 
die mit den drei Coordinatenpuncten auf derselben Linie zweiter Ordnung 
liegen. Wenn sich um das gegebene Sechseck eine Linie zweiter Ordnung 
beschreiben läfst, so schneiden sich diejenigen drei Linien zweiter Ordnung, 
welche durch die drei Coordinatenpuncte und die drei Paare von gegen- 
überliegenden Winkelpuncten des zweiten Sechsecks gehen, in demselben 
Puncte u. s. w. 

39. Von der Vervielfältigung bekannter Sätze, worin eigentlich die 
Theorie der Reciprocität besteht, wollen wir ein einziges Beispiel geben: 
Wenn die gegenüberliegenden Winkelpuncte zweier Dreiecke auf drei, durch 
denselben Punct gehenden geraden Linien liegen, so schneiden sich, wie be- 
kannt, die gegenüberliegenden Seiten der beiden Dreiecke in solchen drei 
Puncten, die in gerader Linie liegen. Diesem Satze entspricht, nach der 
vorigen Nummer, folgender: 

Drei Linien zweiter Ordnung, welche durch irgend drei 
feste (Coordinaten-)Puncte gehen, schneiden sich, paarweise 
senommen, noch in drei Puncten: legt man durch jeden dieser 
Durchschnitte, durch die drei Coordinatenpuncte und irgend 


AT 
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einen vierten festen Punct drei neue Linien derselben Ordnung, 
so schneiden diese die drei gegebenen, aufser in den drei 
Coordinatenpuncten, noch in drei Puncten, und diese sechs 
Puncte liegen auf einer und derselben Linie zweiter Ordnung. 


40. Wenn irgend eine Curve gegeben ist, so giebt es eine zweite 
Curve, welche alle durch drei feste Puncte (Coordinatenpuncte) gehende 
Linien zweiter Ordnung, deren Pole auf der ersten Curve liegen, umhüllt, 
und deren Puncte wiederum die Pole der Tangenten der zweiten Curve sind. 
Der Grad der ersten Curve zeigt an, wie viele Linien zweiter Ordnung sich 
im Allgemeinen, durch die drei Coordinatenpuncte und einen vierten belie- 
bigen Punct legen lassen, die die zweite Curve berühren; die Zahl der Durch- 
schnittspuncte der zweiten Curve mit einer durch die drei Coordinatenpuncte 
gehenden Linie zweiter Ordnung zeigt an, wie viele Tangenten sich im All- 
gemeinen an die erste Curve legen lassen. 


Wenn die Gleichung der ersten Curve gegeben ist, so kónnen wir 
leicht die Gleichung der zweiten Curve finden; und umgekehrt. Wenn etwa 
eine zweite Curve durch die Gleichung: 


3. y = F(p) | 
gegeben ist, so erhalten wir die ihr zugehörige erste Curve, wenn wir 
zwischen der vorstehenden Gleichung (3.) und der Gleichung: 


und den beiden Differential-Gleichungen derselben: 


dw — !/ dy _ B—w 
ver UU UB depen AE, 


? 


y, und E eliminiren und in der resultirenden Gleichung v und q für B und 


A schreiben. 
Wenn insbesondere die Gleichung (3.) eine gerade Linie darstellt, und 
demnach folgende Form hat: 
by+ap = 1, 
so erhalten wir für die gesuchte Curve eine Linie zweiter Ordnung. Hier- 
aus ist, nach den Bemerkungen zu Anfang dieser Nummer, ersichtlich, dafs 


durch vier Puncte sich im Allgemeinen zwei Linien zweiter Ordnung legen 
lassen. Zugleich ergiebt sich dafs, da zwei Linien zweiter Ordnung sich 
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im Allgemeinen in vier Puncten schneiden, es eben so viel Linien zweiter 
Ordnung giebt, die durch drei gegebene Puncte gehen und zwei gegebene 
gerade Linien berühren. Wir müssen hier aus Mangel an Raum abbrechen. 


Coordinaten-Verwandlung. 

41. Die Verwandlung der Coordinaten hat in dem neuen Systeme 
eine viel grófsere Ausdehnung, als in dem gewöhnlichen Systeme. Da wir 
aber von derselben in diesem Aufsatze keinen Gebrauch machen, so be- 
schränken wir uns auch hier nur auf einige Andeutungen. 

Die Gleichung einer geraden Linie, bezogen auf irgend drei Coor- 
dinatenpuncte, ist, in Beziehung auf y und q, vom ersten Grade und bleibt 
es, wie wir auch die drei Coordinatenpuncte anders annehmen mögen. Hier- 
nach ist, wenn wir die Coordinaten irgend eines Punctes in dem einem 
Systeme y und q, und die Coordinaten desselben Punctes in dem andern 
Systeme 7 und 4» nennen: | 

1. FP = a+by-+egq, 

2. d — d+ew- fq. 
a, b, c, d, e und f sind Constante, die nach der bekannten Methode be- 
stimmt werden müssen. Wir wollen Beispielsweise den speciellen Fall 
nehmen, dafs sich blofs (Fig. 5.) die eine Coordinatenlinie O"O' um den 
Punct O" bis O0”@2' dreht, und den Winkel 00"2' durch y’ bezeichnen, — 
während wir den Winkel OO"O' wie gewöhnlich y nennen. Bei dieser An- 
nahme ist offenbar 

Oe lee he 

so dafs: d=e=0, f=1. Da für den Punct O" zugleich ¥, y und @ ver- 
schwindet, so ist auch a — 0. Dividiren wir die Gleichung (1.) durch ®=gq, 
so kommt also 


SU kag pe 
Für O"O' erhalten wir folgende Gleichungen: 
JM Yu sin(y—y") Kan 0 
D 7 Bin» organ 


und für O".O' folgende Gleichungen: 


un 0 Y sin(y—») . 
Qr Voc aine od 
und mithin ergeben sich zur Bestimmung der Coéfficienten b und c aus (4) 


folgende beiden Gleichungen: 
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sin(y—7") 
———————— = ¢, 
siny 
open BID (702^) 
0= b EDU +e. 


Hiernach erhalten wir: 
ne T pi. gy 
siny  ? siny ? 
und endlich: 
9. Fsiny = ysiny 4-gsin (y — y). 
Allgemeinere Coordinaten-Bestimmung. 

42. Wir haben in dem Bisherigen nur drei gerade Linien als Co- 
ordinatenlinien genommen. Wir kónnen deren .aber auch beliebig viele 
nehmen. Die Abstände irgend eines Punctes von solchen festen Coordinaten- 
linien wollen wir durch p, q, r, s, &.. . bezeichnen. Alsdann stellt die 
Gleichung: 

Pa qr s oL rca 
irgend eine Curve dar, deren Ordnung durch den Grad dieser Gleichung an- 
gezeigt wird. Zwischen irgend dreien der verschiedenen Abstände findet 
eine lineare Beziehung Statt, und einen vierten Abstand kónnen wir hiernach 
auch ohne constantes Glied durch drei gegebene auf lineare Weise aus- 
drücken, so dafs also, wenn wir durch a, b, c, a’, b', c', u. s. w. Constante 
bezeichnen, die von der gegenseitigen Lage der Coordinatenlinien abhängen: 
ap+bq+er 
a'p 4- b'q 4- er 


I 


E 
t 


I 


Wir wollen, wie bisher, auch in dem Folgenden annehmen, die Gleichung 
(1.) sei in Beziehung auf die verschiedenen Abstände p, q, r, s, £ . . , 
homogen. 

43. Wir wollen, der Kürze halber, irgend eine homogene Function 
des mten Grades von p, q, r, s, &, . . . durch U bezeichnen. Alsdann ist 
nach dem bekannten Theorem über die homogenen Functionen: 

dU dU 
1. aba ng en A amu ves Mm; 
Der erste Theil dieser Gleichung, gleich Null D 
aU. | dU | dU, a t 


ist also die Gleichung der Curve sd die auch durch U — 0 dargestellt 
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wird. Beziehen wir aber in dieser letzten Gleichung die partiellen Diffe- 
rential- Coéfficienten auf einen gegebenen Punct der Curve, für welchen 
pp,q-—q,r-r,s-s,t-l us. w., und betrachten mithin dieselben 
als constant, so stellt die letzte Gleichung, die wir der Kürze halber, bei 
dieser Voraussetzung, folgendergestalt schreiben wollen: 


SU gu ARTE 


eine gerade Linie dar. Diese Gleichung geht durch den gegebenen Punct 
der Curve, denn die letzte Gleichung wird nach dem oben erwáhnten Theorem 


befriedigt, wenn wir p — p', q—4' .. setzen. Noch mehr, differentiiren wir 
die Gleichung (3.) und die Gleichung der gegebenen Curve, so ergiebt sich: 
dV dU, 


wenn wir nach der Differentiation für die veränderlichen Grófsen die be- 
sondern Werthe, p', q', 7, s', t', ... substituiren. Die durch die Glei- 
chung (39. dargestellte gerade Linie ist also eine Tangente der 
Curve in dem gegebenen Puncte. 

Beschränken wir uns auf drei Coordinatenlinien, wie in dem Frühern, 
so erhalten wir hiernach für die Tangente in irgend einem gegebenen Puncte 


folgende Gleichung: 
dU dU dU 


rep hi ee oe — 0, 
wobei wir nach der Differentiation in den partiellen Differential-Coéfficienten 
für p, q und r diejenigen Werthe substituiren müssen, die sich auf den ge- 
gebenen Berührungspunct beziehen. Hiernach erhalten wir z. B., wenn die 
Gleichung der Curve vom zweiten Grade ist, sogleich die allgemeine Glei- 
chung der 17ten Nummer. 


44. Wir kónnen weiter gehen. Es führt uns das Theorem über die 
homogenen Functionen nicht nur zu der eben entwickelten, gewifs sehr zier- 
lichen Tangenten- Methode, sondern auch zu der Theorie des Contactes 
hóherer Ordnung. Wir haben nehmlich nach diesem Theorem auch: 


QUU SL U*EU d'U , d’U d'U d'U , 
dp* DAS do dy d dq* quie dug RS dqdr IE d d 


d’U 
a od = m(m—1) U. 


Der erste Theil dieser Gleichung, gleich Null gesetzt, ist also die Glei- 


Se a 
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chung der gegebenen Curve. Beziehen wir die partiellen Differential- Coéf- 
ficienten wiederum auf einen gegebenen Punct, dessen Coordinaten p', q', r’, 
s', #,... sind, und betrachten mithin dieselben als constant, so stellt, wenn 
wir, bei dieser Voraussetzung, den ersten Theil der letzten Gleichung durch 
W bezeichnen, die Gleichung: 

AW: 0 
eine Linie zweiter Ordnung dar, die aus denselben Gründen, als in der 
vorigen Nummer die Tangente, durch den gegebenen Punct geht. Da auch 
diese Gleichung homogen und überdies vom zweiten Grade ist, so erhalten 
wir für die Gleichung der Tangente an die bezügliche Curve: 
pt at tt =D, 
wobei wir die partiellen Differential- Coéfficienten auf den Berührungspunct 
beziehen. Diese Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung (2.). Da 


nemlich auch in eine homogene Function und vom (m—1)ten Grade ist, so 


kommt: 
aU d'U d*U d’U hose dU 
dp Pt pag + par T dpds 070 = MD 
n 
Der erste Theil dieser Gleichung ist aber nichts Anderes als (^s , so 
dafs also: 
dW P dU 
populi pas 
Auf ganz analoge Weise ist auch: 
dW dU 
== ( — Uer 
dy 2 (m—1) dq? 
dw dU 
n Une Ua es 


Die gegebene Curve hat also mit der durch die Gleichung (4.) dargestellten 
Linie zweiter Ordnung in dem gemeinschaftlichen Puncte eine gemeinschaft- 
liche Tangente. 

Wenn wir die Gleichung (4.) und die Gleichung der gegebenen Curve 
zweimal differentiiren, so kommt offenbar: 

aw = 2d'U, 
wenn wir nach der Differentiation für die veränderlichen Grófsen die Coor- 
dinaten des Berührungspunctes substituiren. Die durch die Gleichung (4.) 
Crelle's Journal d. M. V. Bd. 1. Hft. 9 
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dargestellte Linie zweiter Ordnung hat also mit der gegebenen Curve in 
dem auf derselben gegebenen Punct einen Contact zweiter Ordnung. 

45. Es ist leicht einzusehen, dafs wir für jeden beliebigen auf der 
gegebenen Curve gegebenen Punct unmittelbar, nicht nur die Gleichung der. 
Tangente, sondern auch die Gleichungen osculirender Curven erhalten. Wenn 
der Grad der gegebenen Curve eine Zahl ist, so kommen wir, indem wir 
den Grad der Osculation immer steigern, endlich zu der Gleichung der ge- 
gebenen Curve selbst; wenn hingegen jener Grad ein Bruch ist, so kommen 
wir auf dem angezeigten Wege zu Gleichungen nach allen Ordnungen oscu- 
lirender Curven. 

Hier würde es uns zu weit führen, wenn wir in ausführliche Ent- 
wicklungen über das neue Coordinatensystem eingehen wollten. Um schliefs- 
lich noch ein Beispiel der Behandlungsweise zu geben, wáhle ich den Beweis 
eines allgemeinen Satzes. X 

Charakteristische Eigenschaft der Curven aller Grade. 

46. Wenn irgend eine Curve des mten Grades und irgend ein Punct 
gegeben sind, so lassen sich, wie bekannt, im Allgemeinen, von dem gege- 
benen Puncte an die gegebene Curve m(m—1) Tangenten legen, und alle 
m(m —1) Berührungspuncte liegen auf einer Curve des (m —1)ten Grades. Diese 
Curve hat man die Polarcurve des gegebenen Punctes in Beziehung 
auf die gegebene Curve genannt (courbe polaire du point par rapport 
à la courbe directrice proposée). *) Wenn wir diese Benennung beibehalten, 
so haben wir folgenden Satz: 

Wenn irgend eine Curve des mten Grades und irgend 
n Puncte, die auch beliebig zusammenfallen kónnen, gegeben 
sind, und wir construiren die Polarcurve des ersten gegebenen 
Punctes in Beziehung auf die gegebene Curve, construiren, in 
Beziehung auf diese zweite Curve, die Polarcurve des zweiten 
gegebenen Punctes, dann, in Beziehung auf diese dritte Curve, 
die Polarcurve des dritten Punctes und so fort, bis wir endlich 
zu einer Polarcurve des zten Punctes, die vom (m—n)ten Grade 
sein wird, gelangen: so ist diese Curve identisch dieselbe, in 
welcher Ordnung wir auch di^ gegebenen Puncte mógen aub due 


ander folgen lassen. 


*) Recherches sur les lois générales qui ségissent les courbes ator Par M. Bo- 
billier. Gerg. Ann. XIX, p. 110. | 
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Die Polarcurve der (m—n)ten Ordnung können wir also auf n 1) 


verschiedene Arten construiren und erhalten zuvor « verschiedene Curven 
der (m—n-+1)ten Ordnung, in Beziehung auf welche die Polarcurven der x 
gegebenen Puncte dieselbe Curve sind. Wenn z.B. m — n4-1, so erhalten 
wir z Linien zweiter Ordnung, in Beziehung auf welche die Polaren der n 
gegebenen Puncte dieselbe gerade Linie sind. 


Um den vorstehenden Satz zu beweisen, wollen wir der Kürze halber 
die Gleichung der gegebenen Curve mten Grades, bezogen auf drei Coordi- 
natenlinien, durch 

Lee" 0 
bezeichnen.  Alsdann ist: 
die allgemeine Gleichung der Tangente, wenn wir die partiellen Differential- 
Coéfficienten auf den Berührungspunct beziehen und p, g und r als veränder- 
lich betrachten. Bezeichnen wir hingegen die Coordinaten irgend eines Punctes 


Paine ty Leh au? anti d ; ' 
durch p', q', r', und betrachten Me ae p. als Functionen (m —1)ten Gra- 


des der veränderlichen Grófsen p, q und r, so erhält man: 


dU dU ava, 


1. Toddlers rd 70% 


für die Polarcurve des Punctes (r', q', p',) in Beziehung auf die gegebene 
Curve. Nehmen wir nach einander für den Punct (r', q', p') die drei Co- 
ordinatenpuncte (r', 0, 0), (0, g', 0) und (0, O, p), so verwandelt sich 
die letzte Gleichung nach einander in folgende drei: 2 
dU dU dU = 
MR dp i an 3 
in die Gleichungen dreier Curven (m—1)ten Grades, der Polarcurven des 
ersten, zweiten und dritten Coordinatenpunctes. Hiernach erhalten wir ferner 
für die Polarcurven des zweiten und ersten Coordinatenpunctes, in Beziehung 
auf die erste und zweite dieser drei Curven, folgende Gleichungen: 
uu T à 
drdg 7), dadr. 
Die ersten Theile dieser beiden Gleichungen sind nach den Grundregeln 
der Differentiation der Gleichungen mit mehreren veränderlichen Gröfsen 
5* 
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identisch dieselben. Hierin liegt der Beweis des obigen Satzes für den Fall, 
dafs » — 2. Indem wir je zwei der drei gegebenen Puncte zusammenstellen, 
erhalten wir also folgende drei Polarcurven (m—2)ter Ordnung: 
2 2 dU 
vi a + c 
Für die drei Polarcurven des dritten, zweiten und ersten Coordinatenpunctes, 
in Beziehung auf die erste, zweite und dritte dieser drei Curven, erhalten 
wir ferner nach dem Vorstehenden sogleich: 
JM igo dU am UU ite 
drdqdp | .?^. drdpdq To" cdg dpars 
Gleichungen des (m—3)ten Grades, die alle drei identisch sind.  Hierin liegt 
der Beweis unseres Satzes für den Fall, dafs » — 3. 

Um weiter zu gehen, wollen wir lieber wieder von der allgemeinen 
Gleichung (1.), die wir, der Kürze halber, U' — O0 schreiben, ausgehen. In 
Beziehung auf die bezügliche Curve erhalten wir alsdann für die Polarcurve 
irgend eines zweiten Punctes (r', gq", p") folgende Gleichung: 

dU' „ dU dU' 
top qudd 
oder, wenn wir en 


c roe ‘ow LAESA: vr. IE, dU fT 
De PP sara + + tn, 


2 
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Diese Gleichung ist symmetrisch in Beziehung auf p', q', r und p", q", r 
Bezeichnen wir dieselbe, der Kürze halber, durch U" — 0, so kommt: 
" n Il 
pt a tar” = 0, 

für die Gleichung der Polarcurve eines dritten Punctes (r", q'', p"). Ent- 
wickeln wir die letzte Gleichung, so kommen wir zu einer Gleichung, die 
in Beziehung auf die Coordinaten der drei Puncte symmetrisch ist; und, wenn 
wir auf diese Weise bis zu » Puncten fortschreiten, so erhalten wir offenbar 
eine Gleichung des (m—n)ten Grades, die in Beziehung auf die Coor- 
dinaten aller » Puncte symmetrisch ist. Hierin liegt der allgemeine 
Beweis unseres Satzes. 

Dieser Satz läfst sich nach der Theorie der Reciprocität verdoppeln 
und dann auch auf den Raum übertragen. 


"nr 
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2. 
Einige stereometrische Sätze, 
mit Bezug auf die Aufgaben Bd. IL Hft. 3. S. 292. No. 66. 


(Vom Herrn Professor Dr. Grunert zu Brandenburg.) 


1; 


E erste der beiden a. a. O. vorgelegten Aufgaben: 
» Wenn beliebige Puncte in einer und derselben Ebene, in 
beliebiger Zahl », zu zweien durch gerade Linien, so ver- 
bunden werden, dafs sich die verbindenden Linien nicht 
schneiden, so soll man finden, auf wie vielerlei Arten diese 
Verbindung móglich sei, ob die Zahl der verbindenden 
Linien verschieden, und welche die grófste, welche die 
kleinste Zahl sei,“ 

gestattet folgende einfache Behandlung. 


2. 

Durch die angegebene Construction erhält man ein Netz von Drei- 
ecken, welches von einem gewissen convexen Polygon eingeschlossen wird. 
Die Zahl der Spitzen dieses Polygons sei — &, die Zahl der innerhalb des- 
selben liegenden Linien = x, die Zahl aller Linien —/, die Anzahl der Drei- 


ecke — d, so erhellet leicht die Richtigkeit folgender Gleichungen: 


2c+k 
ger d= 


Setzt man nun den rechten Winkel — 1, so ist die Summe der Winkel aller 


Dreiecke des Netzes 
_ Sz +h) 
FAP ENG, TNT 


Da aber die Summe der Winkel am Umfange des einschliefsenden Poly- 
gons = 2k—4 ist, und um jeden der #—k innern Puncte vier rechte Winkel 
liegen, so ist obige Summe auch 
= 2k—4--A(n— k) = 4n —2k—4. 
Setzt man diese beiden Werthe einander gleich, so erhält man: 
x = 3(n—1)—2k. 
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Es ist aber offenbar /=x+k, also: M M ART 
1. | = 3(n—1)— k, ee E ee 
und, wie leicht aus dem Obigen folgt: AC 
2. d = 2(n—1)—k 
woraus durch Subtraction: 
3. l—d = n—1, 
d. h. die Differenz zwischen der Anzahl der verbindenden ge- 
raden Linien und der Anzahl der Dreiecke ist immer um Eins 
kleiner als die Anzahl der gegebenen Puncte. 
Die gefundenen Formeln würden übrigens, wie leicht in die ess 
fällt, auch gelten, wenn das einschliefsende Vieleck nicht gerade ein con- 
vexes wäre. 


3. 
grofsten) w- kleinsten 
| und d erhalten also ihre com Werthe, wenn k seinen pu e 


Werth erhält. Offenbar ist aber Min. £ — 3, Max. & =n. Also 
4. Max. (—3(n—2), Min. [= 2» —3, 
5. Max.d=2n—5, | Min.d—»—2. 


4. 
Eliminirt man » aus (1.) und (2.), so erhält man: 
6. 2/—3d — k, 
d. h. die Differenz zwischen der doppelten Anzahl der verbin- 
denden Linien und der dreifachen Anzahl der entstandenen Drei- 
ecke ist immer der Anzahl der Seiten des einschliefsenden Po- 
Iygons gleich. 
5. A 
Ist in einem von lauter Dreiecken eingeschlossenen Polyéder die An- 
zahl der Kanten — K, die Anzahl der Ecken — E, die Anzahl der Seiten- "S 
flächen = F, so láfst sich eine Seitenfläche als einschliefsendes Polygon der 
übrigen betrachten, und man erhält aus (1.) und (2.) für 4 — 3: | 
4. K=3(E-2), F=2(E—2), à 
wobei zu bemerken, dafs man zu dem aus (2.) erhaltenen Ausdrucke für Td 
noch 1 für das als einschliefsendes Polygon betrachtete Dreieck addiren mufs. 
Diese Resultate werden durch den Euler'schen Satz, nach welehem — 


E+F = K+2 


WM i c 
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ist, bestätigt. Sind nemlich die Seitenflächen lauter Dreiecke, so ist offenbar: 
2K 
En 


E+F= +42, E+ =K+2; 


F—-2(E—-2, K=3(E-2), 
wie vorher. 

6. 

Als Maafs eines körperlichen Winkels wollen wir, uns nun näher 
zu der zweiten a. a. O. vorgelegten Aufgabe wendend, das zwischen den 
ihn begränzenden Ebenen enthaltene Segment einer aus seiner Spitze als 
Mittelpunct mit dem Radius = 1 beschriebenen Kugelfläche betrachten, und der 
sphärische Octant soll die Einheit der körperlichen Winkel, der Kreisquadrant 
für denselben Radius die Einheit der ebenen Winkel sein. 

In einem beliebigen Tetraëder bezeichne man die den körperlichen 
Winkeln A, B, C, D gegenüber liegenden Seitenflächen durch a, b, c, d, 
und die von je zwei Seitenflächen eingeschlossenen Flächenwinkel durch die 
beiden diesen Seitenflächen entsprechenden Buchstaben, in Parenthesen ein- 
geschlossen, so hat man nach einem sehr bekannten Satze vom sphärischen 
Dreieck: 


Ar Ben ark POR 
B = (ac)4 (ad) -- (cd) 

C= en 
D = (ab)+(ac)+(be)—2; 


A+ B-- C-- D — 21(ab)-- (ac) - (ad) 4- + (be) + (bd)- (cd)} —8 
folglich, wenn man die Summe der kôrperlichen Winkel durch S, die Summe 
der Flächenwinkel durch = bezeichnet: 
BAS = 228, | 

d. h. in jedem Tetraëder ist die Summe der kórperlichen Winkel 
um 8 kleiner als die doppelte Summe der Flächenwinkel, oder 
gleich der doppelten um vier verminderten Summe der Flächen- 
winkel, Alles in den obigen Maafsen ausgedrückt. 


ei i 
Eine beliebige Pyramide von « Seiten kann immer in «—2 Tetra- 
éder zerlegt werden. Für diese einzelnen Tetraëder ist in leicht zuver- 
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stehenden, den obigen ähnlichen Zeichen: 


S, — 22, —8, 
S, = 2 Z, — 8, 
Berg 


S, FF Pen 8: 
$;4- S; 4- S 4--- S, E 2|2, 4-25 +54, X, 5| -8(a—2). 

Sind nun S, = die Summen der kôrperlichen- und Flächenwinkel der Pyra- 
mide, so ist offenbar: 

Sis S,+8,+8;+----+8,_5, 
und, weil in der Grundfläche «—3 Diagonalen gezogen sind, an deren jeder 
zwei Flachenwinkel der Tetraéder liegen, welche Nebenwinkel von einander, 
und folglich zusammen = 2 sind: | 

a= iE XXE p EOG-2(e—3) 

woraus: 

= 2{2+2(a—3)}—8(a—2), 

9. S = 2Z—4A(a—1), 

d. h. in jeder Pyramide ist die Summe der kórperlichen Winkel 
gleich der doppelten Summe der Fláchenwinkel, weniger der 
vierfachen um Eins verminderten Seitenzahl der Pyramide. 


8. 
Ein beliebiges Polyéder werde von a Dreiecken, b Vierecken, c Fünf- 
ecken, d Sechsecken, u. s. f. eingeschlossen. Innerhalb desselben nehme man 
einen beliebigen Punct an, und ziehe von demselben nach allen Ecken ge- 
rade Linien, so wird das Polyéder in a dreiseitige, b vierseitige, c fünfseitige, 
d sechsseitige, u, s. f. Pyramiden zerlegt. Bezeichnet man nun die Winkel- 
summen in allen a dreiseitigen, 5 vierseitigen, c fünfseitigen, d sechsseitigen, 
u. s. f. Pyramiden durch: 
($5), (8), (8), (Bea «os 
UE a (2) 
so ergiebt sich aus dem Bewiesenen leicht: 
(5) = 2(2;)—4.2a, 
(Sj) = 2(22)— 4.35, 
(S) = 2(5)—4.40, 
Unde Ang 


uU 


= 
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(Ss) + (Ss) + (Ss) (55) - 
TX 2 |(23)-- (24) + (Ss) (9) +) — 4 (2a + 3b - 4e 4- 5d F----). 
Sind aber S, = die Winkelsummen des Polyéders, E die Anzahl seiner 
Ecken, folglich auch die Anzahl der von dem innerhalb angenommenen 
Puncte an die Ecken gezogenen geraden Linien, um deren jede 4 rechte 
Winkel liegen; so erhellet leicht, dafs 
S = (S)--(S)-- (S) + (Sg -:--:—8, 
| = = (XEOTGTGWT:ee-—AE. 
Also 
S+8 = 2/2+4E)—4(2a+3b+4c+5d+....), 
S = 22—4{2a+3b+Ac+5d+....—2E +2). 
Nach einer bekannten Folgerung aus dem Euler'schen Satze (Crelle's 
„Lehrbuch der Elemente der Geometrie. IL Berlin 1826. S. 546. 
4.*) ist aber 7 | 
2E = 4A+a+2b+3c+4d+5e+...… 
Also 
2a 4- 3b -F Ac 5d - 4-2 
—a —2b —3ce— Ad —-...—4 
= 2ZX— A(a+b+c+d+....—2), 
Die Anzahl der Seitenflächen, welche wir durch F bezeichnen wollen, ist 
aber offenbar — a+b+ce+d+...., und folglich: 
| 10. S = 23-1(F—2), 
d. h. in jedem Polyéder ist die Summe der kórperlichen Winkel 
gleich der doppelten Summe der Flächenwinkel, weniger der 
vierfachen um 2 verminderten Anzahl der Seitenfláchen. 
Für die «seilige Pyramide ist F — «-- 1, woraus S = 22—4(a—1), 
ganz wie oben (7.). 
Man kann die Gleichung auch so schreiben: 
11. 22-8 = A(F—2), 
und es ist folglich, da immer F — 2 ist, in jedem Polyéder: 
12.149028 > Sy X ue BS. 
Auch erhellet aus (11.4 dafs 227— S immer eine durch 4 theilbare ganze 
Zahl ist. 


S = 23-4 


9. 
Nach dem Euler'schen Satze ist F—2 — K— E. Also auch 
13. 2>—S = A(K— E), 
Crelle's Journal d. M. V. Bd. 1. Hft. 6 
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so dafs also in jedem Polyéder der Unterschied zwischen der 
doppelten Summe der Flächenwinkel und einfachen Summe der 
kórperlichen Winkel dem vierfachen Unterschiede der Kanten 


und Ecken gleich ist. 


Ist das Polyéder von lauter « Ecken eingeschlossen, so ist K=%, 
woraus mittelst des Euler'schen Satzes sich leicht ergiebt: 
14. gy o e cn M Suo tur ee 

a—2 a—2 MC 

Also für « — 3, d.h. für Körper, welche von lauter Dreiecken begränzt sind: 


15. S = 2z—8(E —9). 


10. 
Ist das Polyéder regular, so sei jeder Kórperwinkel = W, jeder Flüchen- 
winkel = w, so ist offenbar. S — EW, Z — Kw. Folglich nach (13.): 
16. 2Kw—EW —A(K—E)-—A(F—2). 
Also für das reguláre Tetraeder: 
17. 1250 AW —«8, 3v —W —2. 
Für das Octaéder: 
18. 24w-—6W —24, 4w—W — 4. 
Für das Icosaëder: 
19. 60w—12W=72, 5v —W = 6. 
Für das Hexaéder: | 
20. 245-8W—16, 3w—W = 2. 
Für das Dodecaëder: 
21. 60) —20W —40, 3w —W — 2. 
Das Tetraëder, Hexaëder und Dodecaeder haben also die ge- 
meinschaftliche Eigenschaft, dafs 3: — W —2, 8w=W+2, d.h. 
dafs der dreifache Flächenwinkel dem um zwei vergrófserten 
kórperlichen Winkel gleich ist. 


11. 
Bezeichnet & die Summe aller ebenen Winkel der Seitenflächen des 
Polyéders, so ist (Crelle a. a. ©. II. S. 679): 
& -4(E—2), E=16+2, 
woraus sich mittelst (13.) leicht ergiebt: 
22. 224+6—S=4(K--2); 
folglich ist z. B. im Tetraéder, wo K = 6 ist: 
2=+6—S = 16. 
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Ist das Polyéder von lauter « Ecken eingeschlossen, so ist S= (2« — 4) F, 
woraus mittelst (10.): 


29. S-224 79 8, 


folglich für von lauter Dreiecken eingeschlossene Kórper: 
S-22+25=8, S—8-—2(Zz—6G). 
12. 

Erweitert man die Seitenflächen des Polyëders über die Ecken hinaus, 
so enisteht an jeder Ecke ein kórperlicher Winkel, welcher als Scheitel- 
 winkel dem entsprechenden innern Kórperwinkel gleich ist. Jeder aufserhalb 
entstehende. Kórperwinkel hat eben so einen ihm gleichen Scheitelwinkel. 
Setzen wir die Summe der äufsern Kórperwinkel = S', so ist offenbar 2S'+ 
2S = 8E, S'4- S — AE; folglich nach (10.): 

AE —S' = 2z—A(F— 2), 
woraus leicht folgt: 
24. S'-22-—A(E-F)—8-AK, 
d. h. in jedem Polyéder ist die Summe der äufsern Kórperwinkel 
nebst der doppelten Summe der Flächenwinkel der vierfachen 
Anzahl der Kanten gleich, und also auch S’+2= immer eine 
durch 4 theilbare ganze Zahl. 
13. 
Von diesen Sätzen läfst sich auf die zweite a. a. O. vorgelegte Aufgabe: 
„Beliebige Puncte im Raume, in beliebiger Zahl 2, werden 
zu zweien durch geraden Linien, und zu dreien durch Ebe- 
nen immer so verbunden werden kónnen, dafs sich die ver- 
bindenden Linien und Ebenen nicht schneiden. Es fragtsich, 
auf wie vielerlei Arten diese Verbindung móglich sei, ob 
die Zahl der verbindenden Linien und Ebenen verschieden, 
und welche die grófste, und welche die kleinste Zahl sei,“ 
folgende Anwendung machen. 
14. 

Durch die angegebene Construction wird immer ein in mehrere Te- 
traëder zerlegtes convexes Polyëder erhalten. Die Anzahl seiner Ecken sei 
=k, die Anzahl der verbindenden Linien — /, die Anzahl der verbindenden 
Dreiecke = d, die Anzahl aller Tetraéder = ¢. Die Anzahl der auf der äufsern 
Oberfläche des Polyéders liegenden Linien und Dreiecke sei=a und — y, 

6* 
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die Anzahl der innern Linien und Dreiecke aber = z' und — y', so ist offenbar 
cx —l y+y —d. 
Da ferner jedes Tetraëder vier Dreiecke zu Seitenflächen hat, so erhellet 
leicht die Richtigkeit folgender Gleichung: 
4t — y ad da 
3 
Auch ist nach (7.) 
æ=3hk—6, y —2k—4. 
Folglich 
At—2k--4 —3y', 2—k4+2 =y' =d—2k+4, 
. 25. d—2t=k-2. 
Ferner ist in den einzelnen Tetraédern, wenn man sich einer ähnlichen Be- 
zeichnung wie oben (8.) bedient: 


Sas Bates. 
S, = 2 =, —8, 
S; = 22; —8, 
S. = 22.0: 


S, S, FS reed S, "i 2124-2, deer XXj-—8t. 
Da nun #—k Puncte innerhalb des Polyéders liegen, und die Summe der 
kórperlichen Winkel an jedem dieser innern Puncte — 8 ist, so erhellt so- 
gleich, dafs, wenn S, = die Summen der Kórper- und Flächenwinkel des 
Polyéders sind: 
S,+S,+8,+--+8 = S+8(n—h), 
und eben so leicht, dafs 
Ste pestis + =, = = +47 

= 2+4(l—2) = [+4 (/—3k+4+ 6) 

ist. Folglich hat man: 
S+8(n—k) = 2F+8(1—-3k+6)—8t. 
Da aber die Anzahl der Seiïtenflächen = y = 2& —4 ist, so ist nach (10.) 
S = 2z—A(2k— 6), 

welches, für S in obige Gleichung gesetzt, nach einigen leichten Reduc- 
tionen giebt: 

26. (—t = n+k-3. 
Eliminirt man é aus (25.) und (26.), so erhält man 

27. 2l—d = 2n-- k—4, 
und, wenn man aus derselben Gleichung, oder auch aus den beiden letzten, 
k eliminirt: 
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28. I+t—-d = n—1, 
d. h. die Summe aller verbindenden Linien und Tetraëder we- 
niger der Anzahl der Dreiecke ist immer um Eins kleiner als 
die Anzahl der gegebenen Puncte. 
15. 

Mittelst vorhergehender Analysis ergeben sich also nur zwei Glei- 
chungen, [(25.) und (26.)], zwischen den drei Gröfsen /, d, t; und diese 
Grófsen können folglich blofs durch » und # nicht bestimmt werden, vielmehr 
mufs immer noch eine dieser drei Grófsen gegeben sein, wenn man die beiden 
andern finden soll. Da hier offenbar Min k=4, Max k=n ist, so ergiebt 
sich aus den gefundenen Gleichungen leicht: 

29. Max (d—2f)= n—2, Min (d—2t)=2, 

30. Max (/[—t) —2n—3, Min (Il—ft) =n+1, 

91. Max (2/—d) = 3n—4, Min (2/—d) = 2n, 
grófsten 


1 Werthe dieser Differenzen treten ein, wenn die 
kleinsten 


und die 


grófsten 


kleinsten Tee. 


Anzahl der Ecken des einschliefsenden Poly&ders am | 


Auch folgt hieraus leicht: 
‘ Max (d—2f) — Min (d— 2f) 
32. (= Max  (i—t)—Min (/—6)\ = n—4, 
= Max (2/—d)— Min dud 
so dafs. also die Unterschiede zwischen diesen Maximis und 
Minimis alle einander gleich, nemlich alle=n—4 sind. 
Eben so construirt man mittelst der gefundenen Formeln leicht fol- 
gende Tafel. 


D i 


2 (t4- 1) 2t--n—2 
l t+n-+1 t+2n—3 
d 2| — 3n-4- 4 2 (I—n) 
: t I—2n+3 l—n—1 
[ 3(d—n+2) 2 (d—2) 
i || 4(d+2n) | 4(d+3n—4) 
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16. 
Die Zahl der Puncte, in welchen 3, 4, 5, 6, u.s. f. verbindende 
Linien zusammenstofsen, sei a,, b,, c,, d,, u. s. w., so erhellet leicht, dafs 


33. 1— reu ML Ne 


ist, woraus sich mittelst (26.) und (25.) leicht ergiebt: 


2b 3 Ad EE: 
Sepa huit Cent cU e 


35. d a+ 2b,-- 3ej4- Adi +. — k +4, 
so dafs also immer sowohl S3a;+4b,+5c+6d,+...., als auch 
a,+2b,;+-3¢,4 4d,+---- eine gerade Zahl, und die Anzahl der Drei- 
ecke gerade oder ungerade ist, je nachdem die Anzahl der Ecken 


des einschliefsenden Polyéders gerade oder ungerade ist. 
Da 

| = a,+26,+ 2¢,+ 9d d- 9e + 

ist, so ist auch immer a<+c+e+g+..., d. i. die Gesammtzahl 


aller der Puncte, in welchen verbindende Linien in ungerader 
Anzahl zusammenstofsen, eine gerade Zahl. 


a TT ei Aa 
2 


17. | 
Bezeichnet man ferner durch a’, b', c', d', u. s. w. die Zahl der Ver- 
bindungslinien, in denen 2, 3, 4, 5, u. s. w. Dreiecks- Ebenen zusammen- 
stofsen, so erhellet leicht, dafs 
! [9H ! fel arte 
der alle) BR. 


9 


also immer 2a+3b'+4c'+5d'+.... eine durch 3 theilbare Zahl ist. 


18. 
Da 


| 


2l Sa+ 4b,+ 5c+ 6d,+-, 
od = 2a+ 3b'+ Ac+ 5d+:..., 
6/ = 9a,+12b,+15c,+18d,+:..., 
ist, so erhält man nach (27.): 
9a,+12b,+15c,+18d,+.... 
2a'+ 3b'--Ac'4- 5d'+....+6n +3k—12 
3a,+ 66,4 9c,2-12d,4-- ---4- 6 (a+ b ect dr) 
= 3a,+ 66,4 9e,412d,+ - --- 4- 6n. 


I 
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Folglich ist immer 
37. FL Sora ns art 
— (2a' 4- 3b 4- Ac 4- 5d +...) 
eine durch 3 theilbare Zahl. 
19. 
Da offenbar 
! a+ B+ e+ due, 
6] = 6a'4- 60'4- 6c 4- 6d'+.----, 
od = 2a'--3b'-- Ac -- 5d 4- -.-- 


| 


ist, so ist 
6/[—3d = Ad+ 3b'+ 2c'+ d'—f—29'—3h'—.-.-- 
= 6n+3k—12 [M v. (27.)]; 
folglich immer 
38. 4a'+3b'+2c'+d'= 6n4+ 3k —12 +f+2g'+3h+.... 

oder auch: | 

39. f+2g'+38h+A4i+.... = 4a'+ 30 +2c+d'—-6n—3k+12, 

20. 
Aus dem Vorhergehenden hat man: 


2 4 TID 
l= S(a+b+c+d+....)+ by + ENS Car Dd 


9 


d = 2(a'+b'+ c-r d 4 -)4- FER 
folglich 
bi 20 maid, 
= 3ntd, =2i+0. 
Also 


21— 9n--24, d-—n-- 244-0; 
21—d = 2n-- $4— 0 = 2n-- k—4 [S. (27.)]; 
40. 44-0 =k—4, 44—30 — 3(k— 4). 
Also ist 44—30 immer eine durch 3 theilbare Zahl, die, von x 
völlig unabhängig, blofs durch & bestimmt wird. 
41. Min (44—30)=0, Max (44—30) — 3(n—4). 
Im Tetraëder ist 5 — 4; also im Tetraëder immer 44= 39, oder 
2(b,+ 2c,4- 3d,+ 4e 4- ++++) = 54-264 3d'+ Ae +: 
Ueberhaupt ist immer 
2 (b;+ 2c,4- 3d,+ Ae: )—(b’+ 2c+ 3d 4- Ae +...) = 3(k—4), 
42. 2b,—b'+ 2(2c,—c')+ 3(d,— d^) --A (2ei-- €) - ---- — 3(k—4) 
auch immer eine durch 3 theilbare Zahl. 
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21. 
Mittelst (25.), (26.), (27.), (40.) erhält man ohne Schwierigkeit: 


| — 3n+4 = 3n+3(}k—1)+ 19, 
49. id—m—k-4-44-24 — n--2(1k—1)4- 30, 
é=n—k+3+4= 1n —1k4- 39. 


22. | 
Zwischen den drei Gröfsen /, d, t haben wir die beiden Gleichungen: 


d—2i—2n—k-4, t=I-n-k+3 (27. 26.), 


wodurch also diese Grófsen nicht völlig bestimmt werden. Übrigens fällt 
leicht in die Augen, dafs die Lage der gegebenen Puncte im Raume so un- 
endlich verschieden sein kann, dafs auch diese Grófsen unendlich viele 
Werthe haben kónnen. Die eine derselben mufs gegeben sein, wenn die 
Bestimmung der beiden andern móglich sein soll.  Indessen erhellet aus 


obigen Gleichungen, dafs d, ¢ am (Ern | werden, wenn / am HM 
und zugleich 5 am DEN wird. Es wird aber offenbar / am kleinsten 
grölsten ) 


werden, wenn die gegebenen » Puncte eine solche Lage im Raume haben, 
dafs sie alle in einer Ebene liegen, und wenn sie ferner in dieser Ebene 
so liegen, dafs / ein Minimum in derselben wird. Nimmt man nun hierzu, 
dafs in diesem Falle offenbar £—0 ist, so erhält man nach (4.) und (5.): 


44. Min /=2n—3, Min d—»-—2, Min t=0. 


Setzt man in den obigen Gleichungen für d, ¢ den grófsten Werth von k, — », und 
l= 2n—3, so wird d= 4n—6—2n—n4+4=n—2, t= 2n —3—n—n-F3 — 0, 
wie vorher. 


23. 
Auf der andern Seite erhellet-eben so leicht, dafs x gegebene Puncte 
‘im Raume gewifs immer eine ‚solche Lage gegen einander haben können, 
dafs wenn sie je zwei durch gerade Linien verbunden werden, diese ge- 
raden Linien sich nicht schneiden, wenn sie sich auch gegenseitig durchkreuzen 
können. Die Anzahl dieser Linien ist = 4» (n —1), und grófser kann die An- 
zahl der verbindenden Linien nie werden. 
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O24. 


Es entsteht nun die Frage, ob, wenn 7 Puncte überhaupt zu zweien 
so verbunden sind, dafs die verbindenden Linien sich nicht schneiden, 
diese Puncte dann auch immer zu dreien durch sich nicht schneidende 
Ebenen verbunden werden können. Wir wollen einmal annehmen, dafs 
dies für jede 2—1, durch sich nicht schneidende Linien zu zweien ver- 
bundene Puncte gelte, und man habe nun z Puncte, die ebenfalls durch 
sich nicht schneidende Linien zu zweien verbunden sind. Man denke 
sich einen dieser Puncte 4, also auch alle von demselben ausgehende 
gerade Linien 4B, .4C, AD, AE u. s. w., hinweg, so sind die übrigblei- 
benden z —1 Puncte offenbar noch durch sich nicht schneidende gerade 
Linien zu zweien verbunden, und können folglich nach der Annahme 
auch durch sich nicht schneidende Ebenen zu dreien verbunden werden. 
Nun setze man 4 nebst den Linien 4B, AC, AD, AE, u. s. £. wieder, 
und lasse von jenen Ebenen alle die hinweg, von welchen diese Linien ge- 
schnitten werden, so wird ein Polyéder zurückbleiben, dessen Oberflache 
entweder einen concaven Theil hat, in welchem die Puncte B, C, D, E, 
u. s. f. liegen, oder aus welchem innerhalb gewissermafsen ein Polyéder, 
dessen Ecken dieselben Puncte sind und in dessen innerem Raume der 
Punct 4 liegt, herausgeschnitten ist. Legt man nun durch den Punct 
A und die sich nicht schneidenden Linien, welche die Puncte B, C, D, E, 
u. S. f. verbinden, Ebenen: so werden nun offenbar auch die im Raume 
gegebenen, durch sich nicht sehneidende gerade Linien verbundenen 
“ nPuncte, durch sich nicht schneidende Ebenen zu dreien verbunden sein, 
so dafs also. unser zu beweisender Satz für 7 Puncte gilt, wenn er für 
n—1 Puncte gilt. Für vier Puncte im Raume gilt er aber offenbar im- 
mer, und ist demnach allgemein. Für fünf Puncte 4, B, C, D, E (Taf. I. 
Fig. 6.) sei z. B. die Zahl der sich nicht schneidenden verbindenden 
Linien — 10, so sind die sich nicht schneidenden verbindenden Ebenen 
ABC, ABD, ABR, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE an der Zahl — 9, 
wie es nach unsern Formeln auch sein mufs, da d = 2/7—2n—£-]- 4 — 
2.10—2,5 —5 4-4 — 9. 


25. 


Da nun die möglichst grófste Anzahl von 7 = $n(n— 1) war (23.), 
da diesen sich nicht schneidenden Verbindungslinien immer eine gewisse 


re 
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Anzahl sich nicht schneidender Verbindungs- Ébenen (24.) und dadurch ge- 
bildeter Tetraéder entspricht, und da aus dem Maximo von / und Minimo 
von & das Maximum von d und # resultirt (22.), das Minimum von £ 
aber offenbar — #4 ist, so ist nach (22.): | 

Max d = n(n —1)—2n—&-l- 5, 

Max € = En(n—1)—n—k +3, 
woraus sich leicht ergiebt: | 
45. Max/ = in(n—1) Maxd = n(n—3), Maxt = 3n(n—3)—1. 
Für n—5 z.B. ist Max /— 10, Maxd — 10, Max£ — 4, und man fin- 
det diese Resultate leicht bestätigt, wenn man sich fünf Puncte denkt, 


von denen einer innerhalb des durch die vier andern gebildeten Tetrae- 
ders liegt. | 
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ups Fs 
‘Allgemeine und vollständige Berechnung aller beim 
Gleichgewichte mit Rücksicht auf Zapfenreibung 
vorkommenden Bestimmungsstücke. 
(Von dem Herrn Dr. G. 5. Ohm zu Berlin.) 


Schon vor làngerer Zeit wurde ich durch eine äufsere Veranlassung be- 
wogen, die Probleme der Zapfenreibung in einer grófseren Ausführlich- 
keit zu behandeln, als diefs gewöhnlich zu geschehen pflegt; dadurch 
gelangte ich zu nachstehenden Resultaten, die mir einer offentlichen Mit. 
theilung nicht unwerth schienen. Die Behandlung solcher Aufgaben 
wird eine andere, je nachdem an der zu berechnenden Maschine Zapfen 
und Zapfenlager beide, oder nur die einen von beiden beweglich sind. 
Daher werde ich zunächst den Fall behandeln, wo die Zapfenlager un- 
verrückbar fest angenommen werden, und erst später den andern Fall, 
wo, wie in der losen Rolle, nicht blofs die Zapfen, sondern auch die Za- 
pfenlager als beweglich angesehen werden müssen, noch besonders berück- 
sichtigen.. Jedesmal aber ist zum leichten Überblick des Ganzen erfor- 
derlich, dafs ich in gedrängter Kürze einige allgemeine Eigenthümlich- 
keiten der Reibung der jedesmaligen Untersuchung voran gehen lasse. 
1) Wenn ein beweglicher Körper 4 mit einem ebenen Theile 
seiner Oberfläche auf der ebenen Fläche eines andern Körpers B, den 
wir uns zunächst unbeweglich denken wollen, ruhet, und nun auf den 
beweglichen Körper 4 Kräfte einwirken, die sich auf 2 andere R und S 
zurückführen, von denen die erste R den Körper 4 in senkrechter Rich- 
tung gegen die Ebene, auf der er ruhet, antreibt, die zweite S aber den 
Körper 4 in einer mit der gedachten Ebene parallelen Richtung zu be- 
wegen strebt, so müfste, wenn aufser den genannten Kräften keine an- 
dern zwischen beiden Körpern thätig wären, und die Kraft R in Folge 
des Widerstandes der Ebene, gegen welche sie gerichtet ist, nicht fähig 
wäre, den Körper 4 in Bewegung zu setzen, dieser Körper doch noch ver- 
möge. der Kraft S längs der Ebene, gegen die er angedrückt wird, hin- 
gleiten, und es müfste, um dieses Verschieben des Korpers 4 an dem 
e A 


/ 
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Kérper B zu verhüten, jenem eine der S vollig gleiche und ihr gerade 
entgegengesetzt wirkende Kraft mitgetheilt werden. Die Erfahrung zeigt 
nun zwar, dafs der bewegliche Körper 4 durch eine der S gerade ent- 
gegengesetzte Kraft P in Ruhe erhalten wird, wenn P=3S, zugleich 
aber auch, dafs diese Ruhe nicht jedesmal unterbrochen, wird, sobald 
man die Kraft P kleiner oder grófser als i$ nimmt, sondern nur dann, 
wenn diese Verminderung oder Vermehrung einen gewissen, dem Drucke 
R proportionalen Werth wR übersteigt. Das Gleichgewicht erhält sich 
nemlich in dem Körper 4 so lange, als die Kraft P ihrer Gröfse nach 
nieht über die beiden Grenzen S—uR und $-FuR hinaus fällt. Dabei 
bleibt die Zahl p, stets dieselbe, wie auch die Kräfte Rund S sich ändern 
mügen, wenn nur die an einander geprefsten Ebenen der Korper 4 und 
B ihrer physischen Natur nach fortwährend dieselben bleiben; denn selbst 
die geometrische Form und Gröfse der an einander gedrückten Ebenen 
hat, wenn man von dem aus der Adhäsion der Theile hervorgehenden 
Widerstand absieht, auf den Werth von y keinen Einflufs. Aus dem 
Vorgebrachten erhellet sonach, dafs durch das Aneinanderdrücken zweier 
Körper eine Kraft an der Berührungsstelle beider erzeugt wird, die 
einer relativen Anderung dieser Berührungsstellen in der Richtung der 
Berührungs-Ebene nach allen Seiten hin in dem Maalse, als sie dazu auf- 
gefordert wird, bis zu einer gewissen Stürke sich zu widersetzen im 
Stande ist. Diese den Charakter eines Widerstandes besitzende Kraft 
nennen wir die Reibung, und die von der physischen Natur der an ein- 
ander gedrückten Flächen abhängige Zahl x, wodurch das Maximum 
wR der Reibung angezeigt wird, den Reibungscoéfficienten. Der 
Werth des Reibungscoéfficienten ist für jeden in der Anwendung vor- 
kommenden Fall zunachst aus Beobachtungen abzuleiten; dann aber ist 
diese Zahl p in jeder spätern Rechnung als eine vollig bekannte Zahl 
stets anzusehen. | 


2) Aufgabe 1. Eine horizontale Achse ruht mit ihren beiden 
Zapfen vom Halbmesser e in festen Zapfenlagern, und es wirken, in 
einer senkrecht auf diese Achse gestellten Ebene, Kräfte P, P’, P", v. s, f., 
deren Richtungen mit einer zu dieser Ebene gehürigen Horizontallinie *) 


*) Es fallt in die Augen, dafs statt der Horizontallinie jede andere Linie von unveränderlicher 
Richtung in der Ebene genommen werden kónnte; aber die horizontale oder die verticale führt 


9. Ohm, über Zapfenreibung. 33 


respective die Winkel a, a’, «^, u. s. f. bilden, und deren Entfernungen 
von der Umdrehungs- Achse beziehlich r, r‘, r^, u. s. f. sind; man soll 
die beim Gleichgewicht ohne Mitwirkung der Reibung vorhandenen Um- 
stande angeben. 

Auflösung. Nennt man S den Druck, welchen die beiden Za- 
pfenlager zusammen gerechnet beim Gleichgewichte ohne Reibung zu 
ertragen haben (wobei es bekanntlich gestattet ist, sich diesen Druck 
blofs in der Ebene, worin die Kráfte wirken, auf einen in der Verlän- 
gerung der wirklichen liegenden, aber dort nur gedachten Zapfen vor- 
zustellen), und © den Winkel, welchen die Richtung dieses Druckes mit 
der angezeigten Horizontallinie macht, so geben die bekanntesten Ge- 
setze der Statik für die Auflösung obiger Aufgabe sogleich nachstehende 


Gleichungen: 


Tester Bab Uer cad otl aeo add deli clem Eae 
(4) {Ssin® = Psina + P'sin«’ + P"sinz^"--.... 
S'cos® == Pcosa + P'cos«' +P" cosa’ -.... 


Von den doppelten Zeichen in der ersten Gleichung ist das obere zu 
nehmen, wenn die Kraft, zu welcher es gehórt, die Ebene in demselben 
Sinne als die Kraft P zu drehen strebt; im Gegenfalle ist das untere 
Zeichen zu setzen. Aus der ersten dieser Gleichungen läfst sich eine 
der Grofsen P, P', P^ ...., r, 7, r^, .. .. durch alle übrigen bee 
stimmen, und die zweite und dritte der obigen Gleichungen dienen dann 
dazu, die Grofse des durch die Achse gehenden Druckes $ sowohl, als 
den Winkel Q, unter welchem er gegen die Zapfenlager ausgeübt wird, 
zu bestimmen. Quadrirt und addirt man nemlich die beiden letzten der 
Gleichungen (4), so findet man: 
® = (Psina-- P'sina' + P"sinz" +....)? 
+ (Pcosa + P'cos«' + P" cosa" 4 ....)*; 
dividirt man aber die zweite durch die dritte, so erhált man: 
T /c1 4 MT ot u 
tang? = Pe Paro Pre 
3) Aufgabe 2. Es bleibe alles noch ganz so, wie in der vori- 
gen Aufgabe, nur mit dem Unterschiede, dafs jetzt zu den Kräften P, 
P', P%,...., welche unter sich im Gleichgewichte stehen, noch eine 


immer zu der leichtesten Ausdrucksweise, weshalb eine von diesen beiden in allen hier vorkommen- 
den Aufgaben jedesmal zur Bestimmung der Lage aller übrigen Linien gewählt werden wird. 
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neue Kraft p hinzukommt, welche mit der Horizontallinie den Winkel 5 
macht, und in der Entfernung d von der Umdrehungs- Achse wirkt; 


man soll die Umstände aufsuchen, unter denen die im Maximo auftre- 


tende Reibung der Kraft p das [xisebgewicht halt *). 


Auflösung. Wir denken uns, um diesen Fall an den vorigen 
eng anschliefsen zu können, die in den Entfernungen r, 7, r^, .. .. 
wirkenden Kräfte P, P', P", .... auch jetzt noch als solche, die ohne 
Rücksicht auf Reibung unter sich im Gleichgewichte sich befinden, und 
nennen noch immer S den aus ihnen hervorgehenden Druck, so wie Q 
den Winkel, unter welchem dieser Druck geschieht, so dafs also zwischen 
den'Grofsen P, 2, P^, DM Bp n Tog ras s, Wa P5. UT TRE 
noch immer die vorhin gefundenen Gleichungen (-4.) Statt finden. Dage- 
zen wollen wir hier noch aufserdem durch iS’ den Druck bezeichnen, 
welcher bei dem Gleichgewichte unter Mitwirkung der Reibung im 
Maximo auf die Zapfenlager ausgeübt wird, so wie durch ®’ den Winkel, 
unter welchem es geschieht. Dies vorausgesetzt, so ist aus der Natur 
der Reibung, wie sie oben beschrieben worden ist, leicht zu entnehmen, 
dafs sie nur am Umfange der Zapfen an der Stelle, wo sich der Druck 
S^ äufsert, und in dem Maafse, als sie dazu aufgefordert wird, hervorge- 
rufen, und ih einer Richtung, die senkrecht auf der des Druckes $^ steht, 
thätig werden, dabei aber die Grôfse gu S’ nie übersteigen kann. Es wird 
also alles noch ganz so wie bei der vorigen Aufgabe bleiben, nur mit dem 
Unterschiede, dafs zu den dortigen Kräften jetzt noch die Kraft p, welche 
unter dem Winkel # in der Entfernung d von der Umdrehungs- Achse 
thätig ist, hinzukommt, und noch überdies die Reibung in der Entfer- 
nung des Ziapfenhalbmessers e, deren Richtung senkrecht auf der Richtung 
des Druckes 5S’ steht, und die jedesmal nach der Seite hin strebt, wo- 
durch sie einem durch die Kraft p beabsichtigtem Verschieben der Za- 
pfen auf ihren Lagern gerade entgegenwirkt. Der Winkel, welchen die 
Richtung der Reibung. mit der Horizontallinie macht, ist daher Q'— 90° 


*) Gerade die Allgemeinheit, in welcher obige Aufgabe gestellt ist, bringt in ihre Behandlung 
eine bedeutende Erleichterung. Wollte man aber die Gröfse p wissen, um welche eine der Kräfte 
PLP FRE NEL ff RATE da vermehrt oder vérmindert werden kann, ohne dafs unter dem Zatritte 
der Reibung im Maximo das Gleichgewicht zu bestehen aufhört, so darf man nur-r statt. d. setzen, 

5d c stett'y, wenn die Kraft P um p vermehrt werden soll, nigra He statt 7, wenn die 
Kraft P um ‘p vermindert werden. soll... | 


| 
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oder $'-1-90?, je nachdem die Kraft p eine Ortsveränderung der Zapfen- 
puncte in demselben oder in entgegengesetztem Sinne hervorzurufen strebt, 
in welchem man das Wachser der Winkel festgestellt hat. Um jedoch eine 
daraus entspringende doppelte Betrachtung zu vermeiden, wollen. wir darin 
übereinkommen, dafs gleich von vorn herein alle Winkel e; a, a”, ...., 
® und Q' jederzeit nach der Seite hin gezählt werden, welche der, wo- 
hin die Zapfenpuncte von der Kraft p im Falle einer Bewegung getrie- 
ben werden, entgegengesetzt ist, was sich aus der Lage und Richtung der 
Kraft p in jedem besondern Falle zum Voraus leicht bestimmen läfst, so 
dafs der Winkel, den die Reibung mit der Horizontallinie macht, alle- 
mal Q'-- 90° wird. Beschränken wir uns demnach hier auf den Fall, 
wo die Reibung ihren grófsten Werth g.$/ annimmt *), so erhalten wir 
ganz wie in der vorigen Auflösung zur Bestimmung der Umstände, 
welche das Gleichgewicht unter Mitwirkung der Reibung begleiten, fol- 
gende Gleichungen: 
Om pd u S'e has Er exper DEP i mie 

(B.) (S'sinQ' = psinn + & S' cos Q' + Psinæ + P’sing’+ P"sina" +... 

$' cos Q' = p cos — y S'sin Q' + Pcos a -- P'cosa' + P" cosa +.... 
Was die doppelten Vorzeichen in der ersten dieser Gleichungen betrifft, 
so gilt für sie nicht nur alles das, was schon bei den Gleichungen (4.) 
erwähnt worden ist, sondern es ist hier noch aufserdem zu bemerken, 
dafs von den vor p stehenden doppelten Zeichen das obere oder das un- 
tere genommen werden müsse, je nachdem p die Ebene, worin alle 
Kráfte. liegen, in demselben oder in entgegengesetztem Sinne zu drehen 
bemüht ist, als die Kraft P, und dafs von den zu dem Gliede y S'e ge- 
hórigen Vorzeichen stets das entgegengesetzte von dem zu nehmen ist, 
welches vor p gesetzt wird. 


Mit Zuziehung der Gleichungen (4) gehen aber die Gleichungen 
(B.) in folgende einfachere über: 


*) Wenn die Reibung nicht mit ihrem vollen VVerthe w 5^, sondern nur mit einem Theile 
p! S^ jenes Werthes auftreten soll, wobei natürlicherweise immer u’ u sein mufs,-so bringt dies 
keinen andern Unterschied hervor, als dafs in den kommenden Gleichungen (B.) überall u/ statt w 
geselzt wer mufs. Man überzeugt sich so ganz einfach, dafs durch die angezeigte Aenderung 
alle folgenden Resultate auch noch für den Fall brauchbar werden, wo nur ein aliquote# Theil der 
vollen Reibung bei der Bildung des Gleicbgewichts geweckt werden soll. 
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pd = es, | 
(C. {S'(sin®'—ucos®") = Ssin® + psinn, 
S' (cos Q' ]- usin Q") = Scos® + pcos. 
Aus den beiden letzten der Gleichungen (C.) erhält man nun, wenn man 
sie quadrirt und addirt, folgende neue Gleichung: ' 
(1-2) S® = S* +4 2pcos(9—1) +p’, 

welche, wenn man in sie für p seinen Werth aus der ersten von den 
Gieichungen (C.) setzt, übergeht in: 


Qe) ^ = S242 8S! cos(Q —1) + ES", 
und aus dieser erhält man, durch Anal er für 5" folgenden 


Werth: p Loos) V (14-* — u? Szsin® Ka 
pos — 
i+u’—u e 


oder, wenn man Zähler und Nenner dius 

w= cos (P—1) + T V + RS 9 sin *(0—4) 
Libri tn ER bee TE NE LIU 
— ees (g—n) E V(t--u — 4 sin (pn) 


multiplicirt: 


VH = 


Setzt man nun 
1 
(is HD sh 399 teilt ole AM UO E 
— u S cos (q — 7) + V (14-85 — u: S sin* (pn) 


so dafs also f eine blofs von p, - und @—y abhängige und eben des- 


wegen als bekannt anzusehende Zahl vorstellt, so folgt: 
(m) S iE LS; 
und nun aus der ersten der Gleichungen (C.) sogleich auch: 


(b) put... 
Ferner läfst sich mit Hülfe der gefundenen Werthe jetzt auch noch der 
Winkel @’, unter welchem beim Zutritte der Reibung der Druck S’ auf 
die Zapfenlager geschieht, aus den beiden letzten von den Gleichungen 
(C.) berechnen. Die genannten Gleichungen gehen nemlich mit Berück- 
sichtigung der eben für $' und p gefundenen Werthe über in: 
li 


sin Q' ps p cos Q' = + RZ sinn, | LE 


cos @ + using! = s d- p< COS fj. 
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Führt man daher einen positiven hohlen Winkel » von der Beschaffenheit 
ein, dafs tang» = u ist, welcher Winkel » stets spitz und kleiner als 45° 
sein wird, weil die Zahl « ihrer Natur nach immer positiv und kleiner als 
l ist, und setzt man in vorstehenden Gleichungen statt w überall tangy, so 
gehen sie auf bekannte Weise in diese über: 


0 


COS ?.sinq . . 
en qp mv. sins, 


sin (p —v) = 
(6. is 
CR, mid bep Aude aki 


f 


Da durch die Gleichungen (©.) sowohl der Sinus als der Cosinus von q/—v 
bestimmt wird, so erhält man in jedem Falle den Winkel q' ohne die ge- 
ringste Zweideutigkeit. Uebrigens wiederhole ich hier noch ein für allemal | 
die Bemerkung, dafs die bisher aufgestellten Gleichungen und die daraus 
abgeleiteten. welche noch folgen werden, nur unter der Voraussetzung all- 
gemein wahr sind, dass man alle in ihnen erscheinenden Winkel nach der 
Seite hinauf fafst, die der, nach welcher die Zapfen von der Kraft p zu einer 
Drehung angereizt werden, gerade entgegengesetzt ist, welche Bestimmung 
stets in der Willkühr dessen liegt, der die Aufgabe behandelt. 


—sinv. COS 7. 


4) Die Gleichungen (a.), (b.) und (@.) in Verbindung mit der Glei- 
chung (ó.) genügen zur Bestimmung aller beim Gleichgewichte unter Mit- 
wirkung der Reibung eintretenden Umstände, und sind vóllig genau. Der 
leichte Gebrauch dieser Gleichungen in der Ausübung hängt ganz allein da- 
von ab, dafs die Gleichung (&.) sowohl als die Gleichungen (O.) eine für 
die Rechnung bequemere Form erhalten. Wir werden weiter unten zusehen, 
was sich in dieser Hinsicht noch thun láfst; zuvor aber wollen wir noch einige 
allgemeine Bemerkungen über die in No. 3. erhaltenen Ausdrücke und deren 
Bedeutung machen. Vor Allem mache ich darauf aufmerksam, dafs der Werth 
f. wie ihn die Gleichung (&.) giebt, seiner Natur nach nur positiv sein kann, 
weil ein negativer Werth von f zu negativen Kráften führen würde, die unzu- 
lássig sind, da für jede Kraft alle móglichen Richtungen in die Rechnung 
aufgenommen worden sind, und deswegen das Zeichen — nicht sowohl einen 
Gegensatz in der Richtung, als einen Gegensatz in dem Wesen der Kraft 
anzudeuten hätte, der nicht denkbar ist. Aus diesem Grunde darf von den 
doppelten Zeichen vor dem Wurzelwerthe stets nur dasjenige genommen 
werden, welches zu einem positiven Werthe von f führt. Dies geschieht 
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zwar in der Regel nur durch das obere Zeichen, aber in manchen Fallen 
auch, wie wir finden werden, durch das untere. Aufser den für f sich er- 
gebenden negativen. Werthen, welche stets zu verwerfen sind, kónnen für f 
unter Umstánden auch imagináre Ausdrücke entstehen. Dies geschieht, wenn 
der unter dem Wurzelzeichen stehende Werth negativ wird. In diesem Falle 
läfst sich für f überhaupt kein reeller Werth, weder ein positiver noch ein 
negativer, angeben, worin sich eine absolute Unmöglichkeit der Aufgabe aus- 
spricht, die jedoch von einer ganz andern Art ist, als da, wo sich für f 
negative Werthe herausstellen, und die wir weiter unten näher kennen lernen 
werden. Uebrigens versteht sich schon von selbst, dafs wenn ein Werth von 
f von der Auflösung ausgeschlossen werden mufs, auch der dazu gehörige 
Werth von g', selbst wenn er möglich wäre, von ihr ausgeschlossen bleiben 
müsse, weil beide nicht von einander getrennt aufgefafst werden kónnen. 

Die allgemeine Untersuchung der Natur des für f gefundenen Aus- 
druckes läfst sich durch nachstehende Betrachtung blofs auf einen Theil des 
ganzen Bezirkes zurückführen. Da nemlich in dem für f gefundenen Aus- 
drucke nur cos(q —7) und sin(g—7), und zwar letzterer nur im Quadrate 
vorkommt, so erhält man für f, man mag dabei die obern oder die untern 
Zeichen gebrauchen, immer noch denselben Werth, wenn man —(q-—7)) oder 
360" —(q —7) statt g— 5; in den Ausdruck für f setzt, weil nicht nur 


cosc — cos(—a) und sin'z = sin’(— x), 
sondern auch 
cosa = cos(3960"— x) und sin’z = sin'(360" — x). 


Hieraus folgt, dafs der Werth von f derselbe ist, wenn nur die Richtung 
von p mit der Richtung von S denselben Winkel, gleichgültig ob nach der 
einen oder nach der andern Seite hin, bildet, und dabei ist es vóllig einerlei 
welcher von den beiden Winkeln q und 7 der grófsere oder der kleinere 
sei. Man kann sich also bei der Untersuchung der zu den móglichen Werthen 
von 9—n gehörigen Werthe von f auf den einen Fall beschränken, wo 
pP—n einen positiven Winkel æ zwischen O° und 180" vorstellt; denn ver- 
langt man den Werth von f zu wissen, wenn q-—7 von der Form 360'—z, 
oder von der Form —x, oder endlich von der Form —(360"— x) ist, so 
hat man jedesmal blofs den Werth von f zu nehmen, wo q-—7 = x ist, 
wobei æ jedesmal einen nicht über 0° und 180" hinaus fallenden positiven 
Winkel bezeichnet. Es ist einleuchtend, dafs durch diese vorausgeschickte 
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Betrachtung die Untersuchung des für f gefundenen Ausdruckes gar sehr er- 
leichtert wird. 

Endlich wollen wir noch die Umstände kennen lernen, unter welchen 
der für f erhaltene Ausdruck ein Maximum oder Minimum wird, in Bezug 
auf die als unabhängig angesehene veránderliche Grófse —n. 

Es ist bekannt, dafs man die zum Maximum oder Minimum erforder- 
lichen Bedingungen des Ausdruckes f erhält, wenn man ihn nach 9—n dif- 
ferentiirt und den Differentialquotienten gleich Null oder einem unendlich grofsen 
Werthe gleich setzt. Der genannte Differentialquotient erscheint aber in der 
Gestalt eines Bruches, dessen Zähler: 


2 
n° £ sin (p— m)cos (p — m) 


ra Sein m) 


— u S sin(g—1) + 


und dessen Nenner: 


E u » cos (pm) + (At wwe & © sin? * (g— -)] 


ist; man kann demnach den Differentialquotienten auch so schreiben: 
Qs 
u? gi (9 — n) cos (P—n) 


fis cuts b Disi re EC MEM EET 
ya + a’ E ee sin’(p— m) 
und aus dieser Form lassen sich leicht folgende Bedingungen für das Maximum 
oder Minimum des Werthes f, in Beziehung auf den Winkel 9—n, herleiten: 
I Der hier gegebene Differentialquotient wird mit f zugleich Null 
und unendlich. Da jedoch f im Sinne unserer Aufgabe den Werth Null nie 
annehmen kann, und ein an sich unendliches f eben so wenig statthaft ist, 
so hat man diese Bedingung, als eine in jetziger Betrachtung bedeutungslose, 
nicht weiter zu berücksichtigen. 
Il. Der obige Differentialquotient wird Null, wenn sin(q— 7) = O ist, 
d. h. wenn entweder q —7 — 0, oder p—7 = +180" ist. 


III. Der gedachte Differentialquotient wird Null, wenn 
t S cos (y—7) 


Ar CT Sa le SMS 
"E ya +u’— uw T sin'(g— n)) 


Dar 


S* 
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d. h. wenn 140-0, =0 und zugleich der Werth 
£u. Y 
M cos(p— 9) 
i 2 2 p PES. 
xy +e — wein (p—n)) 
positiv ist, welches Letztere nichts Anderes sagt, als dafs cos(p—n) bei dem 
positiven Wurzelwerthe positiv, und bei dem negativen Wurzelwerthe negativ 
sein müsse. 
IV. Endlich wird der Differentialquotient unendlich grofs, wenn 
1+u— we sin (@—n) = 0 
ist, ohne dafs zu gleicher Zeit 


u? sin (p—n)cos(p—n) = 0 


ist, welches Letztere im Sinne unserer Aufgabe nichts Anderes sagen will, 
als dafs dabei der Winkel 9—n weder ein positives noch ein negatives Viel- 
fache von einem rechten Winkel sein darf, oder dafs von diesem Falle die 
beiden vorigen ausgeschlossen bleiben. 

Es wäre nun auf demselben Wege noch weiter zu untersuchen, ob 
die in IL, III. und IV. ausgesprochenen Bedingungen in der That zu einem 
Maximum oder Minimum führen, und an welcher Stelle jedesmal das Maximum 
oder Minimum eintrete; aber wir werden in diese Betrachtungen nicht weiter 
eingehen, indem wir uns begnügen, obige Bedingungen hier aufgestellt zu 
haben, und ihre Bedeutung in der Folge auf einem andern nicht minder directem 
Wege nachweisen zu kónnen. 

5) Um den in der Gleichung (&.) für f gegebenen Ausdruck in eine 
zur Rechnung bequemere Gestalt zu bringen, wollen wir Zähler und Nenner 
des erwähnten Ausdrucks durch y(1+u*) dividiren: dann erhalten wir: 


e u e u" er 
a a co et VS en) 
Erwägen wir nun, dafs der zu Ende von No. 4. eingeführte Winkel » die 


Eigenschaft besitzt, dafs sin» = und cosy — , so ver- 


T en 
Ya +u?) Y (1 +) 
wandelt sich vorstehende Gleichung durch Substitution dieser Werthe in 
folgende: 


3. Ohm, über Zapfenreibung. 61 


a ee ee ERE 
— £ sin cos(p—m) + | (1 — sin? ».sint (pm) 
Führen wir nun noch einen zweiten, nicht über die Grenzen 0° und +90 
hinaus liegenden Winkel 4 von der Beschaffenheit ein, dafs 


2 


sin» .sin? (p—n) = sim 


a 
ist, so wird 
Uus di sin À 
ar om’ 
und da © siny stets positiv ist, so können wir dem doppelten Vorzeichen 


d 
dadurch entgehen, dafs wir 4 positiv oder negativ nehmen, je nachdem sin (q—7/) 


positiv oder negativ ist; d. h. A so, dafs 


—sinv. sin(g — v) — sind 
wird. Setzen wir nun dem gemäfs cos statt JG £ si» . sin’ (p—n)) 
ni i 
und PO S pc 5 statt osinv, so geht der letzte für f erhaltene Ausdruck nach 


einer leichten Reduction über in: | 
__  9osv.sin(g — 7) 
EN SE np EM 
wobei entweder nur die obern oder nur die untern Zeichen zu nehmen sind, 


und für 4 der positive oder negative Winkel, dessen Sinus =~ siny.sin(q—1) 


ist. Die obern Zeichen in diesem Ausdrucke für f entsprechen fortwahrend 
cosv.sin(q — 1) 


sin(q — 7 — À) 
einerlei Bedeutung hat mit dem aus der Gleichung (&.) genommenen Aus- 
drucke: 


den obern Zeichen in der Gleichung (%.), so dafs also + 


cosv.sin(qg — 7) 
sin(p —z X) 


eae £ cos(q — 1) — y +uw’— u & sin (p —1)) 
in so fern in diesen beiden Ausdrücken der Wurzelwerth jedesmal ab- 
solut genommen wird. Die zuletzt für f gegebene Form ist für die Rech- 
nung ungleich bequemer, als der in der Gleichung (&.) für f gegebene 
Ausdruck, aber sie wird nichtssagend, wenn sin(p—n) — 0, d. h. wenn 
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p—n—0, oder p—n=+ 180" ist; denn in diesem Falle giebt die Gleichung 
p 
T 
Formen unter solchen Umständen jedesmal die Gestalt % annehmen, aus der 
sich kein Werth für f erkennen láfst. Man könnte zwar auch in diesem 
Falle die Bedeutung von f aus der letztern Form entweder dadurch herholen, 


dafs man in ihr statt sin(q —7-r 4) setzt: 


siny.sin(@—7) = sin4 auch sin4 — 0, d. h. 4 — 0, weshalb die erwähnten 


sin (g—1) ¥ 5 sinv.cos (p—n) sin(y—1), 
und dann Zähler und Nenner derselben durch sin(p—n) dividirt, oder da- 
durch, dafs man nach Anleitung der Differentialrechnung ihren Werth für den 
Fall bestimmt, wo sie die Gestalt 9 annimmt, und dabei nicht aufser Acht läfst, 
dafs 4 eine Function von g—n ist. Am einfachsten ist es indessen, wenn 
man in diesem Falle auf den durch die Gleichung (3.) gegebenen Ausdruck 
zurück geht, aus welchem man sogleich erhält, für den Fall wo 9—n7=0 ist: 
1 

co f a ^ T asp BE , 
ur tv A+) 
und für den Fall wo p—7 = +180" ist: 

CP Wife 


1 


& S EY +e") 
Diesen besondern an sich sehr einfachen Ausdrücken von f kann man, da 
wo es zweckmäfsig scheint, auf mehrfache Weise eine für die genaue Rech- 
nung noch bequemere Gestalt geben *). 

6) Ehe wir weiter gehen, wollen wir noch die in den verschiedenen 
für f mitgetheilten Ausdrücken enthaltenen doppelten Gestalten, welche aus 


*) Wenn man z. B. in dieselben den Winkel v einführt, so erhält man, 
wenn Q 23, = 0 ist: 


hotes cosy 
fae XS sinv 
wenn @—7 = 4-180? ist: 
acsi eg 
1+ S sing 
Setzt man nun E siny— tang’y, so wird in jedem Falle: 
cosy 


RÉ A C080 cosy, 
14+ E sin» 
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dem doppelten Zeichen des Wurzelwerthes in der Gleichung (&.) hervor- 
gegangen sind, náher in's Auge fassen, und untersuchen, unter welchen Um- 
ständen die einen oder die andern zu nehmen sind. Dabei ist im Allge- 
meinen zu erwägen, dafs i Werth von f imaginär wird, wenn 


u? sin *"(p—3) > 140, 


oder, was dasselbe ist, wenn 
£, sin'v .sin’(p—7)>1 
wird, in welchem Falle aber auch kein durch die Gleichung 


—sinv.sin (pP — 7) — sin À 


zu bestimmender Winkel 4 móglich ist, und zwar nur in diesem Falle. Da 
wo also in den Umformungen von f der Winkel A sich unmöglich zeigt, 
deutet dies auf die absolute u von f eben so gut hin, wie die 
Bestimmung 
u sin’ (pn) > 1400 

in dem ursprünglichen, durch die Gleichung (&.) gegebenen Ausdrucke von 
f. Aber selbst wenn À möglich ist, so ist darum nicht auch nothwendiger- 
weise fmöglich; denn da, wie schon in No. 4. angezeigt worden ist, f seiner 
Natur nach immer nur positiv, nie negativ sein kann, so sind von den ver- 
schiedenen Formen des Ausdruckes f immer nur diejenigen beizubehalten, 
welche zu positiven Werthen von f führen, die übrigen, welche zu negativen 
oder imaginären Werthen von f führen, aber jederzeit zu verwerfen. Weil 
aber in den verschiedenen für f gefundenen Ausdrücken eben so gut die- 
jenigen Formen genommen werden kónnen, welche dem additiven Wurzel- 


setzt man ferner © sinv = cos’y', wenn € sin < 1, und © sin» = ——,, wenn 
d d d cos y 


E sin» 1 ist, so findet man 
wenn E sinv < 1 ist: 
COS Y COS V 
d 
1 — 5 sin P 7 
wenn sin» > 1 ist: 
cos v COS Y 
<sinr Mir A 
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werthe entsprechen , als die, welche dem subtractiven Wurzelwerthe ange- 
hóren, so können für f möglicherweise aus jenen Formen zwei brauchbare 
Werthe hervorgehen, oder nur einer, oder gar keiner, je nachdem beide 
Formen, oder nur die eine, oder keine von beiden positive Werthe für f 
liefern. Diese verschiedenen möglichen Fälle sind es eben, welche wir nun 
näher kennen lernen wollen. Dabei haben wir blofs solche Werthe von y — 7 
in’s Auge zu fassen, welche nicht über die Grenzen 0° und 180" hinaus fallen, 
weil, wie ebenfalls schon in No. 4. gezeigt worden ist, alle übrigen Falle 
sich auf diesen einen leicht zurückführen lassen. 03 Qui des Werthes f 


hängt aber insbesondere von der Gröfse des Werthes + — oder I on 
P iyi) 

ab; daher wollen wir nach einander die drei verschiedenen Fälle m. 

wo entweder e siny — 1, oder —siny = 1, oder —siny > 1 ist, wobei wir 


jedoch blofs solche Werthe von 9—n berücksichtigen werden, die > 0° und 
<< 180° sind, weil die besondern Fälle, wo 9-—n=0 oder —n= 180" 
ist, sich ohne alle Schwierigkeit durch den blofsen Anblick der Gleichungen 
(&.) und (@.) sogleich entscheiden lassen. 


Erster Fall, wenn E siny < 1 ist. 


Aus der Gleichung sin». sin (pn) =sin À ergiebt sich für diesen Fall all- 
gemein GC 1. Daraus folgt, weil (g—7) nicht über die Grenzen 
0’ und 180" hinauskommt, und eben deshalb À die Grenzen 0° und 90" 
nicht überspringen kann, wie aus dessen in No. 5. gegebener Bestimmung 
unmittelbar hervorgehet, dafs À q-—7 sein werde, so lange p—n nicht 
stumpf ist, und dafs A — 180°—(g—n), sobald q —:; stumpf wird. In jedem 
Falle aber fällt sowohl q —7— 2 als g—n-+4 nicht über die Grenzen 0° 
und 180" hinaus, so dafs also nicht nur sin(g—n), sondern auch sin(q—5/14) 
fortwührend positiv bleibt. Daher geben die obern Zeichen in dem Aus- 
drucke (9.) ununterbrochen für f einen positiven Werth, die untern immer 
einen negativen. In diesem Falle ist folglich, ohne Ausnahme, aus der 
Gleichung (9? .): 


IA cos ¥.sin(@ — 7) 
u. Bin) 
zu nehmen, welcher Werth dem 


Do | 
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UTE» s 
- i 4 rr TA RM 
ES 1 1 = LEN 
f= I RS 


+ u<-cos(p NE ya 3M à Sin" (g—")) N ee. 

Aus EC RM é / à | uà 

aus der Gleichung (&.) entspricht. i 
: R : j 

Zweiter Fall, wenn S siny = 1 ist. / 


Aus der Gleichung < sin » . sin (g—") — sind ergiebt sich für diesen Fall all- 


sin À 


gemein — 1. Daraus folgt, weil @—7 nicht über die Grenzen 0° 


sin(p—7) 
und 180", und als Folge À nicht über die Grenzen 0’ und 90° hinaus kommt, 
dafs 4=g—y wird, so lange q—7 nicht stumpf ist, und dafs 4=180’—(g—n) 
wird, sobald g—n stumpf ist. Ist nun q—7 nicht stumpf und also 4— q—r, 
so ist jedesmal gp—7—4 — 0. Die obern Zeichen in der Gleichung (9.) 
geben sonach fortwährend einen unendlich grofsen Werth für f; p—y+4 
hingegen fällt nie über die Grenzen 0° und 180" hinaus, sin (gy —r-- 4) 
wird mithin nie negativ, folglich geben die untern Zeichen der Gleichung 
(2.) fortwährend negative Werthe für f. Ist aber q— 7, stumpf und also 
à = 180°—(@—n), so ist p—y—4=180"— 22 und fällt mithin fortwährend 
zwischen 0° und 180", daher. geben die obern Zeichen der Gleichung (9.) 
stets positive Werthe für f; hingegen ist dann immer g--7+4= 180", und 
dies führt zu einem unendlich grofsen Werth von f. Man ersieht hieraus, 
dafs in diesem Falle f uuunterbrochen einen unendlich grofsen Werth an- 
nimmt, bis 9—n stumpf wird; dann aber erhält f einen endlichen positiven 


Werth, nemlich: 
|. eosv.sin(q — 9) 
ec sin(p—7—2A) ? 


wobei jedoch 4 = 180" — (« — 1) ist, so dafs 


cos v 
pe ~ 2cos(¢—n) 
wird. Dieser Werth von f entspricht in der Gleichung (3.) dem: 
| 1 


f CES Set S UU ee ee eo eat ee EDS Der EN 
—p S cos (qp — 1) + yt-e- u^ S sin (p) 


in welchem RS 1, oder ut —-yü +’) gesetzt wird. Dadurch 


aber verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in folgenden: 
AA «5 u. 
[ = ~2yG+ pw) cos (p — 1) 
Crelle's Journal d. M. V. Bd. 1. Hft. 9 


66 3. Ohm, über Zapfenreibung. 


Dritter Fall, wenn S siny > 1 ist. 


Aus der ns © siny. sin(p—n) = sind ergiebt sich für diesen 


Fall allgemein — 1. Zunächst hat man sich aber zu erinnern, 


A 
Sex N) 
dafs nur so lange ein reeller Pn von f bestehen kann, als der Winkel 


4 möglich ist, d. h. so lange als sin’ v.sin'(g—3) < 1, oder, weil 


5 
@—n nur zwischen den Grenzen O° und 180" betrachtet wird, so lange 


: 1 N ; I 2 : 

sin(q — 7) X5 ———— ist; so lange also sin(g — 7) > ——— ist, giebt 
qne sing 

es fir f keinen reellen, weder positiven noch negativen Werth. Ist nun 

TENIS 


sin À 


sing — 7) = E TR nd g—n nicht stumpf, so folgt aus anime 


zur 
dafs 4 — g—n ist, mithin ist —7;— 4 stets negativ und spitz; q —7-- 4 hin- 
gegen liegt fortwährend zwischen 0° und 180°, daher erhält man aus der 
Gleichung (9.) für f jedesmal nur einen negativen Werth, man mag in an 


die obern oder die untern Zeichen nehmen. Ist aber sin(q — 5) = 


Ten v 


d 
> 1, dafs 4 > 180"—(q— 1), mit- 


sin À 
sin (p— N) 
hin liegt  —7;—4 stets zwischen 0° und 180", und @—7+4 stets zwischen 
180" und 360", daher erhält man aus der Gleichung ( 9.) für f einen positiven 
Werth, man mag in ihr die obern oder die untern Zeichen nehmen. Man 


und g—n stumpf, so folgt aus 


ersieht hieraus, dafs in diesem Falle kein positiver, also überhaupt kein brauch- 
barer Werth für f, nicht einmal ein unendlich grofser, gefunden wird, so 
lange g—7 nicht stumpf ist, und selbst, wenn g—n stumpf ist, so lange nicht 


sin(g—1) = 


wird; ist aber q—7, stumpf und zugleich sin (q—7) = 


--sin» —-sınv 


d d 
so giebt es fortwährend für f zwei positive Werthe, von denen der eine 


? 


den obern, der andere den untern Zeichen in der Gleichung (2.) entspricht. 


Jener ist 


fe cosv.sin(q — N) cosv.sin(q; — N) 


sin (y — 5 — À) sin(p—17--4) ? 
und es entspricht jener dem zur Gleichung (&.) gehörigen Ausdrucke: 


, dieser f = — 


ap 


ni ERE 00 UA dt dre € d RE RE oc Je a 
d & ae my "RA. , Mu 4 
v m" y ^ 
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1 
[zx —_ a. 
u cosp—m + Ira sinn) 
dieser hingegen entspricht dem zur Gleichung (&.) gehörigen Ausdrucke: 
1 
f — 


% JOE ; 
cg £08 (ep — 9) yn A sin (y—n)) 
wobei jedesmal die absoluten Wurzelwerthe zu nehmen sind, wie in allen 


vorigen, ähnlichen Ausdrücken. In dem besondern Falle, wo sin (p —7) — — : 
d sin v 


ist, wird sin4 — 1, d.h. 4 — 90°; dann gehen die beiden Werthe von f in 
den einen über: 
f = —cosv.tang(q—1), 
welcher in der Gleichung (9.) dem Ausdrucke: 
1 


u S cos(q — 11) 
entspricht, oder, weil cos(p—n) = — y[1—sin’(p—n)] ist, dem: 
1 
NC UL re 
Ve S a4) 
7) Nachdem wir so gefunden haben, welche Formen der verschiedenen 
Ausdrücke von f jedesmal die brauchbaren Werthe für f liefern, bleibt uns 


nun nichts mehr übrig, als die diesen Formen entsprechenden Werthe von q’, 
wie sie aus den Gleichungen (©.) hervorgehen, näher kennen zu lernen. 


Setzen wir zu diesem Ende in die Gleichungen (O.) statt s seinen 


Werth + c aus der Gleichung (2.), und statt € siny den Werth 
sin À 


et ee wie man ihn aus der in No. 5. gegebenen Bestimmung des Winkels 


À erhält, so verwandeln sich dadurch die Gleichungen (O.) in diese: 
cFsin (9 — 2 -E ÀA)sing -- sin Asin 9 


Rut a ee VP sap Kern 
3% ce +sin (¢— A) cosp+sindcosy | 
MP Mil En Than eh 


Schreibt man in diesen Gleichungen statt der Producte 
sin(g—7+A)sing und sin(g—7 + A)cosp 
9 * 
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respective die Differenzen 
3 cos(y+i)— 1cos(2q —17E 2) und jsin(2g —7 X) — 1 sin(n +A), 


so gehen sie über in: 


| Xd cos (2g — n FAL} cos(n +4) + sind. sing 

sin (pl) =) pe 
L 2 zee — TE lei a | à 

cos (gp) ss EP TO GORDON UD EM 


sin(q — 5) j 
oder, wenn man t 4cos(7 FA) für + à cos(z +4)+sin 4.sinz, und + isin(y x A) 


für F4sin(7+4)-+sinA.cosn schreibt, in folgende: | 
cos @g — n TA) eos (NFA) 


sin(q'—») = sin(q — 2) 
rs td sin( 2p — s EA) Tsing EA. | 
sin(p—r) = SURE AT M ME 


Es ist aber + 4cos(29—5 + À) + 1cos (7 +4) = + sin(q—7)sin(g 4) und 
+dsin(2gy —n+À)+4sin(y +2) = H+tcos(pFA)sin(p—n). Durch Substitution 
dieser Werthe in die zuletzt erhaltenen Gleichungen wird endlich: 
sin(y’—v) = +sin(g +A), cos(q'—»v) = tcos(pFA), 
wo die obern oder untern Zeichen genommen werden müssen, je nachdem 
in dem Ausdrucke für f die obern oder untern Zeichen genommen werden, 
und À stellt, wie schon bekannt ist, entweder einen positiven oder negativen, 
nicht stumpfen Winkel vor, je nachdem sin(q— 7) positiv oder negativ ist. 
Werden daher in dem Ausdrucke für f die obern Zeichen genommen, so ist 
jedesmal 
(c) pv = q—à, 
und À stellt einen positiven Winkel vor, wenn q-—7, entweder positiv und 
hohl, oder negativ und erhaben ist; dagegen stellt 4 einen negativen Winkel 
vor, wenn q-—7, entweder positiv und erhaben, oder negativ und hohl ist. 
Werden aber in dem Ausdrucke für f die untern Zeichen genommen, so ist 
jedesmal j 
(ce) q'—v = 180-9 4-4, 
und à hat wiederum einen positiven Werth, wenn q—7 positiv hohl, oder 
negaliv erhaben ist; dagegen einen negaliven, wenn w—y positiv erhaben, 
oder negativ hohl ist. Es verdient hierbei der Umstand eine besondere Er- 
wühnung, dafs » derselbe Winkel ist, um welchen, bei horizontaler Lage der 
Reibungs- Ebene, diese geneigt werden kann bis ein Abgleiten erfolgt, so 
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dafs also in der Regel der Winkel » unmittelbar durch die Beobachtung ge- 
geben ist, wenn man nicht gleitende Reibung und Zapfenreibung als der Art 
nach von einander verschieden hält, wozu die bisher im Versuche gefundenen 
Unterschiede noch keineswegs zu berechtigen scheinen. Übrigens erhellet, 
dafs die Gleichungen (c.) selbst dann noch gültig sind, wenn q—7 — 0 
oder q —1 = +180” ist; denn der Factor sin(q —7), welcher im Zähler und 
Nenner des in (9.) gegebenen Ausdruckes von f sich befand, und daher 
bei den hier erwähnten Werthen von g—y jenen Ausdruck unter die Form 
$ brachte, ist während der Bildung der Gleichungen (c.) wieder aus Zähler 
und Nenner verschwunden. 


8. Wir sind nunmehr in den Stand gesetzt, die beim Eintritte der 
Reibung, im Maximo vorfallenden Modificationen des Gleichgewichts unter 
allen Umstánden genau und zugleich sehr einfach anzugeben. Um die mannig- 
faltigen zu f und g gehörigen Formen bei verschiedenen Werthen von 
q —1 mit einem Blicke überschauen zu können, wollen wir sie hier für 
jeden der in No. 6. behandelten drei Fälle besonders zusammen stellen, und 
dabei den absoluten Werth von A, das bald positiv, bald negativ erscheint, 
mit [4] bezeichnen. 


Erster Fall, wenn € siny <1, d. h. Su yd d uw) ist. 


1. Wenn 9-n=0" und daher auch 4 —0 ist, so ist ein Gleich- 
gewichtszustand vorhandeu, für welchen 
1 


IUE TM EI. 
vita) u 


und g’=g+yv 


ist. Statt des hier für f gegebenen Ausdruckes kann auch, wo es Vortheil 
bringt, eine der Rechnung sich besser anschmiegende Form genommen werden, 
wie schon in Nr. 5. angemerkt worden ist. 

2. Wenn 9—n= 180" und daher 4 =O ist, so ist ein Gleich- 
gewichtszustand móglich, für welchen 


[a Lund g =gtyv 


VA m*) +p = 


ist, wo wieder für den zu f gehôrigen Ausdruck die eben schon gemachte 
Bemerkung gilt. — k 
3. So lange g—n positiv und hohl, oder negativ und erhaben, also 
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à positiv ist, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, für welchen 
f= cos».sin(p —75) | cosv.sin(g — 3) 
sin(p—5—2A)  sin(p—9—[A]) 
und 
g —q(tv—-k-gtrv-—[4 
ist. Der hier gegebene Ausdruck von f ist mit dem aus der Gleichung (6.) 
entnommenen : 
1 
f. A er? 
—u & cos (p — 24 y Ta —Wqsute— » 
dem Wesen nach vóllig einerlei. 
4. So lange q—7 negativ und hohl, oder positiv und Éthebens also 
À negativ ist, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, für welchen 


EOM EU |. €osv.sin(q — 127) 
sin(g—5—4)  sin(@p—n-+[A]) 


und 
q —9tv—A-—gcr-[4) 

ist. Der hier für f gegebene Ausdruck entspricht noch immer, aus der Glei- 

chung (&.), dem: 

f = 


1% 
—u 7008 D «E y ta—Ww £sin*(y—n)) 


Zweiter Fall, wenn S siny = 1, d. h. "= y (Mu) ist. 
1. Wenn g—7=0", also 4 — 0 ist, ist ein Gleichgewichtszustand 
möglich, nur wenn 
i 20 und p=gy+rv 
‘ist. 
2. Wenn q—7 = +180", also 4=0 ist, ist ein Gleichgewichtszu- 
stand vorhanden, fiir welchen 


[= à cosy = 


ist. 

3. So lange 9—n hohlspitz und positiv, oder erhabenspitz und ne- 
gativ ist, ist ein Gleichgewichtszustand nur dann möglich, wenn 

f=eæ und g=p+r-i=p+y—f[r] 

ist, wobei [4] = 9 —7 zu setzen ist. so lange @—n positiv und hohlspitz ist, 
dagegen [4] = 360"+4 v —7, wenn q —7; negaliv und erhabenspitz ist. 

So wie aber 9—n hohlstumpf und positiv, oder erhabenstumpf und 
negativ wird, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, für welchen 
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L= E oo und q'—g-Fv—4à-g4»—[4] 

ist, wobei [4] = 180"—(q —7) zu setzen ist, so lange q—7 positiv und hohl- 
stumpf ist, dagegen [4] = —(g—7)—180°, wenn q—7 negativ und erhaben- 
stumpf ist. Die hier für f gegebene endliche Form ist eins mit folgendem 
aus der Gleichung (4.) abgeleiteten Ausdrucke: 

1 


1 
Tati D ^. 
Y (À +7) cos(p—n) 24-5 cos (pn) 


4. So lange q—7 hohlspitz und negativ, oder erhabenspitz und po- 

sitiv ist, ist ein Gleichgewichtszustand nur dann móglich, wenn 
Ex od: qi piece qu vp [x] 

ist, wobei [4] 2 —(q —7) zu setzen ist, so lange 9—n negativ und hohlspitz 
ist, dagegen [4] = 360°—(g—7), wenn q-—7, positiv und erhabenspitz ist. 

So wie aber g—y hohlstumpf und negativ, oder erhabenstumpf und 
positiv wird, ist ein Gleichgewichtszustand vorhanden, für welchen 

2 COS 


fus ^ cos(p— 7) 
ist, wobei [4] = 180’+(p—n\, so lange q-—7 negativ und hohlstumpf ist, 
dagegen [4] =  —7 —180", wenn q— positiv und erhabenstumpf ist. Der 
aus der Gleichung (&.) abgeleitete endliche Ausdruck von f ist in diesem 
Falle wieder 


und q'—g-Fv—A-q-vY--[4]. 


INC Tels THE m 1 
im 2V(1+u)cos(p—n) 


2p<cos(p—") 
Dritter Fall, wenn E siny — 1, d. h. n. — yu aw. ist. 
1. Wenn 9-n=0), also 4 —O ist, ist kein Gleichgewichtszustand 
móglich. 
2. Wenn q$—7 = +180", also 4—0 ist, sind zwei Gleichgewichts- 
zustände vorhanden: 
«) für den einen, der den obern Zeichen entspricht, ist 


(2 und gy =@+r; 
uS svat’) 


B) für den andern, der den untern Zeichen entspricht, ist 


(Ug MEUS und g’ = 180r g-r». 


n S — y + 4°) 


a 
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In Bezug auf die unter «. und /. für f gegebenen Ausdrücke gilt auch 
hier wieder die schon beim ersten Falle unter 1. und 2. aufgestellte Be- 
merkung. 

3. So lange q—7, hohlspitz und positiv, oder erhabenspitz und negativ 
ist, ist kein Gleichgewichtszustand möglich. Ja selbst wenn g—7 hohlstumpf 
und positiv, oder erhabenstumpf und negativ ist, ist noch so lange kein 


; CDM : 1 
Gleichgewichtszustand möglich, als sin'(q — 4) > —;———; wenn aber 
+; sin’y 
d 
elu (deem JEn e acd so sind zwei Gleichgewichtszustánde mit positivem 


di sin? vy 
À vorhanden: 


«) für den einen, der den obern Zeichen entspricht, ist 


Fa cosv.sin(p —7) _ cosv.sin (P—N) 
~ sin(g—5—4À)  cos(g—m—{[4]) 


und 
'=gt+v—h=g+y—[A]; 
B) für den andern, der den untern Zeichen entspricht, ist 


|. .eosF.sin(p—7) cosv.sin(q — 9) 
[ET pn TT CET EL) 

und 
q' = 180?4- 9 - v 4-4 — 1804-9 E v - [4]. 


An der Stelle, wo sin'(y—1) = 


- ist, wird [4] — 90°; an dieser Stelle 
€ sin?v 
d 
hat man daher 


«') für den Gleichgewichtszustand, der den obern Zeichen entspricht: 
f= -eosv.tang(p—n) und 9 = q-4-» —90*, 
f!) für den Gleichgewichtszustand, der den untern Zeichen entspricht: 
f — —cosv.tang(g—1) und g' = 270°+çp+7 = e -v —90*. 
4. So lange q—7 hohlspitz und negativ, oder erhabenspitz und positiv 
ist, ist kein Gleichgewichtszustand möglich. Ja selbst wenn 9—n hohlstumpf 
und negaliv, oder erhabenstumpf und positiv ist, ist noch so lange kein 


Gleichgewichtszustand móglich, als er TN ist; wenn aber 
E sin?» 
1 : 
sin (g —7]) — 5 ist, so sind zwei Gleichgewichtszustände mit negativem 


di sin” v 
À vorhanden: 
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«) für den einen, der den obern Zeichen entspricht, ist 
. CosY.sin(@—#) _ cosv.sin(P— 7) 
[s sin(p—5—4) ^. sin(p—m)--[4] 
und | 

9 —ytr—^— tv 
P) für den andern, der den untern Zeichen entspricht, ist 
|. — eosv.sin(q — 7) cos v.sin(qg — 27) 
nn D ng] 

und 


q' = 180" 4- q -- v 4- 4 — 180" + o 4- v — [4]. 
ist, wird[4] — 90"; an dieser Stelle 


An der Stelle, wo sin'(q —7) = 


— sin 


d 
hat man daher 


a) für den Gleichgewichtszustand, der den obern Zeichen entspricht: 
f=cosy.tang(p—n) und q' = q-4-v4- 90"; 
p) für den Gleichgewichtszustand, der den ‚untern Zeichen entspricht: 
f — cos v.tang(q —75) und q' = q-4- v 4- 90". 
Die hier in 3. und 4. unter «. und f. für f gegebenen Formen entsprechen 


in der Gleichung (&.) den + und — Zeichen vor dem stets positiv genom- 
menen Wurzelwerthe; die unter «&. stehenden sind nämlich einerlei mit 


u S cos + +e’ sin’ (9— —n)) 
und die unter 5. stehenden sind einerlei mit 
^d EE h 
3 u cos iw à fon yere ug sin'(g—)) 
Eben so erhält man aus der Gleichung (&.) die Ausdrücke, welche den hier 
in 3. und 4. unter c'. und //. für den besondern Fall, wo sin*(g—7) = 


i À ist, gegebenen Formen entsprechen, wenn man in der Gleichung (3.) 
qom y 
sin’ (p — 7) = mL. setzt; sie geht dadurch in beiden Fallen über in: 


Vostri qu mpi 
— u “cos (g— 7) CS E IND 
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9) Fügt man zu den Angaben der vorigen Nummer noch hinzu, 
dafs der absolute Werth von 4 in jedem Falle an der Stelle verschwindet, 
wo —n von der Form 2m.90" ist, wenn m jede ganze positive oder 
negative Zahl und auch Null vorstellt; dafs der absolute Werth von 4 immer 
derselbe ist, wenn q-—7 sich von einer solchen Stelle gleichweit diesseits 
oder jenseits entfernt; dafs der absolute Werth von 4 in beiden Fällen so 
lange fort wächst, bis y —7 von der Form (2m --1)90" geworden ist, dann 
aber wieder in derselben Weise abnimmt, in der er zugenommen hat, bis 
p—n wieder von der Form 2m.90" geworden ist, was für jedes mögliche 


À aus der Gleichung siu». sin (9—n) = sind unmittelbar hervor gehet; und 


vergifst man nie, dafs die Winkel gy’, gy, 7, durch welche die Richtung der 
Kráfte bestimmt wird, stets auf der Seite, welche einer beabsichtigten Drehung 
durch die Kraft p entgegenläuft, genommen werden müssen, so lange sie 
positiv sind, und auf der andern Seite, wenn sie negaliv werden, so ist man 
im Besitze aller Erfordernisse, um in jedem Falle mit Leichtigkeit, mit Zu- 
ziehung der Gleichungen (a.) und (b.) alle das Gleichgewicht, unter Mit- 
wirkung der Reibung, im Maximo begleitenden Umstände ableiten zu können. 
In Hinsicht auf allgemeine Werthbestimmungen habe ich daher zu Obigem 
nichts weiter hinzuzufügen, aber ich werde noch einen Augenblick bei der 
Vergleichung der verschiedenen Werthe von f unter einander und bei der 
Deutung unmóglicher oder doppelter Werthe von f verweilen. 

Es erhält f an den Stellen, wo q —5 — 0" ist, so wie an den Stel- 
len, wo p—7 = +180" ist, immer einen gröfsten oder kleinsten Werth, 
falls er möglich ist, und zwar: 

1. wird der Werth von f, wenn er aus den obern Zeichen her- 
vorgegangen ist, da ein Grófstes, wo q-—:3 — 0" ist, und da ein 
Kleinstes, wo q — 5; = + 180" ist; 

2. wird der Werth von f, wenn er aus den untern Zeichen her- 
vorgegangen ist, da ein Grófstes, wo q—7 — :- 180" ist; da wo 
q—1: — 0" wird, ist er, in diesem Falle unmöglich im Sinne unserer 
Aufgabe, ein Kleinstes als negativer Werth betrachtet. 

Diese Maxima und Minima werden in No. 4 durch die unter IL. stehende 
Bedingung ausgesprochen. Von der Realität dieser Maxima und Minima 
überzeugt man sich schon durch eine etwas aufmerksame Betrachtung der 
Gleichung ($.). Aufser diesen grófsten und kleinsten Werthen von f haben 
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sich im zweiten Falle, da wo f sinv =1 ist, eine Reihe von unendlich 


grofsen Werthen von f ergeben, die einen Unterschied von vollen zwei 
rechten Winkeln in dem Werthe von 9—n einnehmen; dieser Umstand 
wird durch die in No. 4 unter IIL stehende Bedingung angedeutet. Endlich 


haben sich im dritten Falle, da wo S siny >> 1 ist, an der Stelle, wo 


Sr sin» sin! (p — 5) = 4 ist, reelle Werthe von f vorgefunden, welche die 
letzten ihrer Art sind, weil darüber hinaus imaginäre Werthe von f ge- 
bildet werden; diese Grenzwerthe von f sind in der unter IV. in derselben 
Nummer stehenden Bedingung enthalten. 


Insbesondere zeichnet sich der dritte Fall, wo “siny > 1 ist, 


dadurch vor den beiden übrigen aus, dafs in ihm bald gar kein Werth 
für f móglich ist, bald aber zwei zugleich. Da wo gar kein Werth für. 
f gefunden wird, ist kein Gleichgewicht möglich. Diese Unmöglichkeit 
ist jedoch nicht absolut, denn sie bezieht sich blofs auf die in die Glei- 
chungen (B.) eingeführte Voraussetzung, dafs nämlich beim Gleichgewichte 
die Reibung in ihrem Maximo thátig sein soll, und es ist leicht einzusehen, dafs 
in allen solchen Fallen das Gleichgewicht dadurch sich herstellen wird, dafs 
die Reibung nicht in ihrer vollen Stärke daran Antheil nimmt; denn indem die 
Reibung nur auf einen Theil ihrer ganzen Wirkung hingewiesen wird, ge- 
schieht dasselbe, als wenn in allen unsern Formeln statt der Zahl u eine 
in demselben Verhältnisse kleinere Zahl «’ gesetzt würde, und da das kleinere 
u' auch die aus « abgeleiteten Grófsen v und sinv in entsprechende kleinere 
e 


v' und sin?’ verwandeln würde, so müfste auch das Product qp sin in ein 
kleineres < sin v' übergehen, und es läfst sich offenbar jederzeit die Zahl w’ 


so klein wáhlen, dafs E sin»! <1 wird, d. h. dafs das zuvor unmógliche 


Gleichgewicht jetzt möglich wird. Will man wissen, in welcher Stärke die 
Reibung in einem solchen Falle bei einem gegebenen Kraft-Ueberschusse p 
auftritt, so hat man nur zunáchst aus der Gleichung (b.) den Werth f, und 
mit dessen Hilfe hierauf aus der Gleichung (5.) den Werth u, welcher jetzt 
durch &' zu bezeichnen ist, zu bestimmen. — Was endlich in diesem dritten 
Falle die doppelten Werthe von f für einerlei 9—n, und die daraus hervor- 


gehenden zweierlei Gleichgewichtszustände betrifft, so ist deshalb zu bemerken, 
IU* 
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dafs in beiden Arten des Gleichgewichts der dabei auf die Zapfenlager aus- 
geübte Druck stets in entgegengesetzte Hälften ihres Umkreises fällt. Bei 
dem Gleichgewichtszustande nämlich, welcher aus den obern Zeichen ent- 
springt, macht nach No. 8. die Richtung des Druckes S' mit der Richtung 
des Druckes S, wenn g—7 — +180" ist, den Winkel v und zieht sich von 
da, während 9—n alle übrigen zu möglichen Werthen von f führende Werthe 
annimmt, um 90° nach beiden Seiten hin; bei dem Gleichgewichtszustande 
hingegen, der aus den untern Zeichen hervorgeht, macht nach derselben 
Nummer die Richtung des fraglichen Druckes S' mit der bekannten Richtung 
des Druckes S, wenn q—7 —:- 180" ist, den Winkel 180"-- v, welche Rich- 
tung der vorigen, unter dem Winkel v erscheinenden, gerade entgegengesetzt 
ist, und weicht von da, während w— #7 seine noch übrigen zum Gleichgewicht 
führenden Werthe durchläuft, ebenfalls um 90° nach beiden Seiten hin ab. 
Die verschiedenen Richtungen des Druckes S’ beim Gleichgewichte nehmen 
sonach den ganzen Umkreis ein, dessen eine Hälfte die Richtungen des 
Druckes S' beim Gleichgewichte der einen Art, und dessen andere Hälfte 
die Richtung desselben Druckes beim Gleichgewichte der andern Art in sich 
aufnimmt. Denkt man sich also die Zapfenlager in der Richtung der Achse 
beliebig in zwei gleiche Hälften getheilt, so giebt es für einen und denselben 
Winkel 9 —7; immer zwei Gleichgewichtszustände, von denen der eine den 
Druck auf die Zapfenlager in deren eine Hálfte, der andern hingegen in deren 
andere Hálfte wirft. Aus dieser Betrachtung geht hervor, dafs in dem dritten 
Fall steis ein Gleichgewichtszustand für jedes zuzulassende q-— 7 herbei ge- 
führt werden kann, wenn gleich nur die eine Hälfte der cylinderfórmigen 
Zapfenlager, und zwar in beliebiger Stellung, vorhanden ist, indem man die 
Art des Gleichgewichts jedesmal so wählen kann, dafs der Druck der Zapfen 
auf die Zapfenlager nach der Seite hin fállt, wo die gebliebene Hälfte der 
Zapfenlager dem Drucke zu widerstehen vermag. Gerade dadurch unter- 
scheidet sich aber der dritte Fall von dem ersten und zweiten, in wel- 
chen beiden die Richtung des Druckes S’ Aenderungen erleidet, die sich in 
der Regel nur auf @inen kleinen Theil des Umkreises beschränken, und selbst 


da, wo Ssiny-— 1 ist, erst einen halben Umkreis einnehmen. 


10) So einfach die hier mitgetheilten Resultate auch sind, so will 
ich doch noch aus ihnen zu Gunsten der Ausübung Näherungs- Ausdrücke 
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ableiten, die noch einfacher sind, und in den meisten Fällen der Anwendung 
hinreichende Genauigkeit geben *). So lange nämlich « und < kleine Brüche 


sind, von denen der erstere die Zahl 4'; und der andere die Zahl +}, nicht 
übersteigt, erreicht 4 in keinem Falle einen halben Grad, wie man sich über- 


zeugt, wenn man in der Gleichung sini = sinv.sin(q.—7) setzt: sin(g—n)=+1, 


wobei A seinen möglich gröfsten absoluten Werth erreicht. Ferner wird man 
finden, dafs bei den angezeigten Werthen von « und < die Zahl f, da wo 


sie am grófsten und am kleinsten ist, von der Einheit nicht mehr als hóchstens 
um ein Hunderttheil sich unterscheide. Bei noch geringern Werthen von je 


und r1 wird, wie man sogleich einsieht, diese grófste Abweichung nur noch 


geringer. Hat man also bei der Bestimmung der Kráfte auf ein Procent der- 
selben nicht zu achten, und sieht man bei Winkelbestimmungen nicht auf 
einen móglichen Irrthum von weniger als einem halben Grade, so ist es, so 


lange u nicht grófser als 745 und » nicht grófser als 4', wird, wie fast in 


allen Fallen der Anwendung geschieht, gestattet, für die Gleichungen (a.), 
(b.) und (c.) folgende noch weit bequemere zu setzen: 


(«) $'— 8, 
(B) p=uss, 
(7) g = pty. 


Die Gleichung (y.) ist, wie wir gesehen haben, völlig genau, wenn q — 0 

oder 9=+180° ist, und die Gleichungen (o.) und (f) werden an der Stelle 

völlig genau, wo f=1 wird. Dies geschieht, wie wir bald finden werden, 
c ja 

o.d 

wenn 1u.(d+o)(d—e) = o.d ist. Bei dem Gebrauche der Gleichungen 


d , 4 ire 
jedesmal wenn +cos(p—n)=4u ist, und ist also nur dann móglich 


*) Man erhält eine sehr genaue Nüherungsformel für f, wenn man in der Glei- 
chung (&.) das Glied unter dem Wurzelzeichen, welches von der vierten Dimension 


in Bezug auf # und » ist, wegläfst. Eine solche Näherungsformel ist aber völlig 


überflüssig, weil die völlig genaue Berechnung von f nach den hier mitgetheilten 
Formeln wenigstens nicht mehr Umstände macht, als ein solcher Nothbehelf. 
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(a.), (B.) und (y.) darf man jedoch nie vergessen, dafs sie nur in dem an- 


gezeigten Umfange der Werth w und 1 den genannten Grad der Genauig- 


keit behalten, dafs aber da, wo u oder & Werthe annehmen, die der Einheit 
sich beträchtlich mehr nähern, oder sie wohl gar noch übertreffen, wie dies 
in aufsergewóhnlichen Fällen bei dem 1 allerdings geschehen kann, durch- 


aus die Gleichungen (a.), (b.) und (c.) in Verbindung mit den Gleichungen 
(9.) und ($.) zur Untersuchung der beim Gleichgewichte unter Mitwirkung 
der Reibung Statt findenden Umstánde zugezogen werden müssen, wenn man 
nicht Gefahr laufen will, von der Wahrheit ganz und gar abweichende Re- 
sultate zu erhalten. Häufig hat die Maschinenlehre bei ihren Bestimmungen 
blofs den Kraftzuwachs p zu wissen nóthig, und dann ist der aus der Glei- 
chung (9.) hervorgehende mögliche Irrthum um so weniger zu fürchten, da 
seine absolute Grófse, wegen des in dieser Gleichung vorhandenen Factors 


u t. nie mehr als den 10000ten Theil des Druckes S ausmachen kann, vor- 


ausgesetzt dafs w und S die ihnen hier angewiesenen Schranken nicht über- 


schreiten. 


11) Schon Euler in seiner Theoria motus corp. solid. Suppl. Cap. III. 
ist bei der Bahandlung der Zapfenreibung von Gleichungen ausgegangen, 
welche im Wesentlichen mit den Gleichungen (B.), aus denen die ganze 
vorstehende Entwicklung hervorgegangen ist, übereinstimmen; aber die von 
mir erzielte Form der daraus abgeleiteten Resultate ist von der gewöhnlichen 
so abweichend, dafs ich gerade deshalb vorstehende Untersuchung einer óffent- 
lichen Bekanntmachung nicht unwerth gehalten habe. Jene Form macht es 
nicht nur leicht, aus den allgemein gültigen Gleichungen (a.), (b.) und (c.) 
die abgekürzten, aber demungeachtet noch in einem sehr grofsen Umfange 
brauchbaren Gleichungen («.), (9.) und (y.) abzuleiten, die da, wo die Kürze 
der Rechnung vorzugsweise beabsichtigt wird, mit Vortheil eintreten können; 
sondern, was noch wichtiger ist, sie deutet auf die Môglichkeit hin, dafs man 
bei der Berechnung von zusammengesetzten Maschinen die allgemeinen Formeln 
beibehalten kónne, ohne dafs dadurch der Bau der Ausdrücke bedeutend ver- 
grófsert, oder der Sinn ihrer Bestandtheile durch Einführung  willkürlicher 
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Abkürzungszeichen verhüllt würde. In manchen Lehrbüchern der Maschinen- 
lehre findet man Formeln unter nicht vóllig genauen Voraussetzungen (vgl. 
Eitelwein's Statik. B. 1. S. 295. Anmerk. und $.238.) entwickelt, welche 
in Hinsicht auf Annäherung an die volle Wahrheit mit den abgekürzten (o.), 
(B.) und (y.) auf gleicher Stufe stehen, und ein Element mehr als diese in 
sich aufnehmen. Das Unbefriedigende in der Annahme, welche sich der- 
gleichen Lehrbücher gestatten, besteht aber darin, dafs sie die Resultate der 
thätigen Kräfte p, P, P', P", .... für die Grófse des die Reibung erzeu- 
genden Druckes nehmen; aber dieser Druck, der seiner Natur nach noth- 
wendigerweise senkrecht gegen die Ebene, in welcher sich die Zapfen und 
Zapfenlager berühren, gerichtet sein mufs, kann nur aus Kräften hervor- 
gehen, die. unter sich im Gleichgewichte stehen, welches nicht bei den Kráften 
P, P', P", ...., aber wohl bei den Kräften P, P', P", .... der Fall ist. 
Nimmt man blofs diese leiztern zur Bestimmung des Druckes und der daraus 
hervorgehenden Reibung, so hat man dabei allerdings die Reibung selbst und 
den Kraftzuwachs p vernachláfsigt, aber man erhält doch die Náherungsformeln 
(a.) und (P.), welche der Natur der Sache angemessener sind, und der Wahr- 
heit im Allgemeinen noch eben so nahe, oft noch naher liegen, als die unter 
jener Voraussetzung sich ergebenden Gleichungen. Ein solches Schwanken 
in der Bedeutung des Wortes Druck scheint auch Poisson in seinem 
Traité de Mécanique (T. 1. p. 182.), dessen Darstellung übrigens ganz auf 
denselben Grundlagen, wie die hier gegebenen, ruht, zu der Aeufserung ver- 
leitet zu haben: ,,dafs die Reibung stets dazu beitrage, den Druck, welchen 
die Achse auszuhalten hat, zu vermindern.“ Poisson zieht nämlich diesen 
Schlufs aus der oben erhaltenen Gleichung 
(AHu)ST = S°+2pS cos(p—1)+p", 

deren rechte Seite nichts anders ist, als das Quadrat der aus den Kräften 
S und p, oder, was dasselbe ist, aus den Kräften p, P, P', P", .... her- 
vorgehenden Totalkraft. Bezeichnet man daher diese Resultante mit R, so 
verwandelt sich jene Gleichung in diese: 

R 
YO Tw) 
welche allerdings zu erkennen giebt, dafs S'. stets kleiner als A ist, aber 
zu der von Poisson daraus gezogenen Folgerung nicht berechtigt, weil A 
nicht der Druck auf die Achse ist. Der aus der Kraft R ohne Zutritt der 


pe 
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Reibung hervorgehende Druck auf die Achse ist vielmehr S, derselbe nämlich 


welcher aus den Kráften P, P', P", .... ohne p hervorgeht, weil die Kraft 


p ohne Zutritt der Reibung in der That blofs auf Bewegung und nicht auf 
Druck verwendet werden wird; und der Annahme, dafs jederzeit S'< S 
sein werde, wird durch die Gleichung (a.) in Verbindung mit der (2.) oder 
(&.) geradezu widersprochen, weil der Werth von f nach Umständen bald 
gröfser und bald kleiner als 1 werden kann. 

12) Ehe ich nun zur Behandlung der losen Rolle übergehe, mufs 
ich zuvor eines Umstandes gedenken, der bei der Bestimmung der Reibung 
zweier Kórper an einander, wenn jeder an sich beweglich ist, eine specielle 
Berücksichtigung verdient, und Ursache eines von dem gewöhnlichen etwas 
abweichenden Verfahrens bei solchen Bestimmungen wird. 

Aus den in der ersten Nummer angeführten Beobachtungen und 
Schlüssen hat sich nämlich blofs ergeben, dafs zwei mit der Kraft S gegen 


einander gedrüchte Körper einem gegenseitigen Verschieben derselben in | 


der Richtung der Berührungs- Ebene widerstehen, und dafs, im Falle der 
eine von beiden Kórpern unbeweglich ist, die Reibung jedes Bestreben zu 
einem solchen Verschieben des beweglichen Kórpers auf dem unbeweglichen 
aufzuheben im Stande ist, so lange dieses Bestreben eine bestimmte, dem 
Drucke S proportionale Grófse uS nicht übersteigt. Denken wir uns nun 
zwei durch gleiche und entgegengesetzte Kräfte von der Grófse S an ein- 
ander geprefste Kórper, von denen aber keiner durch irgend Widerstände 
anderer Art in seiner Fähigkeit, sich zu bewegen, noch neue Beschránkungen 
erleidet, und bringen wir an diese Kórper in der Richtung der Reibungs- 
Ebene zwei einander gleiche und entgegengesetzte Kräfte, jede von der 
Grôfse Y, an, so werden diese Kräfte ein Verschieben der beiden Körper 
an einander beabsichtigen und auch in der That bewirken, wenn sie den 
Widerstand, welchen die Reibung einem solchen Verschieben entgegensetzt, 
zu überwinden im Stande sind. | 

Zuvórderst ist nun nicht schwer einzusehen, dafs der grófste Werth 
von Y, bei welchem eben noch ein Auseinandergehen der beiden Kôr- 
per verhindert wird, 4S ist, derselbe nämlich, welcher in dem einen 
Kórper wahrgenommen wird, wenn der andere unbeweglich ist; denn 
die hier thälig wirksame, gleich grofse Gegenkraft in dem zweiten be- 
weglichen Körper, wird dort durch eine der Action an Starke gleich 
kommende Reaction in der festen Unterlage vertreten. Die Summe der 


I 
À 
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B 
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durch die Reibung in beiden Kérpern aufgehobenen Gegenkrafte kann also 
jedesmal bis zu dem Werthe 2uS ansteigen, aber diesen Werth nicht 
übersteigen. — | 

Dieselbe Bestimmung des gesammten Reibungswiderstandes scheint 
zum Andern auch dann noch beibehalten werden zu müssen, wenn die 
beiden Körper, statt wie eben durch gleiche, jetzt durch ungleiche, aber 
der Richtung nach noch immer entgegengesetzte Kräfte X und Y zu einer 
Bewegung in der Richtung der Reïbungs - Ebene nach entgegengesetzten 
Seiten angetrieben werden*). So lange nämlich die Summe der beiden 
Kräfte X und Y den Werth 24S nicht übersteigt, wird auch kein Ver- 
schieben der beiden Kórper an einander eintreten, sondern es wird eine 
blofse Vertheilung der Kräfte X und Y über beide Körper, auf ähnliche 
Weise, als wenn beide nur Theile eines und desselben festen Körpers 
wären, geschehen, welche eine, beiden Körpern gemeinsame Bewegung von 
solcher Gröfse, wie sie der zwischen beiden Kräften X und Y statt findende 
Unterschied nach sich zieht, zur Folge hat. 

Die hier versuchte Behandlung der losen Rolle unterscheidet sich 
von der, so viel ich weils, bisher allgemein üblichen gerade darin, dafs 
sie, der eben geschehenen Betrachtung gemäls, als Bedingung des Nicht- 
verschiebens zweier an sich beweglichen Körper an einander fordert, dafs 
die Summe der in beiden nach entgegengesetzten Seiten thatigen Kräfte X 
und Y den Werth 24S nicht übersteige, aber über die Grófse der einzelnen 
Kräfte X und Y selbst zum Voraus nicht verfügt, sondern diese Entschei- 
dung lediglich der Rechnung überläfst. Es ist übrigens leicht einzusehen, 
dafs die Bedingung des Nichtverschiebens in einer noch allgemeinern, zu 
unserm Zwecke jedoch unnóthigen Form gegeben werden kann. 


Der Kürze wegen wollen wir obige allgemeinere Bedingung des 
Nichtverschiebens zweier beweglicher Kórper an einander immer dadurch 
bezeichnen, dafs wir sagen: das Maximum der Reibung 2uS kann mit einem 
beliebigen Theile in dem einen Körper auftreten, sich in ihn werfen und mit 
dem übrigen Theile in den andern Körper. 


*) Dieses Gesetz, so wahrscheinlich man es auch finden mag, stelle ich doch 
nur problematisch hin, weil es in der That eine besondere Destátigung durch Versuche 
verlangt, da zu ihm die noch wenig bekannten Gesetze der Vertheilung von Kráften 
aus einem Kórper in den andern mittelst der Reibung sich gesellen. 
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13) Aufgabe 3. Über eine lose Rolle, deren Wände in verti- 
caler Richtung schweben, ist ein Seil gezogen, dessen eines Ende an einer 
Stelle unverrückbar fest gemacht worden ist, und an diese Stelle ist mit- 
telst Zapfen vom Halbmesser o und Zapfenlagern*) eine vertical abwärts 
wirkende Last Q geknüpft, beide Enden des Seils aber wirken vertical auf- 
warts; man sucht die Bedingungen des Gleichgewichts unter Mitwirkung der 
Reibung. im Maximo. 

Auflósung. Da bei der in dieser Aufgabe vorkommenden An- 
ordnung zwei verschiedene Theile auftreten, wovon jeder an sich beweg- 


lich ist, und in seiner Bewegung durch den andern nur vermóge des Zu- 


sammenhanges zwischen Zapfen und Zapfenlager gehemmt wird, so kann 
nach den allgemeinsten Regeln der Statik in der hier zu behandelnden 
Verbindung nur dann das Gleichgewicht vorhanden sein, wenn jeder Theil 
für sich in Folge der in ihm thätigen Kräfte und des Widerstandes, 
welcher ihm aus der Art seiner Verknüpfung mit dem andern Theile 
erwächst, im Gleichgewichte sich befindet. Nennen wir nun S den im 
Falle des Gleichgewichts zwischen Zapfen und Zapfenlagern sich bilden- 
den, senkrecht gegen ihre gemeinschaftliche Berührungs- Ebene gestellten, 
und deshalb, weil wir hier cylinderformige Zapfen und Zapfenlager vor- 
aussetzen, durch die Umdrehungs- Achse laufenden, gegenseitigen Druck, 
und g den Winkel, welchen die Richtung dieses Druckes in der Rolle 
mit der Verticallinie macht, so ist 2uS der grófste Werth für die zwi- 
schen Zapfen und Zapfenlagern sich bildende Reibung. Ware einer von 
den beiden Theilen der hier behandelten "Vorrichtung fest, so ware die 
Hälfte wS der ganzen Reibung als widerstehende Kraft unbedenklich in 
den andern Theil zu legen; da aber hier beide Theile beweglich sind, 
so läfst sich nicht im Voraus schon angeben, ob die Reibung als wider- 
stehende Kraft blofs in dem einen, oder blofs in dem andern, oder theils 
in dem einen und theils in dem andern Theile thätig sein werde; viel- 
mehr mufs die Beantwortung dieser Frage eben erst aus der Natur un- 
serer Aufgabe selbst hergeholt werden. Wir wollen daher den in der 
Rolle sich bildenden Theil der Reibung mit x bezeichnen, so ist nach 
dem, was schon oben in Nr. 12. auseinander gesetzt worden ist, 2uS— x 


*) Es ist für die Rechnung ganz gleichgültig, ob die Zapfen an der Rolle fest 
sind und sich in den mit der Last vereinten Zapfenlagern drehen, oder ob die Zapfen- 
lager an der Rolle fest sind und sich um die mit der Last vereinten Zapfen drehen. 


| 
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derjenige Theil der Reibung, welcher in dem mit der Rolle verknipften 
Theile der Vorrichtung, an welchem die Last befestigt ist, wirksam, und 
dessen Richtung der des Theiles x gerade entgegen gesetzt ist, vorausge- 
setzt, dafs wir fortwährend nur den Fall, wo die Reibung in ihrem Maximo 
auftritt, vor Augen behalten. Nennen wir nun noch r den Halbmesser der 
Rolle, P und P' die auf beiden Seiten des um die Rolle geschlungenen 
Seils in diesem Seile thätigen Kräfte, von denen P die grófsere sein soll, 
so wirken offenbar in dem Theile der ganzen Vorrichtung, welcher die 
Rolle ausmacht, erstlich die Kráfte P und P' vertical aufwärts und in der 
Entfernung r von der Umdrehungs-Achse, zweitens der durch die Umdrehungs- 
Achse gerichtete Druck S unter dem Winkel g gegen die lothrechte Rich- 
tung, und endlich drittens noch die aus der Reibung hervorgehende Kraft x 
in der Entfernung des Zapfenhalbmessers @ von der Umdrehungs-Achse und 
in einer Richtung, die senkrecht auf der des Druckes S steht, und einem 
beabsichtigten Verschieben der Zapfen und Zapfenlager an einander gerade 
entgegenläuft. Das Gleichgewicht dieses Theils der Vorrichtung wird mit- 
hin, den bekanntesten Sátzen der Statik gemäfs, durch nachstehende Glei- 
chungen bedingt:*) 

1. r(P— P). = oz, 

2. S.cosp = P+P'—zxsiny, 

3. S.sing = zcosq, 
wobei der Angrifispunet sowohl als der Winkel œ auf der Seite von der 
Verticalen liegend gedacht worden ist, auf welcher die überwiegende Kraft 
P liegt. Diese Annahme entspricht der Wirklichkeit. Die entgegengesetzte 
Annahme würde eine Anderung in den darauf Bezug nehmenden Vorzeichen 
veranlassen, dann aber die Rechnung selbst das Irrige der Annahme wieder 
gut machen. 

In dem andern Theile der Vorrichtung, an der Stelle wo der 
Druck zwischen den Zapfen und ihren Lagern sich bildet, wirkt erst- 
lich die Last Q, zweitens der Druck S, und endlich drittens der Theil 
2uS—a der Reibung, in Richtungen, welche beziehlich denen der Kräfte 


*) Man wird ohne mein Erinnern sogleich gewahr werden, daís das Gewicht 


der Rolle blofs der Einfachheit halber aufser Acht gelassen worden ist; eben so ist 
blofs der Kürze halber r Halbmesser der Rolle genannt worden, obgleich dieser Buch- 
stabe in der Rechnung die Entfernung der Kráfte P und P' von der Umdrehungs- 
Achse, d. h. den um die halbe Seildicke vergröfserten Halbmesser der Rolle vorzu- 
Stellen hat. 
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P und P', des Druckes S und der Reibung x im vorigen Theile entge- — 
gengesetzt sind. Das Gleichgewicht in diesem andern Theile der Vor- À 
richtung wird mithin, wenn man sich alle Krafte an der gedachten Stelle 
in gerade entgegengesetzter Richtung genommen vorstellt, wodurch in der 
Sache nichts geändert wird, den Elementen der Statik gemäfs, durch nach- 
stehende Gleichungen bedingt: 

4. Scoso = Q—(uS—z)sing, à 

5. Ssing = (2u—x)cosp, | 
wobei noch dieselbe Lage des Angriffspunctes, wie vorhin, vorausgesetzt 


worden ist. 
Aus der 3ten und 5ten Gleichung erhált man sogleich 
ce = US, 
und nun aus der 2ten und 4ten 
P-LP:LGQ | 
und aus der dritten 
tangq = u; 


ferner folgt nun aus der 2ten, mit Zuziehung der für æ und P+P' gefun- 


denen Werthe, 
0 


eos q -- using. ? 
oder, wenn man für u den dues tang p setzt und zusammenzieht, 


= (cosy. 
Dadurch verwandelt sich der E für æ gefundene Werth | in folgenden: 


= u(cosq, 
und mittelst dieses Werthes RN man aus der isten Gleichung: 


P-P = p : Q cos p. 
Aus den für P--P' und P—P' iem Werthen fliefst nun: 
=10 +t cose), Pac dear 2 cose). 


setzt man daher den 


Da übrigens tangp=u, so wird cosp =- WOES Jb 


bekannten Werth VOUS =f, so gehen obige, für gm, S, x, P und P' ge- 
fundenen Werthe über in: 


tangp=u, S—fQ, z=uf.d, 
P= 30(1-uf£), P'=10(1-uf2), 


welche alle einzelnen Fragepuncte der vorgelegten Aufgabe beantworten. 
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Die gesuchten Bestimmungsstücke hängen hier von der Zahl f auf ähn- 
liche Weise ab; wie die in Aufgabe 2. gefundenen von der dortigen Zahl 
f. und eine ganz einfache Betrachtung giebt auch hier zu erkennen, dafs 
wenn w den Werth jj nicht übersteigt, wie dies unter den gewöhnlichen 
Umständen stets der Fall ist, so kann man f=1 setzen, ohne dafs daraus 
in den einzelnen Angaben ein Fehler hervorgehen kónnte, der mehr als 
1 Procent betrüge. Eine Unrichtigkeit von so geringer Gröfse ist aber 
kaum in irgend einem Falle der Anwendung in Anschlag zu bringen, wes- 
halb fast ohne Ausnahme obige Formeln noch dadurch verkürzt werden 
können, dafs man die Zahl f aus ihnen ganz wegläfst. 

14) Da beim Gleichgewichte ohne Reibung P—P'-—140 ist, so 
drückt iutfQ offenbar die durch die Reibung veranlafste Anderung in 


jeder der Kräfte P und P' aus, welche in der einen eine Vermehrung, 
in der andern dagegen eine Verminderung bewirkt. Eine weitere Zer- 
gliederung zeigt, wie dieses und alle übrigen Resultate unter sich voll- 
kommen übereinstimmen. So ist in Folge unserer Behandlung nicht blofs 
der gegenseitige Druck, sondern auch die Reibung in beiden Theilen der 
Vorrichtung der Grófse nach gleich und der Richtung nach entgegen- 
gesetzt; wenn man sich daher, was schon bei existirendem Gleichge- 
wichte stets erlaubt ist, alle einzelnen Theile des Systems zu einem festen 
Ganzen verbunden vorstellt, so mufs dieses Ganze nothwendigerweise 
blofs durch die unter sich parallelen Kräfte P, P' und Q im Gleichge- 
wichte erhalten werden, es mufs also sein PJ-P'— Q, wie in der That 
der Fall ist, und die Momente aus den Kráften P und P' in ihre Ent- 
fernungen vom Unterstützungspuncte müssen noch aufserdem einander gleich 
sein. Dies letztere läfst sich aber so zeigen. Weil nämlich r die Ent- 
fernung der Kräfte P und P' von der Umdrehungs-Achse bezeichnet, und 
der durch den Angriffspunct gezogene Radius mit der Verticallinie auf 
der Seite der überwiegenden Kraft P den Winkel q bildet, so ist osinq 
die Entfernung des Angriffspunctes von der  Verticallinie auf derselben 
Seite, und als Folge r—osing die Entfernung der Kraft P, so wie r+osinp 
die Entfernung der Kraft P' von dem Angriffspuncte; die vorhin erwähn- 
ten Momente sind also: 
P(r—osing) und P'(r+esing). 


. oder sing — wf. Setzt 


Aus tangq - u erhält man aber sing = VOLES 
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man diesen Werth für sing in die eben erhaltenen Ausdrücke der beiden 
Momente, so werden diese: 


rP(1—u€ f) und r P'(1 tu £f), 


und es zeigt sich nun auf der Stelle, dafs diese Momente einander gleich 
sind, und dafs sonach alle Bedingungen des Gleichgewichts in der als ein 
festes Ganze betrachteten Vorrichtung erfüllt sind, wenn man nur noch für 
P und P' ihre vorhin gefundenen Werthe setzt. 

Die hier erhaltenen Resultate weichen von den auf gewöhnlichem 
Wege erhaltenen nicht ab, weil die in ihnen vorkommenden Bedingungen 
eine gleiche Vertheilung der Reibung über beide Theile der Vorrichtung 
nach sich ziehen; um daher über die eigentliche, bei ungleicher Verthei- 
lung sich erst recht hervorhebende Function der Reibung in der losen Rolle 
noch grófseres Licht zu verbreiten, und zugleich um den Grund einer bei 
dem Gebrauche dieser Vorrichtung stets wahrzunehmenden Seitenbewegung 
klar nachzuweisen, will ich an die vorige Aufgabe noch folgende damit 
verwandte anreihen. 


15) Aufgabe 4. Es bleibe alles noch ganz so wie in der vori- 
gen Aufgabe, nur mit dem Unterschiede, dafs die beiden Enden des Seils 
jetzt nicht mehr vertical aufwärts, sondern, zwar noch unter sich paral- 
lel, aber in einer Richtung wirken sollen, die mit der Verticallinie einen 
gegebenen Winkel « bildet; man soll in diesem Falle die Bedingungen 
des Gleichgewichts mit Zuziehung der Reibung im Maximo angeben. 


Auflósung. Stellt man bei dieser Auflósung dieselben Betrach- 
tungen an, wie in der vorhergehenden, und behält man alle dortigen Be- 
zeichnungen auch hier noch in demselben Sinne bei, so erhält man auf 
eine ganz ähnliche Weise, als Bedingungen des Gleichgewichts für den 
Theil der Vorrichtung, welcher die eigentliche Rolle ausmacht, folgende 
Gleichungen: 

1. (P—P'r = oz, 

2. Scosp = (P+P')cose— csin q, 

3. Ssing = (P+P')sina+xcosp, 
und für den andern Theil der Vorrichtung folgende: 

4. Scosp = Q—(2uS—x)sinp, 

9. Ssing = (2uS—x)cosp. 
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Um in den Gliedern, worin Theilkräfte der Reibung vorkommen, ein 
doppeltes Vorzeichen zu vermeiden, ist festgesetzt worden, dafs die Rei- 
bung stets unter dem Winkel 4-90? auftritt, welches darauf hinaus- 
làuft, alle Winkel nach der Seite hin zu zählen, nach welcher die Rolle 
von der Reibung zu einer Drehung angereizt wird. Diese Anordnung in 
der Art die Winkel zu beziehen, ist dieselbe, welche schon in Aufgabe 2. 
gebraucht worden ist, und läfst sich hier wie dort jedesmal aus den unmittel- 
baren Angaben der Aufgabe noch vor aller Rechnung leicht ins Werk 
setzen. 

Aus der 2ten und 3ten dieser Gleichungen erhält man durch Elimi- 
mination der Gröfse x: 

S = (P+P'cos(@e— q), 
und aus der 4ten und Sten durch Elimination von uS— x: 
IOS = 0cosq, 

woraus ferner folgt: 


; e08Q 
IL P+P'= a 
sodann erhält man aus der 5ten Gleichung, mit Zuziehung des für S ge- 
fundenen Werthes, 
Il. x = Q(2ucosq sin q), 
und aus der ersten Gleichung, mit Berücksichtigung des eben für x gefun- 
denen Werthes: 


IV. P-P = © Q (2u cos q — sin p). 


Durch Addition der 3ten und 5ten Gleichung erhält man 

2Ssing = (P+P')sina+2usS cos q; 
setzi man aber in diese Gleichung für S und P+P’ ihre eben erhaltenen 
Werthe, so ergiebt sich 

2 (sing —ucosq)cos(a—q) = sina, 
aus der der Winkel q in folgender Weise sich bestimmen läfst. Führt man 
nämlich einen Winkel » von der Beschaffenheit ein, dafs tang» = u, so ver- 
wandelt sich vorstehende Gleichung in folgende: 

2sin(p~—v)cos(a—g) = sina.cosy, 
und diese geht, nach einer bekannten trigonometrischen Formel, über in: 

sin(a—v)+sin(2@—a—yv) = sinecosv, 

woraus sich nun, nachdem sin(æ—») entwickelt worden ist, sofort ergiebt: 

V. sin(2p—a—») = cosasinv. 
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Hat man nun erst aus der letzten Gleichung .(V.) den Winkel q | 
gefunden, so dienen dann die Gleichungen (L), (IL), (IIL) und (IV.) zur 


Bestimmung aller noch übrigen unbekannten Stücke der Aufgabe. Die 


Gleichung (V.) geht, was auch die Natur der Sache verlangt, für « — 0 
in die entsprechende Gleichung der vorigen Aufgabe, nämlich in die 
Gleichung tangp= u über; denn für @=0 verwandelt sich die Glei- 
chung (V.) in sin(29—»)- sin», woraus erstlich « — » und dann auch 
tango =tangy = u folgt. Nachdem man diesen Übergang erkannt hat, hält 
es nicht mehr schwer, einzusehen, dafs unter derselben Voraussetzung auch 
die Gleichungen (L), (IL), (IIL.) und (IV.) in die analogen der vorigen Auf- 
gabe übergehen. 


16) Aus den hier erhaltenen Resultaten lassen sich einige nicht 
uninteressante Folgerungen ziehen, die wir nicht aufser Acht lassen wollen. 
Da nämlich der Werth x seiner Natur nach nicht über die Grenzen O und 
2uS hinaus fallen kann, so folgt aus der Gleichung (IIL) in Verbindung 
mit der (L), dafs 2, —1ang«q nicht über die Grenzen O und 2u, oder 
tang über die Grenzen 2u und O hinaus fallen können. Da wo tang q = 2u, 
ist æ — 0, und wo tangq — 0, da ist x =2uS; im erstern Falle liegt also von 
der Reibung gar nichts in der Rolle, sondern alle in dem mit der Last ver- 
einten Theile, im andern Falle hingegen liegt die ganze Reibung in der Rolle - 
und nichts davon in jenem Theile der Vorrichtung. Um nun die Werthe zu 
finden, welche an jenen Grenzen dem Winkel c im Zustande des Gleich- 
gewichts entsprechen, müssen wir die Gleichung (V.) nach « auflósen. Da- 
durch erhált man: 


2tang o — 2tang » 
Vn Wr RI f 
oder, wenn man für tang» ihren Werth u setzt: 

2tangp—2u 
1—tangp(tangp —2u) ' 
Mit Hilfe dieser Gleichung findet man nun, dafs an der Grenze, wo 
lang q = Qu ist, tanga = 2u werde, und dafs an der Grenze, wo tang = 0 
ist, tange = —2u sei Es erhellet aus dieser Betrachtung, dafs an der 
losen Rolle die Last Q mit den Kräften P und P', bei gar verschiedener 
Lage der Enden des Seils gegen die Verticallinie, unter sich im Gleich- 
gewichte sich befinden kónne; jedesmal námlich, so lange der Winkel a, 
welchen die Richtung des Seils diesseits oder jenseits der Verticallinie … 


tango — 
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mit dieser macht, nicht so grofs wird, dafs seine Tangente den Werth 
2u übersteigt. Der Unterschied in diesen verschiedenen Gleichgewichts- 
zuständen ist blofs darin begründet, dafs die Reibung 24S in jedem auf 
eine andere Weise sich über die Zapfen und Zapfenlager vertheilt, und 
an den Grenzen, wo tange — t2u wird, liegt die Reibung entweder 
ganz in den Zapfen, oder ganz in den Zapfenlagern. Eine genaue Be- 
rücksichtigung der Art und Weise, wie die Beziehung der Winkel in 
dieser Auflósung festgesetzt worden ist, giebt zu erkennen, dafs wenn 
man sich so vor die Ebene, worin die wirkenden Kräfte liegen, sich hin- 
gestellt denkt, dafs die überwiegende Kraft P der schwächer wirkenden 
P' zur Rechten liegt, und nun den Gleichgewichtszustand in's Auge fafst, 
wobei die beiden Enden des Seils zur Linken von der durch ihren obersten 
Punct gehenden Verticallinie abweichen, und mit dieser einen Winkel machen, 
dessen Tangente = 2u ist, so ist auch tangg — 2u, d. h. der Druck S er- 
zeugt sich in einer mit den Enden des Seils parallelen Richtung, und die 
Reibung 24S liegt dann ganz und gar in dem Theile der Vorrichtung, durch 
den die Last Q mit der Rolle zusammenhängt; fafst man dagegen den Gleich- 
gewichtszustand in's Auge, wo die Enden des Seils zur Rechten von der 
durch ihren obersten Endpunct laufenden Verticallinie abweichen und mit 
dieser einen Winkel bilden, dessen Tangente = 2u ist, so ist in diesem 
Falle tang o — 0, d. h. der Druck S zwischen den Zapfen und ihren Lagern 
bildet sich in verticaler Richtung, und die dann horizontal wirkende Rei- 
bung 2uS hat jetzt ganz und gar ihren Sitz in der Rolle. Beziehen wir 
daher die jedesmalige Gleichgewichtslage der Vorrichtung auf die durch den 
Aufhängepunct der Enden des Seiles gehende Verticallinie und nennen Lage 
A jede nicht lothrechte, wobei das Ende des Seils, woran die grófsere Kraft 
P wirket, nach aufsen gekehrt ist, Lage B dagegen diejenige, wobei das- 
selbe Ende des Seils nach innen gekehrt ist, so hat sich aus der bisherigen 
Untersuchung ergeben: 

1. dafs mit der äufsersten Lage A ein verticaler Druck S und der Sitz 
der vollen Reibung 24S in der Rolle, verknüpft sei; 

2. dafs mit der äufsersten Lage B ein mit den Enden des Seils paralleler 
Druck S, und der Sitz der vollen Reibung 24S in dem mit der Rolle 
verbundenen Theile, woran die Last wirkt, verknüpft sei; 

3. endlich dafs, was bereits in der vorigen Aufgabe erwiesen worden 
ist, bei einer Lage, welche zwischen den äufsersien Lagen A und B 

Crelle’s Journal d. M. V. Bd. 1. Hft. 12 


90 3. Ohm, über Zapfenreibung. 


gerade das Mittel halt (d. h. wobei die Enden des Seils vertical herab- 
hängen), der Druck S sich in einer Richtung erzeugt, die mit der 
Verticallinie einen Winkel bildet, dessen Tangente — w ist, und dafs in 
diesem Falle die Reibung 24S sich in gleichen Theilen auf die Zapfen 
und deren Lager vertheilt. 

17) Aus Vorstehendem läfst sich nun leicht der Umfang ange- 
ben, innerhalb welches Veränderungen im Gleichgewichtszustande der losen 
Rolle eintreten kónnen, und zugleich die Function nachweisen, welche da- 
bei jedesmal die Reibung auf sich nimmt. Stellen wir uns nämlich die mit 
einer losen Rolle durch Zapfen und Zapfenlager verbundene Last frei schwe- 
bend und die ganze Vorrichtung in ihrem natürlichen Gleichgewichtszustande 
vor, wobei jedes Ende des Seils die halbe Last Q trägt, der Druck gegen 
Zapfen und Zapfenlager in verticaler Richtung geschieht, und die Reibung 
Null ist, weil sie durch keine Ursache zur Thatigkeit aufgefordert wird, 
und dafs z. B. dem unbefestigten Ende des Seils eine Überwucht von solcher 
Gröfse mitgetheilt werde, dafs zwar mit Zuziehung der Reibung dadurch 
noch kein Verschieben zwischen den Zapfen und ihren Lagern eintreten 
kann, aber doch die Reibung veranlalst wird, sich bis an ihr Maximum hinauf 
zu steigern; so wird die Reibung im ersten Augenblicke angewiesen, ihre 
ganze Thätigkeit blofs in die Rolle zu werfen, weil im ersten Augenblicke 1 
aller Trieb zur Bewegung blofs in der Rolle erweckt wird. Und weil 
überdies der Druck zwischen den Zapfen und ihren Lagern in verticaler 
Richtung geschieht, so wird die äulserste Lage A diejenige sein, welche 
unter solchen Umständen der ganzen Vorrichtung ihrer Natur nach zu- 
kommt. Auch wird in der That unter den obwaltenden Umständen die 
ganze Vorrichtung angetrieben werden, jene aufserste Lage A einzuneh- 
men, und sie müfste sich auch wirklich in Folge der in horizontaler 
Richtung auftretenden und nur nach jener Seite hinstrebenden Reibung 
in Bewegung setzen, um die entsprechende Stellung einzunehmen, wenn 
sich einer solchen Bewegung nicht die mit der losen Rolle stets verknüpfte 
pendelartige Beschaffenheit der ganzen Vorrichtung entgegensetzte. Durch 
die pendelartige Natur der ganzen Vorrichtung aber wird die gedachte Be- 
wegung blofs in ein Verrücken des Angriffspunctes und in eine damit ver- 
bundene Änderung in der Richtung des Druckes umgewandelt, so lange 
bis der in Aufgabe 3. abgehandelte Gleichgewichtszustand eingetreten ist; 
dann aber ist auch eine gleichfórmige Vertheilung der Reibung, welche im P 
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ersten Augenblicke blofs auf die Rolle sich hinzuwerfen gezwungen war, 
über die Zapfen und Zapfenlager bereits geschehen. Es ist übrigens leicht 
einzusehen, dafs bei einem plôtzlichen Eintritte der Überwucht, und noch 
mehr bei fortdauernder Veranlassung dazu, wie dies z. B. bei einem stetigen 
Heben der Last der Fall wäre, auch eine wirkliche Seitenbewegung be- 
ginnen, und im letztern Falle auch eine bleibende, der äufsersten Lage A 
mehr oder weniger sich annáhernde Stellung der ganzen Vorrichtung ein- 
treten müsse. Die Gröfse des Winkels @, unter welchem sich die ganze 
Vorrichtung bei einem ununterbrochenen, gleichfórmigen Heben der Last ein- 
stellt, hängt, wie man sogleich gewahr wird, nicht blofs von der Gröfse des 
Reibungscoéfficienten, sondern auch von der Geschwindigkeit, womit die Be- 
wegung geschieht, ab. Das Problem der losen Rolle ist nämlich im All- 
gemeinen, so lange der Winkel e noch unbestimmt bleibt, eine unbestimmte 
Aufgabe; diese Unbestimmtheit verschwindet jedoch, sobald das Problem 
nicht mehr zur Statik, sondern zur Mechanik gerechnet wird, weil dann die 
Art, wie sich die Reibung über beide Theile der Vorrichtung vertheilt, aus 
der Natur der die Bewegung bewirkenden Kräfte erkannt werden kann. 

Für den Fall, wo die Last Q an der losen Rolle durch Menschen, 
ruckweise in die Hóhe gezogen wird, ergeben sich noch aus obigen Be- 
irachtungen folgende besondere Bemerkungen. Wenn nach geschehenem 
ersten Zuge durch die Menschen die ganze Vorrichtung in eine Lage A, 
die mehr oder weniger der äufsersten Lage A sich annähern kann, ge- 
kommen ist, und nun nach aufgehobener Anziehung des Seils die ganze, 
Vorrichtung sich selber überlassen bleibt, so wird sie, gleich einem Pendel, 


wiewohl in verwickelterer Art, Schwingungen eingehen, und so lange sie 


sich selber überlassen bleibt, abwechselnd in Lagen A und in Lagen B 
kommen. Je nachdem nun der zweite Zug durch Menschen in einer oder 
in der andern von diesen Lagen geschieht, wird der Erfolg ein anderer sein 
Geschieht nàmlich der zweite Zug in dem Augenblicke, wo die Vorrichtung 
bei ihren Schwingungen ihre hóchste Lage À erreicht hat, so wird während 
des Zuges der Gang der Schwingungen verzógert, und zugleich die grófste 
Kraft zur Hervorbringung einer und derselben Hebgeschwindigkeit erfordert 


werden. Geschieht aber der zweite Zug in dem Augenblicke, wo die Vor- 


richtung während ihrer Schwingungen die hóchste Lage B erreicht hat, so 

ist an dieser Stelle zur Hervorbringung derselben Hebgschwindigkeit der 

geringste Kraft- Aufwand erforderlich; zugleich wird aber auch der Gang 
12* 
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der Schwingungen beschleunigt und ihr Umfang vergröfsert werden. Ge- 
schieht endlich der zweite Zug in dem Augenblicke, wo die Vorrichtung 
ihre natürliche Stellung eingenommen hat, in welcher nämlich die Seile ver- 
tical herabhängen, so ist zur Hervorbringung derselben Geschwindigkeit eine 
mittlere Kraft erforderlich, wie sie dem in Aufgabe 3. behandelten Gleich- 
gewichtszustande entspricht, und der Gang sowohl als der Umfang der 
Schwingungen wird dabei entweder aufgehoben oder erhöhet, je nachdem 
die Vorrichtung aus Lagen A oder aus Lagen B in die bezeichnete Stellung 
zur Zeit des zweiten Zuges gekommen war. 

Indem ich die Betrachtung der losen Rolle hier schon fallen lasse, 
geschieht es in der Hoffnung, dafs der blofse Versuch zu einer vollständi- 


gern Theorie der an dieser interessanten Vorrichtung sich zeigenden, mannig- 


faltigen Erscheinungen und zu einer gründlichern Bearbeitung des Gegen- 
standes Anlafs geben werde. 
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4. 

Recherches sur la figure et le mouvement d’une 
bulle d’air, dans un liquide de densité constante; 
question proposée par l'académie Royale de Bruxelles 

pour le concours de 1828. 


(Par Mr. Theremin, Capitaine du génie des voies de communications 
à Ircoutsk en Sibérie.) 


dere Partie. Recherches sur la figure de la bulle. 


P our déterminer la figure de la bulle, il faudrait pouvoir la considérer 
dans l'état de repos; or, cet état est impossible, si la bulle n'est pas ca- 
pillaire, car, la densité de l'air étant fort petite comparativement à celle 
de presque tous les liquides connus, la force qui tendra à faire monter 
la bulle, sera toujours plus grande que la cohésion des molécules liquides, 
à moins que les dimensions de la bulle n’exedent pas le rayon de la sphère 
d'activité de la force de cohésion. 

Pour pouvoir considérer la bulle dans l'état de repos, nous pouvons 
faire une hypothése, qui est d'ailleurs permise: c'est d'imaginer que le liquide 
soit lui méme en mouvement, et que ce mouvement soit égal et directement 
opposé à celui que la bulle aurait en montant dans le liquide librement en 
vertu de la différence de densité, et sans aucune vitesse initiale. Il est 
bien évident que cette hypothése ne change absolument rien à la figure de 
la bulle, et nous permet seulement de la considérer dans l'état de repos, ce 
qui facilite l'abord de la question. 

Cela posé, prenons pour plan de zy, le plan horizontal tangent à la 
partie inférieure de la bulle, et pour axe des ordonnées verticales, 3, l'axe 
de révolution de la bulle (car il est évident que la surface de la bulle sera 
de révolution), nommons h la hauteur du liquide au dessus du plan des cy, 
en un instant quelconque £, alors, la pression correspondante à une ordonnée z, 
sera, pour l'unité de surface: 

g.D.(h—z), 
g étant la pesanteur, et D représentant la densité du liquide. 


of 
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Si l’on nomme 0A un element de la surface de la bulle, ayant pour y : 


projection sur le plan horizontal le rectangle infiniment petit Ox. Oy; l'ex- 
pression de la pression du liquide sur cet élément sera: 

02.09.g.D.(h— a), 
que nous représenterons, pour abréger, par p. 

Supposons que la bulle à l'instant /, où nous la considérons, ait la 
figure qui lui convient pour l'état d'équilibre entre les pressions des élémens 
de sa surface, supposons dis-je pour un instant infiniment petit, que sa sur- 
face devienne solide, éxcepté en deux quelconques de ses élémens OA et 
OA’: il est bien évident que cette hypotèse ne change rien à la nature de 


la question, et que puisque la surface est celle qui convient à l'équilibre, cet 


équilibre devra continuer à subsister entre les pressions p et p' des deux 
élémens 0A et OA’, pour lesquels la surface ne se serait pas solidifiée. 

Pour exprimer l'équilibre entre les pressions p et p', le principe d'éga- 
lité de pression donnera: 


Quoique le principe d'égalité de pression ne soit vrai, que pour le 


cas où le fluide intérieur seroit non pesant, nous pouvons cependant en faire 


usage ici, puisque par l'hypotése du mouvement du liquide et du repos de 
la bulle, nous transmettons au liquide l'effet de la pesanteur de l'air de la 
bulle, et parconséquent nous pouvons pour un instant considérer la bulle 
comme non pesante. 

Si les deux élémens 0A et OA’ sont contigus, nous aurons: 

OA’ = 0A4- 0A, et de même la pression p' sera p' = p-F Op, 
valeurs qui étant mises dans l'équation (1.) donnent: 

pOA+p0'A = p0A+0p.04, 
ou simplement, en supprimant, pOA de part et d'autre: 
2, pO'A = Op.0A. 

Comme p et OA sont fonctions de 3, x, y, il s'en suit que l'équation 
(2.) exprime une propriété de la surface de la bulle, et peut servir consé- 
quemment à déterminer la nature de cette surface.  Observons avant tout 
que la surface de la bulle est fermée, et de révolution par rapport à l'axe 
de z, nous aurons pour l'expression de cette surface une équation de 
la forme: 


3 = BEF(y(z-—y). 
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B étant une constante, et F exprimant une fonction quelconque de y(x’+y’); 
or le signe supérieur appartient à l'ordonnée de le surface supérieure, et 
linférieur à la portion de surface, inférieure au plan horizontal 3 — B; il 
suit de ceci, que Oz aura aussi le double signe +, et parconséquent l'ac- 
croissement Op de la pression devra avoir aussi le double signe, puisque 
Op =—g.D.0x.0y.03, comme on peut facilement le déduire de l'ex- 
pression de p, avec la seule différence qu'il faut prendre le signe + pour 
la surface inférieure et le signe — pour la surface supérieure, quand il 
s’agit de l'accroissement Oz de l’ordonnee, et les signes en sens inverses 
pour l'accroissement Op de la pression; ainsi, l'équation (2.) 

p.O A = Op.0A 
est celle de la surface supérieure, et l'équation: 

3. p.O'AÀ = —0p.0A 

celle de la surface inférieure de la bulle. 

Examinons d'abord l'équation (3.); pour cela, faisant passer le second 
membre dans le premier, on aura évidemment l'expression de la différentielle 
du produit p. OA; or si 

O(p.0A) =0, on aura nécessairement p.0A = constante. 
Pour déterminer la constante, mettons au lieu de p, sa valeur Ox .0y.g. D(h—z) 
et au lieu de OA sa valeur connue Ox.0yy(1+q°+q"), q et q' exprimant 
ici les coëfficiens différentiels partiels de 3 pris par rapport à xv et à y, 
el on aura: 
Oa”. 0y^.g. D (h —5)y(1-- q--q^) = constante. 

Or, il est évident que pour le plan horizontal nous aurons à la fois Z — 0, 
g=0, 4'— 0, d'ou l'on tire: 

027.0 .g. Dh = constante, 
valeur qui étant mise dans l'équation ci dessus la change, en simplifiant, en 

(h —2)y(1-- qc q^) = h, 
que l'on peut mettre sous la forme: 
h— 5 1 


| INTE yore 
Or on sait que TG est l’expression du cosinus de l’angle que le 


plan tangent fait avec le plan des x, y, ou bien de l'angle que la normale 


^ . . Q , ee h—x . „+ 
fait avec l'axe des 3. Ainsi ce cosinus étant ici ——, il est évident que 


h 
l'équation (4.) représente une sphère de rayon P. 
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Pour intégrer l'équation (2.), c'est-à-dire celle de la surface supérieure, 
mettons pour p et OA leurs valeurs ci dessus, et pour 0°A la quantité: 
q0qd-q'Oq — ^ .— 
Y(1HH- 9°+ 97) sa 
nous aurons, après les réductions: 
(h —2)-(q9g-1-q 00) 
Y(14- q^ 0") 
or, si l'on multiplie chaque membre par 


— 0s. y(14- d 4-47); 

2 : 
GA + +) ? on aura en in- 
tegrant: 

+log(1+gQ+g”) = +log(h—z)’+ constante. 
Mais en nommant a la hauteur de la bulle au dessus du plan des zy, on 
aura à la fois pour ce point culminant: 3 — a, q— 0, g'=0, ainsi 
constante = —log(h—a)’, 
d'où, parconséquent: 
! h—2wN 
log (1--q'4-47) = log(7—), 
et enfin, en passant des logarithmes aux nombres: 
2 PAD M h—2\ 
Be (ite Minit anor were! 
pour l'équation différentielle de la surface supérieure de la bulle. 
Si l'on pose a la fois y =0 et = 5 =0, l'équation (5.) se ré- 


duira à celle de la génératrice plane sur le plan des xz; cette équa- 
tion sera: 


Oz” h—z\ 
di aras P Cay) 
qui nous conduit d'abord à une propriété trés remarquable de la surface. 


0% 
Pour le démontrer prenons d’abord pi? NOUS aurons: 


QS LE) 
Où?  (h—a) ? 
02^ \3 
. (ts) 
or, nous avons que le rayon de courbure a pour expression: nn 
5 
Oa? 


Im? 2 
donc, en mettant les valeurs de 1+ et de a dans o, on aura: 


@ = —(h—sy.(h—a). 
Mais si l’on observe que la pression P correspondante à la hauteur de 
liquide h—z a pour expression P=g.D(h—s), il viendra, en élimi- 
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nant (A—z) entre P et o, 


d de - ge ZUR 

ce qui.prouve que le rayon de courbure de la partie supérieure de la bulle 
est proportionnel à la seconde puissance de la pression exercée par le fluide 
sur la bulle, au point correspondant. Ce résultat est d'autant plus remarquable, 
que si l'on eut voulu déterminer la surface de la bulle suivant une hypothése, 
la seule hypothése permise eut été de supposer le rayon de courbure pro- 
portionnel à une puissance quelconque de la pression. 


En tirant Ox de l'équation (6.) et intégrant, il vient: 


2» = (h—a)log[?—5 + (25) — 1)] + Const 


or, si zr — 0, on a 3—a, donc O0 — constante, et 


9. £e = Goo [+ (G2) -1)] 
est l'équation de la génératrice plane de la surface supérieure, et pour avoir 
l'équation de la surface elle méme, il suffit de remplacer x par le radical 
Y(z’+y’). Quoique l'équation de la génératrice ne soit pas constructible, il 
est facile de voir que ce sera une courbe trés peu convexe, puisque le rayon 
de courbure est trés grand, et varie très peu d'un point à l'autre de la surface, 
à moins que h ne soit fort petit par rapport à a; on pourra méme remplacer 


+ 


‘par approximation la surface supérieure par une calotte sphérique dont le 


rayon o' serait moyen entre les rayons de courbure de tous les points de 
la surface; si l'on nomme z — k, la valeur de 3 pour le point où la géné- 
ratrice plane de la surface supérieure vient rencontrer le cercle générateur 
de la calotte inférieure, la valeur de 9 pour ce point sera: 


e = —(h—K) (h—a) 


mais comme X et a sont le plus souvent trés petits par rapport à k, il suit 


que cette valeur de o ne différera pas sensiblement de celle de o au point 
culminant, qui est 9 ——(h—a); donc le rayon o', qui sera compris entre 
ces deux valeurs, aura pour expression: g'— —(h—a) +0, Ó étant toujours 
une quantité fort petite. 

La bulle sera d'autant plus applattie que la hauteur h est plus grande, : 
et sa forme sera donc à très peu près celle d'une lentille dont les surfaces 
ou calottes sphériques auraient pour rayon h et (k—a)+0 9 étant fort petit; 
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on conçoit de ceci pourquoi les bulles, que l'on ne peut -guéres observer 
que près de la surface du liquide, paraissent presque toujours sphériques, 
puisque les quantités h et (h—a) deviennent d'autant plus petites, et par- 
conséquent les deux faces de la lentille plus convexes. 

La figure de la bulle, telle que nous venons de la déduire, ne peut 
jamais être observée dans la nature, à cause d'une foule de circonstances, 
dont les unes sont propres à altérer la figure de la bulle, et les autres propres 
à nous faire illusion sur la figure réelle; parmi les causes qui altérent la 
figure calculée de la bulle, il faut mettre en premier lieu la viscosité du 
liquide, que nous n'avons pas introduit dans le calcul, et qui augmente beau- 
coup la convexité; en effet, la viscosité augmente la cohésion des molécules 
liquides, et parconséquent les molécules qui forment une espéce d'enveloppe 
autour de la bulle, s'attirant avec d'autant plus de force que la cohésion est 
plus grande, il s'en suit que cette enveloppe céde alors moins facilement à 
la pression du liquide environnant, et tend à devenir un minimum, qui serait 
une surface sphérique, si la pression était nulle; ainsi donc il s'établit un 
équilibre entre la force de la cohésion et la pression, et alors la bulle prend 
une figure moyenne entre la sphère et la lentille calculée, et se rapproche 
successivement de l'une ou de l'autre, selon que le rapport de la pression à 
la cohésion augmente ou diminue; c'est pourquoi les bulles capillaires sont 
toujours sphériques, et méme on observe d'assez grandes bulles presque sphé- 
riques dans les liquides trés visqueux, surtout prés de la surface. Une autre 
cause, qui probablement influe aussi sur la figure de la bulle, et que nous 
avons supposé la vitesse initiale nulle, ce qui n'est pas le cas dans la nature, 
el ce qui ne peut être observé. 

Parmi les causes qui produisent illusion sur la figure observée, il faut 
placer d'abord la difficulté d'observer, pendant le temps très court que la 
bulle passe dans le plan horizontal ou se trouve l'oeuil de l'observateur; 2° 
que partout ailleurs que dans ce plan la bulle n'est vue qu'en perspective; et 
enfin 3° qu'il n'est gueres possible d'observer une bulle, que dans un vase 
de verre, parconséquent à une hauteur de liquide h assez petite, et outre 
les causes d'erreur déja citées s'ajoutent les illusions dues à la réfraction du 
liquide et à celles du verre. | 


2° Partie. Dans la premiere partie de mon mémoire j'ai déter- 
miné la figure que devrait avoir la bulle d'air, dans l'hypothése que la co- 
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hésion des molécules fluides n'eut aucune influence; mais, l'expérience ayant 
démontré que la convexité de la bulle était dans la nature beaucoup plus 
forte que celle que nous avons trouvé par le calcul, introduisons la cohésion 
dans nos formules, et voyons quelle sera l'influence de cette nouvelle force 
sur la forme de la bulle d'air. 

On doit considérer la cohésion comme une force constante c, qui unit 
entre elles les molécules liquides qui forment l'enveloppe de la bulle d'air, et 
parconséquent l'action de cette force est dirigée dans le plan tangent à la 
surface de la bulle; donc la force c pourra se décomposer en deux autres 
forces dont l'une sera verticale, et l'autre horizontale; or si nous nommons 
Os la distance de deux éléments infiniments voisins, de la surface, et dont 
Ox, Oy, Os sont les projections sur les axes, nous aurons: 


dem pour la composante verticale de c et 


C Euer pour la composante horizontale. 


Or, observons que les composantes horizontales de la cohésion pour tous les 
élémens d'un méme cercle, et parconséquent pour toute la surface, se font 
équilibre entr'elles, et indépendamment de la pression; donc nous n'aurons à 
considérer que l'effet de la seule composante verticale. Mais comme il est 


facile de voir que la composante = agit de bas en haut, tandis que la 


pression agit de haut en bas, il s'en suit que la quantité p dans l'équation 
1. pO&’A—OpoA = 0, 
deviendra: 
0% 
2. (dw.öyg.d.(h-3)-cdA.—): 


Pour traité plus facilement l'équation (1.) observons qu'en divisant par (Oa) | 
et changeant les signes il vient: 


Op.OA—p.O'A _ eh Bee 
TN SRE (37) = 
d’où il suit: 
Pise 
‘ads = popstar ies 


ou bien: 
Qa. Oy .g.d.(h —3) — e z—.0A 


DA — const. 


13 * 
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En mettant pour OA sa valeur 


QA = Oz. oy (1-25 Ecce ae). 


et en observant qu'on a à la fois 3 — a, RE 
vient: 


+ er 


gd(h—a) = constante. : 
En mettant. cette gets dans l'équation et réduisant, on obtient: 
PLU AGS VU NU eee ^ 
ETE 5s Cun i. 02° gd y(0Os + dy’ + Ox") 
DE suu 
pour l'équation différentielle de la surface supérieure de la bulle. 
Pour passer de l'équation de la surface à celle de la génératrice plane, 


il faut faire 3; — 0, et Üy — O dans l'équation (3.), et l'on trouve 


is (n’— m?) 03 Ar 
4. 0m EE QD (mih) ' 


faisant pour abréger (h—a) — et "im m. 


Observons qu'en faisant dans cette équation c — 0 (d’où m=O), on 
reirouve l'équation 


_ m'Os 
9 08 = Fay Gye) 


que nous avons déduit précédemment, en supposant nulle la cohésion. 
Observons encore que l'équation (4.) a au dénominateur un radical 
affecté du double signe +; mais il ne faut prendre que le signe supérieur 


+ pour lequel l'équation se réduit à zéro, quand on fait z — a, car alors 
2-9. L'autre signe apparlient à-une autre branche de la courbe, que 


nous n'avons pas besoin d'examiner. 

Sans intégrer l'équation (4.) il est facile de prouver que la convexité 
de la surface augmente par l'introduction de la quantité c; pour cela comparons 
A. tiré des équations (4.) et (5.), en supposant h, a, et z égaux dans les 
deux équations. 

De l'équation (4.) on tire: 

d E teres y Gao 
D per ceci em as —-1), 


de l’equation (5.) on tire: 


EE (Gap): 
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or il est facile de voir que d a à la fois: 


h — (h — 2)” (h — 3) 
(ler dita a er er E 


donc, il suit que pour des bus égales de 3, dans deux courbes pour les- 
quelles » et a sont les mêmes, on a: 


03 re) 
+ (6.) hab (7), 


ce qui prouve, que dans le cas de la cohésion, la courbe génératrice de la 
surface supérieure de la bulle est plus convexe, que quand on suppose nulle 
la cohésion du liquide. 

La cohésion c étant une force qui modifie l’action de la pression du 
fluide, nous pouvons la représenter par la pression d’une colonne fluide, dont 
nous nommerons h’ la hauteur, et alors on aura c=g.d.h', valeur qui donne 
à l'équation (4.) la forme suivante plus élégante: 

Bu ui eu fee (sah) 5 
4.70% — h' (kh — 2) -- (h — a)y|(k—2)’— ((h — a)* — &?)] 
On voit que cette équation est homogene, et qu'il n'y entre que les quan- 
tités constantes A, h’, a, qui sont linéaires; il faut seulement observer, que 


b. 


la quantité h se compose de deux parties, l'une que nous nommerons H, et 
qui sera la hauteur du liquide au dessus de la bulle, la seconde H', qui sera 
la hauteur du liquide qui représenterait la pression atmosphérique, car la bulle 
est aussi soumise à celte pression; donc l'équation (8.) deviendra: 
OI SEI de e Ui DUE QI UA Gat bon Ment Ds 
Os —— —h(H-EH'—3)-E(H-EH' —a) y [UI 4- H' —3)! — (H+ H' — a)! —h?)] 
' D'ailleurs il faut encore observer que la hauteur du liquide A' qui 


représente la cohésion, est une quantité fort grande, car on sait que la co- 
hésion est dans les corps solides une quantité infiniment grande par rapport 
à la pesanteur, et dans les liquides, quelque faible qu'elle soit, elle sera tou- 
jours représentée par une hauteur P tres grande. 

Nous ne nous arréterons pas à discuter l'équation de la génératrice 
de la surface inférieure de la bulle; il nous suffit de dire qu'elle ne sera 
pas un cercle, mais que sa convexité sera aussi plus, grande que celle du 
cercle trouvé dans la premiére partie de ces recherches, pour la génératrice 
de la surface inférieure. Il est donc demontré analytiquement, que l'effet de la 
cohésion des molécules liquides est d'augmenter la convexité de la bulle d'air. 


Sn 
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9. 
Barycentrische Lósung der Aufgabe des Herrn 
Th. Clausen in des IV. Bandes 4, Hefte, 
Seite 391. u. s. w. 


(Vom Herrn Prof. Móbius zu Leipzig.) 


W em von zwei Dreiecken das eine in, das andere um einen Kreis be- 
schrieben ist, und das erstere zugleich in das letztere eingeschrieben sein 
soll, so sieht man augenblicklich, dafs man zu den Spitzen des erstern die 
Berührungspuncte des letztern mit dem Kreise zu nehmen hat. Eine sehr in- 
teressante, von Herrn Clausen a. a. O. vorgelegte und gelósete Aufgabe 
entsteht aber, wenn umgekehrt gefordert wird, dafs die Spitzen des um den 
Kreis beschriebenen Dreiecks in den (verlängerten) Seiten des in ihn be- 
schriebenen liegen sollen. Im Gegenwärligen will ich diese Aufgabe auf 
Kegelschnitte überhaupt ausdehnen, uud zeigen, wie sie mit Hülfe der bary- 
centrischen Rechnung sich lósen läfst. | 

Sei ABC (Taf. I. Fig. 5.) ein in, und A'B'C' ein um einen Kegel- 
schnitt beschriebenes Dreieck, und letzteres zugleich in ersteres beschrieben, 
so dafs A’ in BC, B' in CA, C' in AB liegt. Weil der Kegelschnitt durch 
A, B, C gehen soll, so kann man seinen Ausdruck setzen: 


IL. fpA+gqB+hrC, wo 1) TUI Ep 
die Gleichung ist, welche zwischen den Veränderlichen des Ausdrucks be- 
stehen mufs. Und weil der Kegelschnitt die Seiten des Dreiecks A’ B’C' 
berühren soll, so mufs sein Ausdruck auch die Form haben: 
IL. ieA’+kyB'+lzC', wo 2) yetyy+yz = 0 
die Gleichung zwischen den Veränderlichen des Ausdrucks ist *). 


*) Setzt man nämlich I. und 1), weil es nur auf das gegenseitige Verhältnifs, 


nicht auf die absoluten Werthe von p, 9, r ankommt: 
1 1 
— LI U, — 

r 
‚so reducirt sich I. auf den Ausdruck I. im Barye. Cale. 8. 249. 
Eben so geht Il. in die Form I. §. 258. über, wenn man yz = v, yy = —1 und - 
damit yz = 1 — » setzt. 


— —1 und damit = =1-1, 


ome A Y cs Li dh UH EA o MPa FE ES EN ES ES E AES 
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Da ferner A’ in BC u. s. w. liegen soll, so setze man: 
iA’ = agB+aht, 
IIl. kB = bhC+b'fA, 
IC’ = cfA+c'yB, : 
wo a, a, b, .. . . noch zu bestimmende Coefficienten sind. Substituirt man 
hieraus die Werthe von A', B', C' in IL, und setzt der Kürze willen: 
3) b'y-ces—6£, cstar=n, a'x+by —<£6, 
so geht II. über in: 


IV. f§A+gnB+htC, 
und die hierdurch ausgedrückte Curve mufs mit dem Kegelschnitte I. identisch 
sein. Für einen gemeinschaftlichen Punct beider auf einerlei Fundamental- 


puncte bezogenen Curven I. und IV. verhält sich aber: 
doxes cto Red 

2% FE ne DEL Ha C 
4) REO, oder n£+65+ên = 0, 


p:q:r=$8:n:QC, also auch folglich 


wegen 1. Waren nun die Curven nicht identisch, so müfsten sich aus 4. 
in Verbindung mit 2., nachdem man in 4. für &, 7, ¢ aus 3. ihre Werthe, 
durch x, y, z ausgedrückt, gesetzt hat, die Verhältnifswerthe von a, y, 2 
für den oder die gemeinschafllichen Puncte beider Curven finden lassen. Da 
aber die Curven alle Puncte mit einander gemein haben sollen, so mufs die 
Gleichung 4. bestehen, was auch den Veränderlichen x, y, 3 für Werthe 
beigelegt werden, wenn nur damit immer auch die Gleichung 2. erfüllt wird. 
Nun giebt die Entwickelung von 4.: 
0 = aa'x+bc'ysz+c'a'sx+ ab xy 
+bb'y’+ beys +ca 3x +a'b'xy 
Fee s +b'c'y3+ ca zx + ab zy, 
und wenn man die Bedingungsgleichung 2. rational darstellt: 
O= zr-4y-2—2ys—25r—22y. 

Nach der bekannten Methode der Multiplicatoren addire man jetzt 
diese zwei Gleichungen, nachdem man vorher die letztere mit einem unbe- 
stimmten Coefficienten m multiplicirt hat, und setze hierauf die Coefficienten 
von x, y', #, ys, 3%, xy, jeden für sich, — 0. Hiermit erhält man: 

adt+m=0,  bc+bc'+b'c —2m, 
bb'+m—0, ca+cd+cad=?2m, 
cc+m=0, ab+ab'+a'b'=2m, 


104 5. Möbius, barycentrische Lösung der Aufgabe Band 4. S. 391. ce 


und wenn man die aus den drei erstern Gleichungen poena Werlhe von : 
a’, b', c' in den drei letztern substituirt: | 
(m—bcy — mb, (m—cay mc, (m—aby moe, 

also, wenn man m — w^ selzt: 

* — m —bc— tnb, m-—ca- tne, m-—ab- na, 
wo entweder zugleich die drei obern oder zugleich die drei untern Zeichen 
genommen werden müssen. Beides ist wegen der bleibenden Unbestimmtheit 
von n gleichgültig. Wollte man aber z. B. in der ersten Gleichung das 
untere, und in den beiden andern die obern Zeichen nehmen, so würde man 
a-— oo, b — —n, c — 0, folglich a — 0, b' =n, c = erhalten, und dadurch 
nach III. zu dem unstatthaften Resultate gelangen, dafs A’ und C' mit B 
zusammenfallen. Mit Annahme der obern Zeichen findet sich nun leicht: 


a=b=c=—t(i+y5)n, und damit 
poer c UO ol one S ORE n 22° A. 
go b tb ibus Tua (14 y5)n a, 
go My m ninys dtes ; 
wenn man „= Es = 7% d tn setzt 


Drückt man somit b, c, a’, 6’, c in Ill. insgesammt durch a aus, 
so kommt: , : 

iA’ = agB—vahC, : | 
V. (kB = ahC—vafA, 
| IC = afA—vagB, 
und hieraus weiter: kB'--viC —ahC—»v'agB. Bezeichnet man daher die 
Durchschnitte von B'C' mit BC, von C'A' mit CA, von A’B’ mit AB resp. 
durch J, K,.L, so ist: 


VI. [=kB'+vIC', und eben so K —IC Evi A, L-iAGEEEBS 
Nach diesen Vorbereitungen sei zuerst der Kegelschnitt und das um 
ihn beschriebene Dreieck A'B'C' gegeben, und werde das einzuschreibende 
ABC gesucht. Die damit zugleich gegebenen Berührungspuncte des Kegel- 
schnitts D'C', C'A', A'B' heifsen I', K', L', so hat man zufolge des Aus- 
drucks II. (Bar. Cale. §. 260.): 
VIL. I't& BC, K'=IC'+i4!, V=iA-+kB). 
Hiernach verhält sich BJ’: J'C' — /: k, und auf gleiche Art, wegen VL: 
BAC Ss VIER, 
folglich 
BITC —v.B'T':I'C' =(y5F1) BI: (y5 E 1)I'C', 


< 
e 
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und eben so | 
CRKA= 7 CK, KA, ALILB —vAW DB. 

Hiermit kann man die Puncte J, K, L finden, welche mit den gegen- 
überliegenden Spitzen A’, B’, C' verbunden, die Seiten des in den Kegel- 
schnitt einzuschreibenden Dreiecks ABC bestimmen. 

Wenn zweitens aus dem eingeschriebenen Dreieck ABC das um- 
schriebene A'B'C' gefunden werden soll, so lege man an den Kegelschnitt 
in A, B, C die Berührenden GH, HF, FG, so dafs FGH ein umschriebenes 
Dreieck ist; und ziehe die Geraden AF, BG, CH, welche BC, CA, AB resp. 
in F', @, H' schneiden. Vermöge des Ausdruckes I. ist alsdann: 

F = gB+hC-—fA, 
VI (G = hC+ fA—gB, 
H = fA+gB—hC 
(Bar. Calc. $. 268.), und daher gB+hC= dem Durchschnitte von BC mit 
AF = F', und eben so hC+fA=G', fA+gB=H'. Es verhält sich daher: 
BF': F'C = hig, 
und wegen V.: | 
BA': A'C 2 —vh:g, oder BA':CA' =vh:g, 
folglich 
BA':CA'—-v.BF':F'C -(y5 x1) BF':(y5 t 1)F'C, 
und eben so: 
CB': AB'—- v.CG':G'A, AC:BC'—v.AH':H'B. 

Mittelst dieser Proportionen kónnen also die in BC, CA, AB resp. 
liegenden Spitzen A’, B’, C' des umschriebenen Dreiecks gefunden werden. 

Übrigens hat jede dieser beiden Aufgaben zwei Auflösungen, wegen 
des zweideutigen Werthes von v, der durch die quadratische Gleichung: 
v°— 9v--1 — 0 gegeben ist. 

Zusätze. 1) Drückt man I’, K', L' in VII. mit Hilfe der Gleichungen 
V. durch A, B, C aus, so kommt: 

I = kB'+IC' = (4 —v)fA—vgb -- AC, 
K'=1C'+iA'= fAt+ (4 —v)gB —vÀC, 
L'= iA'+kB'= —vfA--gB-4- (1 —v)AC. 

Man multiplicire den Ausdruck für X’ mit v, und ziehe ihn von dem 
Ausdrucke für L' ab. Dies giebt: 

— 2vfA-- (d —v4-»)gB - (1 —v4- »?) AC, 


| Crelle's Journal d. M. V. Bd. 1. Hit. 14 
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welches daher der Ausdruck eines Punctes in der Linie K'L' sein mufs, und 

welcher sich, wegen v’= 3v—1, auf 
—2vfA--2vgB --2vhC = —fA+gB+hC=F 

(vergl. VIII.) reducir. Es liegen daher X’, L' mit F, und eben so L’, I’ mit 

G; I, K mit H in gerader Linie, wodurch folgender merkwürdige Satz 

entsteht : 

Wenn von zwei Dreiecken ABC und A'B'C' das erste in, 
das zweite um einen Kegelschnitt beschrieben ist, und zugleich 
die Spitzen des zweiten in den Seiten des ersten liegen, so 
stehen in derselben Beziehung zu einander das eingeschriebene 
Dreieck l'KL', dessen Spitzen die Berührungspuncte des um- 
schriebenen Dreiecks A'B'C sind, und das umschriebene Drei- 
eck FGH, dessen Seiten die an den Kegelschnitt in den Spitzen 
des eingeschriebenen Dreiecks ABC gezogenen Berührenden 
sind, indem auch hier die Spitzen von FGH in den Seiten von 
IK'L liegen. 

2) Die drei Geraden, welche die Spitzen eines um einen Kegel- 
schnitt beschriebenen Dreiecks mit den gegenüberliegenden Berührungspuncten 
verbinden, schneiden sich bekanntlich in einem Puncte.  Heifse P dieser 
Punct für das umschriebene Dreieck A'B'C', so ist P = íA' J- KB' --iC' (Bar. 
Calc. §. 260.) Setzt man ferner Q = /fA+gB+hC, so kommt, wenn davon 
die Ausdrücke für F, G, H in VIII. subtrahirt werden: 2fA, 2gB, 2hC; d.h. 
bei dem umschriebenen und den Kegelschnitt in A, B, C berührenden Drei- 
ecke FGH schneiden sich FA, GB, HC gemeinschaftlich in Q. 

Nun folgt durch Addition der Gleichungen V.: 

iA'+kB'4+IC'= a(1 —v)(fA--gB-F-hC), d. i. P zs Q; also: 

Die sechs Linien Al’, B'K', OL, FA, GB, HC schneiden sich 
in einem Puncte. 
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| 6. 
Beweis der Lehrsátze Band 2. Heft 3. Nr. 54. S. 287. 


(Von Herrn Felix Eberty zu Berlin.) 


MR Fattet man aus einem willkürlichen Puncte D (Taf. I. Fig. 7.) in 
der Ebene eines Dreiecks ABC, auf die Seiten des letzteren Lothe, Da, 
Db und De, nimmt in diesen Lothen drei beliebige Puncte a, b, c als 
Ecken eines andern Dreiecks abc an, und fället auf dessen Seiten aus den 
Ecken des gegebenen Dreiecks, in gehöriger Ordnung genommen, Lothe, 
Ad, Bd, Cd, so treffen diese einander allemal in irgend einem Puncte d,* 
und ferner: 

IL Nimmt man ähnlicher Weise ein drittes Dreieck an, a,b,c,, dessen 
Ecken in den nemlichen drei ersten Lothen liegen, so wird demselben auf 
gleiche Weise ein Punct d, entsprechen (L), und alsdann liegen die drei 
Durchschnittspuncte der drei Paar entsprechenden Seiten des zweiten Dreiecks 
mit denen des dritten, das heifst die Durchschnittspuncte @, /9' und y der 
Seitenpaare bc und b,c,, ca und c,a,, ab, und a,b, allemal in Einer Ge- 
raden, «by, und 

IIl. Diese Gerade ist allemal zu derjenigen Geraden dd,, welche 
durch die beiden genannten Puncte d und d, geht, senkrecht.“ 

An diese Lehrsátze schliefst sich noch folgender an: 

IV. Nimmt man in jeder von dreien sich in Einem Puncte schnei- 
denden Geraden (Fig. 8.) zwei beliebige Puncte an, und bezeichnet die in 
jeder derselben dem Durchschnittspuncte zunächst liegenden mit a, b und c, 
die andern drei mit a, b, und c,, so liegen die Durchschnittspuncte der Ver- 
bindungslinien ab, bc und ac, mit den Verbindungslinien a,b, b,c, und a,c;, 
d. h. die Puncte o, 9 und y allemal in einer Geraden. 

Beweis von I. Man beschreibe aus den Puncten A, B und C 
(Fig. 7.) drei Kreise, deren zwei immer die auf ihrer Axe senkrecht stehen- 
den Geraden Da, Db und Dc zu Linien der gleichen Potenzen haben, wel- 
ches auf folgende Art möglich ist. Man beschreibe um c mit einem be- 
liebigen Radius cx einen Kreis, lege sodann von À aus an denselben eine 

14* 
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Tangente Ac, und beschreibe mit Ax um A einen Kreis, desgleichen mit By 
(einer von B aus an den Kreis um c gezogenen Tangente) um B, sodann 
mit az (einer Tangente an den Kreis um B) einen Kreis um a, und zuletzt 
mit Ct (einer Tangente an den Kreis um a) einen Kreis um C, so sind die 
drei nun um À, B und C beschriebenen Kreise von der verlangten Art. 
Zu denen um A und B nemlich ist Dc, zu denen um B und C, Da, und 
also zu denen um A und C, Db die Linie der gleichen Potenzen. 
(S. die Abhandlungen des Herrn Steiner in diesem Journal, Band 2.) Also 
kann man auch aus b mit bm einen Kreis beschreiben, welcher die um A 
und C rechtwinklig schneidet (wie es schon vorher bei den Kreisen um c 
und a, in Bezug auf die um B und A, und die um C und B der Fall war). 
Der Kreis um C also wird, wie man sahe, von dem um a sowohl, als von 
dem um 5 rechtwinklig geschnitten, folglich liegt C in der Linie der gleichen 
Potenzen der Kreise um « und b, und zwar stellt demnach das von c auf 
ab gefällte Perpendikel (s. jene Abhandlungen) diese Linie der gleichen 
Potenzen dar. Auf dieselbe Weise folgt, dafs auch das von A auf cb ge- 
fällte Perpendikel zu den Kreisen um c und b, und das von B aus auf ac 
gefällte, für die Kreise um a und 5, Linien der gleichen Potenzen sind. Es 
sind also die drei Lothe Ad, Bd und Cd Linien der gleichen Potenzen zu je 
zweien von den drei Kreisen a, b und c; sie scheiden sich demnach (s. jene 
Abhandlungen) alle. drei in Einem Puncte; was zu beweisen war. 


Beweis von IL und III. d, also ist der Punct, welcher im Dreieck 


a,b,c, dem Puncte d im Dreieck abe entspricht. Die Seiten ab und a,b, 
schneiden sich in a, óc und b,c, in y und ac und ae, in /. Es ist zu be- 
weisen, dafs die Puncte «, f5 und y in einer geraden Linie liegen, welche 
mit der durch d und d, gezogenen einen rechten Winkel bildet. Man lege 
um d einen Kreis, welcher die um a, b und c rechtwinklig durchschneidet 
(welches angeht, weil in d die Linien der gleichen Potenzen für jene Kreise 
(um a, b und c) sich treffen), eben so aus d, einen Kreis, welcher die um 
a, b, und c, rechtwinklig durchschneidet (welches aus ganz ähnlichem Grunde 
möglich ist). ab ist die Linie der gleichen Potenzen für die Kreise um C 
und d (denn beide werden von denen um a und b rechtwinklig geschnitten); 
aus demselben Grunde ist auch a,b, die Linie der gleichen Potenzen für die 
Kreise um C und um d, Jeder Punct in der Linie ab hat also für die 
Kreise um C und d, jeder Punct in der Linie a,b, für die Kreise um C und 
d, gleiche Potenzen; folglich hat ihr Durchschnittspunct (@) auch für die 


W 
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Kreise um d und um d, gleiche Potenzen; es liegt also « in der Linie der 
gleichen Potenzen für die Kreise um d und um d,. Dasselbe ist auf dieselbe 
Weise von y und / zu beweisen. Es liegt also « sowohl als 9 und y in 
der Linie der gleichen Potenzen für die Kreise um d und um d,, alle drei 
also liegen in einer einzigen geraden Linie, und zwar (s. jene Abhandlungen) 
in einer geraden Linie, welche auf der durch d und d, gezogenen senk- 
recht steht; denn dd, ist die Axe der beiden um diese Puncte beschrie- 
benen Kreise. 

Beweis von IV. Mit wechselnder Gröfse der Kreise um A, B und 
C, welche ursprünglich ganz beliebig angenommen sind, wechseln auch die 
Grófsen der Winkel, unter welchen die drei Geraden aD, bD cD einander 
schneiden, und zwar bei allmäligem Wachsen oder Abnehmen jener Kreise, 
allmälig wachsend oder abnehmend. Da demnach diese Winkel jede móg- 
liche Grófse haben kónnen, so folgt unmittelbar, dafs die in den drei geraden 
Linien Da, Db und Dec beliebig angenommenen 6 Puncte, a, b, c und 
a,, bi, ©, auch in jeden andern drei sich in einem Puncte unter beliebigen 
Winkeln schneidenden Linien angenommen werden kónnen, so dafs die drei 
Puncte c, 5 und y immer in Einer Geraden liegen; was zu beweisen war. 

Auch die Umkehrung aller dieser Sätze làfst sich darthun. 
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T. 
Aufgaben und Lehrsätze, 


erstere aufzulösen, letztere zu beweisen; 


nebst anderen einzelnen Bemerkungen. 


1. Bemerkungen über die Definitionen der Ebene, in Beziehung 
auf die Äufserung über diesen Gegenstand im 4ten Bande 
dieses Journals S. 396. Nr. 2. 


Vicar man die Ebene wie folgt definirt : 

Sie ist diejenige Fläche, in welcher alle geraden Linien liegen, die 

mit einer und derselben geraden Linie, in einem und demselben Puncte, 

zu beiden Seiten gleiche Winkel machen.“ 
so läfst sich, wie es scheint, allerdings beweisen, dafs auch jede andere ge- 
rade Linie durch zwei Puncte in der Ebene, die nicht durch die feste Ge- 
rade geht, ganz in der Ebene liegt, ohne vorher, wie am angeführten Orte 
angenommen wird, den Beweis des Satzes, dafs Dreiecke mit den nemlichen 
Seiten congruent sind, unabhängig von der Definition der Ebene, nóthig zu 
haben, und zwar wie folgt. 

Wenn die in der Fläche des Papiers liegenden geraden Linien GC, 

KC, DC, FC u. s. w. (Taf. I. Fig. 9.) sámmtlich mit einer und derselben 
durch C gehenden geraden Linie C,CC, (C, stelle man sich über, und C, 
unter der Fläche des Papiers vor) zu beiden Seiten gleiche, also rechte 
Winkel machen, so ist die Fläche in welcher alle jene geraden Linien liegen, 
der Definition zufolge, eine Ebene. Wenn nun A und B zwei beliebige 
Puncte in dieser Ebene sind, so kommt es darauf an, zu beweisen, dafs eine 
gerade Linie durch A und B ganz in der Ebene liegt. Man nehme DC in 
der Geraden AC, gleich der längeren von den beiden Linien AC und BC, 
also gleich BC, so wird zuerst bewiesen werden, dafs eine gerade Linie 
durch D und B ganz in der Ebene liegt. Man mache in den Geraden ECB 
und DCF, EC — FC — DC — BC. Man mache ferner den Winkel GCD gleich 
dem Winkel GCE, so wird auch, wenn GCH gerade ist, BCH = FCH 
sein; denn die drei Winkel GCD, DCB und BCH sind zusammen zwei 
hechte, und die drei Winkel ECG, FCE und HCF ebenfalls, also ist 
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GCD+ DCB+ BCH = ECG -- FCE 4- HCF. Aber die Winkel GCD und GCE 
sind gleich, nach der Voraussetzung, und die Winkel ECF und DCB sind 
gleich, als Scheitelwinkel: also ist auch BCH — FCH. Nun drehe man die 
Ebene um die Gerade GH, bis CC, in CC, fällt, so wird nothwendig DC in 
EC, BC in FC, D in E und B in F fallen; denn die Winkel, welche DC 
und BC mit CC, machen, sind denen gleich, welche EC und FC mit CC, 
machen, und die Winkel DCG und BCH sind den Winkeln ECG und FCH 
gleich. Gesetzt nun, die gerade Linie durch D und B lage nicht ganz in 
der Ebene, sondern z. B. über ihr, so wird sie, nach EF gelangt, unter 
die Ebene fallen. Jetzt drehe man auch die Ebene, aus ihrer ursprünglichen 
Lage, um C,CC,, bis DC in FC fällt. Alsdann wird nothwendig BC in EC 
fallen, weil die Winkel FCE und DCB gleich sind. Die gerade Linie durch 
DB, nach FE gelangt, wird aber nun über der Ebene liegen. Einmal also 
würde eine gerade Linie durch E und F unter und das anderemal über 
der Ebene liegen kónnen, das heifst, es würden zwei verschiedene gerade 
Linien durch E und F Statt finden. Da dieses nicht möglich, vielmehr der 
Definition der geraden Linie entgegen ist, so kann eine gerade Linie durch 
D und B nicht über, und eben so auch nicht unter der Ebene, überhaupt 
also nicht aufser der Ebene liegen, sondern mufs ganz in die Ebene fallen. 

Nachdem dieses gezeigt worden, nehme man auf mehreren gera- 
den Linien durch C, auf der B entgegengesetzten Seite von DC, z. B. 
KC = MC = LC etc. — BC, so läfst sich von allen den geraden Linien BK, 
BM, BL eic., eben wie von BD, beweisen, dafs sie ganz in der Ebene 
liegen, das heifst, dafs sie alle die gerade Linie DC schneiden. Es folgt 
also, dafs alle gerade Linien durch B, die die Grade DC zwischen D und C 
schneiden, ganz in der Ebene liegen. Unter diesen Linien ist auch noth- 
wendig die Grade durch À und B, folglich liegt auch diese ganz in der 
Ebene; was zu beweisen war. 

Es folgt hier zugleich, dafs alle durch einen beliebigen Punct B 
einer durch C,CC, bestimmten Ebene und durch beliebige Puncte der Ebene 
gehende gerade Linien ganz in der Ebene liegen, und es ist nun ferner zu 
zeigen, dafs eine gerade Linie durch B, die auf zwei beliebigen ebenfalls 
durch B gehenden geraden Linien in der Ebene, z. B. auf DB und CB, 
senkrecht steht, auch mit allen anderen in der Ebene durch B gehenden 
geraden Linien rechte Winkek macht, und dann, dafs jene Linie B,BB, 
(B, liegt über, B, unter der Ebene) mit C,CC, parallel ist, welches auf die 
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gewöhnliche Weise geschehen kann, da man jetzt, nachdem die Eigenschaft 
der Ebene, dafs alle durch zwei ihrer Puncte gehende gerade Linien ganz 
in ihr liegen, bewiesen worden, die nóthigen Sätze von den Dreiecken zu 
Hülfe nehmen kann. 

Unter solchen Umständen scheint die obige Definition der Ebene allen 
Erfordernissen zu genügen. Sie müfste nothwendig der Planimetrie vorher- 
gehen, denn man kann nicht mit Grund eher Figuren in der Ebene abhandeln, 
ehe man nicht den Begriff der Ebene festgestellt und diejenigen ihrer Eigen- 
schaften, die bei ebenen Figuren vorausgesetzt werden, erkannt und nachge- 
wiesen hat, wie z. B aus der der Aufserung am angeführten Orte vorher- 
gehenden Bemerkung No. 1. zu sehen. 


2. Lehrsatz, zu beweisen. 
(Vom Herrn Prof. Unger zu Erfurt.) 
Wenn ve und 3 ganze Zahlen bezeichnen, so geben die Ausdrücke 
A= 2(ec/—1)(2--1), B-—2(ve--1)(8—1) und C= (e--3) (es —1) 
ganze rationale Zahlen für die drei Seiten eines nur in besonderen Fällen 
rechiwinkligen Dreiecks, von welchen die Fläche F und die Radien À und r 
der um- und eingeschriebenen Kreise ebenfalls ganze rationale Zahlen sind. 
Es ist nemlich 
F = A(ve^—1)(z—1)(e4-3)(vs —1), R — (v’+1)(2°+1) und 
r = 2(v —1)(s—1)(v-F 2). 

3. Aufgabe. Wenn sich eine Ebene um eine gerade Linie in ihr 
dreht, so beschreibt eine andere gerade Linie in der bewegten Ebene, wenn 
sie mit der festen Axe einen unveránderlichen Winkel macht, eine Kegel- 
fläche, und ein fester Punct in der bewegten Linie eine Kreislinie. Ist der 
unveränderliche Winkel ein rechter, so geht die Kegelfläche in einen ebenen 
Kreis über. 

Nun nehme man an, der Winkel, welchen die Linie in der bewegten 
Ebene mit der Axe macht, sei nicht unveränderlich, sondern z. B. immer 
dem Winkel, durch welchen sich die Ebene gedreht hat oder einem constan- 
ien Theile desselben gleich. Es fragt sich, welche Fläche alsdann die Linie 
in der bewegten Ebene, und welche Curve ein fester Punct der Linie be- 
Schreiben werde. 

4. Aufgabe. Zwei gegebene Flüchen schneiden einander. Man 
soll die Flächen finden, in welchen alle Normalen auf die eine und die an- 
dere gegebene Fläche, die durch ihren Durchschnitt gehen, liegen; desgleichen 
die Bedingungen, unter welchen die geometrischen Orte der Normalen, wenn 
sie sich auf die Durchschnitte zweier parallelen gegebenen Flächen mit 
einer dritten gegebenen Flache beziehen, parallele Flächen sind. 

9. Aufgabe. Welche Form mufs ein schwerer Kórper von gege- 
bener Oberfláche und gegebenem Inhalt und mit ebener, kreisfórmiger Grund- 
fläche haben, wenn, seine Grundfläche auf eine wagerechte Ebene gestellt, 
das Moment seiner Stabilität ein Maximum sein soll? 
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8. 


Kurze Darstellung der Haupt- Eigenschaften eines 
Systems von Linsengläsern. 
(Vom Herrn Prof. 4. F. Mobius zu Leipzig.) 


Unter den Haupt- Eigenschaften eines Systems von Linsengläsern wer- 
den bier diejenigen verstanden, welche einem solchen Systeme, abgese- 
hen von den Abweichungen wegen der Kugelgestalt und der Farbenzer- 
streuung, zukommen. Schon früher hatte ich mit diesem interessanten 
Gegenstande mich zu beschüftigen angefangen, als ich eine Abhandlung 
darüber von Gabrio Piola in den „Mailänder Ephemeriden für 1822: 
Sulla Teorica dei Cannocchiali, kennen lernte, wozu der Verfasser, wie 
er im Eingange bemerkt, durch das Studium zweier Abhandlungen ähn- 
lichen Inhalts von Lagrange in den ,, Berliner Memoiren für 1778 und 
1803" veranlafst worden war, und wovon sich sein Aufsatz hauptsäch- 
lich dadurch unterscheidet, dafs er die durch Lagrange's Calcul er- 
haltenen Gleichungen als lineare Gleichungen mit endlichen Differenzen 
behandelt und dadurch zu einer nicht geringen Anzahl neuer Relationen 
geführt wird. Durch Lesung dieser Abhandlung von Piola, mit den 
von Lagrange angewendeten Methoden und mit den von Piola fortge- 
setzten Untersuchungen bekannt gemacht, gelang es mir nun leicht, den 
von mir früher gefundenen Resultaten eine allgemeinere und einfachere 
Form zu geben, unter der ich sie im vorliegenden Aufsatze mitzuthei- 
len mir erlaube. Es werden darin zuerst aus der bekannten Formel für 
eine einfache Linse die allgemeinen, für ein beliebiges System von Gla- 
sern geltenden Gleichungen durch Bildung eines Kettenbruchs und durch 
Benutzung der bekannten, den Kettenbrüchen zukommenden Eigenschaf- 
ten hergeleitet; eine Herleitung, welche neu sein und durch ihre Ein- 
fachheit sich vielleicht empfehlen dürfte. Mit Hülfe der erhaltenen Re- 
lationen werden sodann mehrere, mir neu scheinende Vergleichungen 
zwischen einfachen Linsen und daraus zusammengesetzten Systemen an- 
gestellt, wonach die Erscheinungen bei letztern sich ganz nach den bei 
erstern Statt findenden Gesetzen richten. Den Fernrohren, als einer 
Crelle's Journal. d. M. V. Bd. 2 Hft. 15 
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merkwürdigen, speciellen Art von Linsensystemen, ist zum Schlusse ein 
besonderer Abschnitt gewidmet. 

Figuren beizufügen, habe ich nicht für nöthig erachtet, obgleich 
sehr oft Buchstaben zur Bezeichnung einzelner Puncte angewendet wor. 
den sind. In dieser Hinsieht erinnere ich nur noch, dafs durchgehends 
beim Ausdruck einer Linie, durch die zwei an ihre Endpuncte gesetzte 
Buchstaben, die Aufeinanderfolge dieser Buchstaben mit berücksichtigt 
werden mufs, so dafs, wenn 4, B, €, . . . . beliebig in einer Geraden 
gelegene Puncte sind, man stets pur. yn AB + BC = = 4B— CB 
— AC, u. s. w. hat. 


$. 1. Man denke sich ein System von a Linsengläsern, deren 
Axen in eine und dieselbe Gerade fallen. Das Glas, auf welches das 
Licht zuerst trifft, heifse das erste; das unmittelbar folgende, das zweite; 
u. $. w., und nach dieser Ordnung seien P,, P,, P,, .... P, die in der 
gemeinschaftlichen Áxe liegenden Mittelpuncte der Gläser. 
Sei ferner 4 der Vereinigungspunct der auf das erste Glas fallen- 
den Strahlen, die, nachdem A vor oder hinter dem Glase liegt, von A 
wirklich ausgehen, oder so das Glas treffen, dals sie ohne den Dazwi- 
schentritt desselben sich in 4 vereinigen würden. Nach ihrer Brechung 
durch das erste Glas sei 4, ihr Vereinigungspunct, so dafs sie entwe- 
der nach A, zu wirklich convergiren, oder so divergiren, als ob sie 
von einem vor dem Glase gelegenen Puncte 4, herkämen. Auf gleiche 
Art seien A,, 4,,.... 4, die Vereinigungspuncte der Strahlen nach 
ihrer Brechung durch das zweite, dritte, .... nte Glas. Übrigens 
wollen wir für den Anfang den Punct 4 und damit auch alle übrigen 
Ay... A, in der Axe selbst liegend annehmen. 
Die hierbei zu lösende Aufgabe ist nun folgende: 
Das System der Gläser, d. h. ihre gegenseitigen Abstände und ihre 
Brennweiten sind gegeben. Es soll für einen beliebig in der Axe 
angenommenen Ort des Vereinigungspunctes 4 der auf das erste 
Glas fallenden Strahlen, der Ort der Vereinigung A, nach ihrer 
Brechung durch das letzte Glas gefunden werden. 
9. 2. Man setze die Abstände der Glaser von einander: 
PLE PE =h, .... P,,P, = RE 
die reciproken Werthe ihrer Brennweiten, positiv bei erhabenen Gläsern, 
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negativ bei hohlen: 


| 81» G29 839 * *-* * En 
Endlich sei: 

ee Oe uH EE AB e. 

PA ep oft bh suu BA, 
welche Linien positiv oder negativ zu nehmen sind, je nachdem in ihren 
Ausdrücken die Aufeinanderfolge der zwei ihre Endpuncte bezeichnenden 
Buchstaben (wie P, auf A, folgend, in dem Ausdrucke .4, P, — o,), mit 
der Richtung des Lichts übereinstimmt, oder ihr enigegengesetzt ist. 
Hiernach sind A, À, - . . . An, insgesammt positiv. 

Um nun, wie es die Aufgabe fordert, aus den gegebenen A,, 5, .... 

und £,, £2> « + . » für ein beliebiges e, das zugehörige 5, zu finden, hat 
man die Gleichungen aufzulösen: 


1 1 

TER = $1 

4 4 b+ a, = h, 
ms. = $5 

4 4 b, +a, = hy. 
eu, E 

; 2 bt u T A, 
gib. Teen 


von denen die Gleichungen zur rechten von selbst einleuchten die lin. 
ker Hand stehenden aber aus den Elementen der Dioptrik bekannt sind. 
- Mittelst eines beliebig gegebenen a, kann man daraus nach und nach 
b,, Gey day 04, das - = = + D, 0, undrdamit endlich 5, selbst berechnen. 
Da aber diese ziemlich weitläufige Rechnung für jeden anders gewähl- 
ten Werth von a, wiederholt werden. müfste, und gleichwohl, im Ailge- 
meinen wenigstens, die Werthe von 5,, &,, dx, . . . . a, nicht weiter zu 
wissen verlangt werden, so wollen wir durch Elirnination dieser Grofsen 
eine Gleichung zwischen c, und 4, unmittelbar abzuleiten suchen. 
$ 3. Aus den obigen Gleichungen folgt: 
1 


I 


1? 
Gl um 
a 
M eed EE MY 
ue. Arango addi ye 
6:77, 62 h, —b, 2 nies ^ 
denn 
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£z a; 


u. s w. Aus der Natur der Kettenbrüche erhellet aber leicht, dafs, wenn 
man aus den Elementen a, b, c, d, .... die Zusammensetzungen bildet ; 
[a,b] = a5 — 1, 
Le, 5, c] = [c ble — a, 
[e, 5, c, d] = [e, 5, c] d — [e, 5], 
(a, 5, c, d, e] = [e, b,c, d] e — [a,b,c], u. s. w. 
und eben so [5, c] = bc—1, [5,c, d] — [5,c] d — b, u. s. w. setzt, der Ket- 


" 1 aae [2, €, eee kj * 
tenoruch au : = KARIN 1st. 
b 
e— etc, 
dt 
k 


Auch besitzen diese Ausdrücke die nicht schwer zu erweisenden 
Eigenschaften, dafs 
[a, 5, . ... 1] [b,.... é, 5] — [0 5,-... 2, E] [5 .... 7] =4 
und dafs Ce TER DPA 
so dafs die Elemente, ohne den Werth des Ausdruckes zu veründerm,. 
auch in umgekehrter Folge genommen werden können *). 
Hiernach ist nun: 


pe duas ie las toe t s 
: Lg: , 41]? ei (82, Ars 8:5 ai] 
b = [2,825 ^15 £15 21] 


—— [85523825 15815 21]* 
und überhaupt: | 
iq [hui Baars Pin» * «P3585. Gr] 
IS lg, 0a, Eni, ee his 825@x] 
— LET Ed LE TERRE 
[gn A5 «Pa 8ilax — [855 Ita e. Pa] 
Gr. [gr 3. «+ An-ı]aı — oe ++ Aner) 
ee ARPREESBEUGS T 


*) Vergl, Euler Specimen algorithmi singalaris in Nov. Comment. Potrop. Tom. IX. 
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. Setzt man daher, um die Lagrangesche Bezeichnungs-Art bei- 
zuhehalten : 
ES LA = Hi, — [fgg eo ee hay] = D; 
: [8.5 85] -—, —[4,....g;,] == J, 
so wird: Pi soit Haast La 
Fe Mya o, + Nr" 
wonach man, wenn einmal die vier, blofs von der Structur des Linsen- 
systems abhängigen Grofsen H,, .... IV,,, berechnet sind, für jedes 
gegebene a, das zugehörige 5, leicht finden kann. 

9. 4. Die Berechnung der vier Grofsen H,, . . . . Nyy, láfst sich 
auf verschiedene Arten anstellen, von denen folgende zwei die vorzüg- 
pm sein möchten. Man hat: 

Hia = le,-- hi ay Biy hj) == [£15 * +.» hia, Shi [nr hi], 
d. i. i = = h; Mn — H;, 
und eben so ergiebt sich: 

i+1 == h IN, Li, 
Mu = g Hi —M,, 
Mu = £i L; — Ni. 
Hiernach ist bei einem System ven 2 Gläsern: 
H, = (¢.,4] = 8,1, L z-—[Rh])e-—, 
M,= g:H,—M,, wo M,= [5] = £» 
IV, eee (2, , £l —1— hy 803 
bei einem System von 3 Gläsern: 
H, = h, M, — H,, L, C h, IN, — Li, 
M, = ¢,H,—M,, M = 831.3 — Is; 

u s w. Noch bemerke man, dafs nach diesen Formeln rückwärts. 
H = AN, —H,-— 1, M, = ¢,H,—M, = 0, 
V=gl-N = —1, L, =AN —L, = 0, 

| JV, = g, L,— IV, — 1 sich findet. 

§. 5. Eine andere Methode, die Werthe von H, .... N zu be- 
rechnen, und welche Piola in der Eingangs erwühnten Abhandlung, 
wiewohl auf andere Weise, als es jetzt geschehen soll, entwickelt, be- 
steht in Folgendem. Es ist: 

Hi, = (hi, Bis Pia 125 I, &i 
— [his Gi, 21] ‚li, hii, +++ 82] p! mm Ay, 81) TED 81] E 
; [855 -- 81] [5i5.,... 81] Las, £1] 61 
= Clty £y £9) (City Minas e en (Ray Pas ge) ny Bx) Bs 
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wenn man den Bruch SPON. a (a,b, c,.... £) setzt. Nach $. 3. 
ist aber dieser Bruch dem Kettenbruche a 1 gleich; folglich: 


b ——— 
6€ — etc. 


1 ka . n 
rose und hiernach lassen sich die Factoren, 
u un 


aus welchen wir H; zusammengesetzt dargestellt haben, ein jeder aus 
dem nächstvorhergehenden sehr leicht berechnen, nämlich: 
1 
(hy gi) = ge 
Setzt man daher. 


(o,b,0,....k)=a— 


1 
3 (1,4 19 ues am 8a (h, > Bx (has 82)? Ue S. W. 


À,— =a, £.— +", h, — +=; =, u. S. Wey 
so wird H,=ag, A H,=yPası, u. 5. We 
Mit Weglassung = ersten Factors von Hj, erhält man M;,,, 
und daher ist M, — g,, M,-— ag, M —0yBag,, us. we 
Auf ähnliche Art ergiebt sich — V, — uA4,, — N, =rveh,, u s. Ww» 
—L=h, —L,=vph,, —L,=ervph,, u 5 we 


1 1 1 > 
wenn g,—g--—H,; h, Rog pea Vy $3—— -—— T, U. 5. W. gesetzt wird. 


§. 6. Statt, wie bisher, den Vereinigungspunot der Strahlen vor 
. der Brechung durch das erste Glas, in die Axe selbst fallen zu lassen, 
wollen wir ihn jetzt aufserhalb der Axe annehmen und ihn mit C be- 
zeichnen. Mit ihm werden auch alle übrigen Vereinigungspuncte, welche 
der Reihe nach C,, C,, . . . . C, heifsen, aufserhalb der Axe sein, und 
zwar so, dafs C und €, mit P,; C, und C, mit P,, u. s. w. in einer Ge- 
raden liegen (nach dem aus der Dioptrik bekannten Satze, dafs Ob- 
ject, Bild und Mittelpunct der Linse immer in einer Geraden enthalten 
sind) Nehmen wir ferner an, dafs C mit 4 gleich weit von der ersten 
Liinse entfernt ist, dafs also 4C auf der Axe perpendicular steht, so wer- 
den auch 4, C,, 4,C, u. s. w. perpendicular auf der Axe sein. Heifsen 
diese Perpendikel AC, 4,C,,.... 4,C, resp. c, 6, ©, ++. c,. Sie 
sind insgesammt in einer durch die Axe gehenden Ebene enthalten, und 
positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem sie in dieser Ebene auf der 
einen oder andern Seite der Axe liegen. 

Zur vollstándigen Lósung der Aufgabe, wie aus dem durch a und 
c bestimmten Orte von C der durch 5, und c, bestimmte Ort von C, 
(oder, was dasselbe ist, aus dem Ort und der Gröfse des Objects 4C der 
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Ort und die Grófse des durch alle Gläser gemachten Bildes 4, C,) ge- 
funden werden kann, hierzu ist nur noch übrig, die Abhängigkeit des 
€, Von 2, und c zu zeigen, indem wir die Relation zwischen a, und 6, 
schon kennen gelernt haben, 

$ 7. Weil 4C, A,C, mit einander parallel sind, und AA,, CC, 
sich in P, schneiden, so verhält sich AU: 4, C,= AP,: A P,= AP, : — P, t, 
d.i. c:,=a,:—b,, und eben so c,:c, = @,:—,, u.s, w., und man be- 
kommt durch Zusammensetzung aller dieser 2 Verhältnisse: 


C a} as LEE an 
— — (== 1)’ 2" 
Cn b, n eoe@ee br 


Es ist aber allgemein 
— Ha, +L; 
M Wis apie, OS) 


folglich ; 
(hi Mi, — Hi) a, + hi Nip — Li Hit: a; + Li ; 
RE fay ho Ni FE ore rg 
hu t 4 Mina; + Nia Mi, a, + Nip N 4) 
und eben so Hia, + Li 
— 1 : i 


4 Math? 


e _ Mina, + Nip 
TA Mia, +N; : 


ae,  M,a,+N; 
bia a, Mia; + Nj-1’ 


folglich 


und eben so 


u. s w., folglich 


di Ai-ı a, __ Misra, +Nin __ Ma EN 
DT 1 Uri? 


Bibi IET E M,a,+N, 
weil M,=0 und N = 1,($. 4). Hiernach wird: 
(Co. 
t 


— Mana + Nr’ 

wodurch man, wenn schon wegen 5, der Nenner dieses Ausdruckes be- 
rechnet worden, den Werth von c, sogleich erhält, und welcher, je nach- 
dem er positiv oder negativ ist, ein aufrechtes oder verkehries Bild zu 
erkennen giebt. 

§. 6. Wiewohl die Bestimmung des Ortes und der Grofse des 
Bildes aus dem Orte und der Gröfse des Objects bei einem aus mehreren 
Gläsern bestehenden Systeme ungleich zusammengesetzter als bei einem 
einfachen Glase ist, so lassen sich doch zwischen den Erscheinungen bei 
Einem Glase und denen bei der.Verbindung mehrerer, einige sehr merk- 
würdige Analogieen aufstellen, wodurch man die bei einem solchen Sy- 
steme statt habenden Gesetze sehr leicht übersehen kann. 
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Sei P der Mittelpunct eines Linsenglases, und in der Axe desseL 
ben 4 der Ort des Objects, B der Ort des Bildes; sei ferner 4P=a, 
PB = b, die Brennweite des Glases =f, so ist 


igi = 3 oder (a--5)f = ab, oder (a—f)(b—f) =f, 


und a:b = dem Verhiltnifs zwischen den Durchmessern von Object und 
Bild. — Man setze nun 
a=a+f, à = p 
so kommt nach Elimination von ¢ und 5; 
eB=f und eB=af=f:P=yYa:YP. 

Man bestimme demnach in der Axe zwei Puncte F und G so, 
dafs FP — PG — f, dafs also F und G die beiden Brennpuncte sind, und 
zwar F auf der das Licht empfangenden oder vordern Seite der Linse, 
und G auf der hintern Seite liegt, oder umgekehrt, je nachdem f positiv 
oder negativ, d. i. die Linse erhaben oder hohl ist. Alsdann ist 

AF = AP — FP — a—f=u und GB == PB— PG =b—f=8, 
mithin 4F.GB=f* und AP:PB=AF:FP=PG: GB —y (AP):y (GB). 
Nennt man daher (weil für 4F — 0, GB — oo und für GB — o, 
AF = oo wird), den Ort 7, wo das Object sich befinden muls, wenn 
das Bild unendlich entfernt seyn soll, den ersten Brennpunct, und 
den Ort G des Bildes, wenn das Object unendlich entfernt ist, den zwei- 
ten Brennpunct, so kann man die gefundenen Formeln in folgendem 
Satze aussprechen. 

Die mittlere Proportionallinie zwischen dem Abstande 
des Objects vom ersten und dem Abstande des Bildes vom 
zweiten Brennpuncte ist der Brennweite gleich. Dabei liegt, 
weil 4F und GB zugleich positiv oder zugleich negativ sein müssen, 
das Bild rechts vom zweiten Brennpuncte, wenn das Object 
links vom ersten absteht, und umgekehrt. Auch verhalten 
sich die Durchmesser von Object und Bild wie die Qua- 
dratwurzeln aus diesen Abständen. 


6. 9. Dieser Satz läfst sich nun Wort für Wort auch auf jedes 
aus mehrern Gläsern bestehende System anwenden. Um dieses zu zei- 
gen, wollen wir für's Erste die in $. 3. erhaltene Relation zwischen c, 
und 5, auf die Form «af = f? zu bringen suchen. Sei zu dem Ende 


v, — pda, b, = 946, 
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wo « und 5, eben so wie a, und b,, mit dem Orte des Objects und Bil- 
des veränderlich, p und q von der Structur des Systems abhängige und 
daher constante Gröfsen seyn sollen.  Substituirt man diese Werthe für 
a, und b, in der gedachten Relation: 

M, ,,a,5, — H,a,-- N,, b, = L 


n? 


so kommt: 
M, 4.0/3 + a41Q — H,)o-- CM. up Naa)p = in Li. M, pq-F H,p— N34. 
Man bestimme demnaeh p und q so, dass 
M, p N,,,—0 und M,,1q— H, = 9, 
so zieht sich unsere Gleichung zusammen in: 
1 neg = L,+ H,p, 
und wird nach Elimination von p: 
| M, ep = L, M, —H,N, 4: 
er a eight Myths Dey ie as 9.) 
=ider($.15;), Oder. aß”, 


wenn = =f gesetzt wird.  Bezeichnen daher, wie in $. 1., P, und P, 


die Mittelpunete des ersten und letzten Glases, und macht man in der Axe 


FP, = p = 5, Do E Ru 
so wird AF — AP,—FP,—a,—p—oe, GA, — P,A,—P, MS ag (8p tole 
lich AF.GA, — f^. Nennt man also wiederum F und G, als diejenigen 
zwei Puncte, in deren erstem das Object, im zweiten das Bild sich be- 
findet, wenn das andere von beiden unendlich entfernt ist, den ersten 
und zweiten Brennpunct, so ist auch bei jedem System von 
Gläsern die mittlere Proportionallinie zwischen den Abstän- 
den des Objects und Bildes vom ersten und zweiten Brenn- 
punct von constanter Lünge — f, die man, analog dem Vorigen, die 
Brennweite des Systems nennen kann, und deren reciproker Werth 
ESTA A yg] ist. 
Was ferner das Verhältniss zwischen den Durchmessern des Objects 
und des Bildes anlangt, so ist dieses ($. 7.): 
ss (B-D $c On UMEUT TN: 1 
M, s(o + p) NG 1 

= M,.,0:1, wegen M,,;p+N,,: = 0, 

= eif fıß = Ya:yß 
= y(AF):y(GA,), eben so wie im vorigen $. bei der einfachen Linse. 
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Man kann sich naeh diesen Formeln leieht eine übersichtliche 
Vorstellung verschaffen von dem Gange des Bildes und der Veränderung 
seiner Grösse, während das Object längs der Axe hin bewegt wird. 
Heissen X und Y zwei unendlich entfernte Puncte der Axe, X nach der 
Seite zu liegend, von welcher das Licht herkommt, Y nach der Seite 
zu, nach welcher es hingeht. Ist nun das Object A in X, so befindet 
sich das Bild B (statt A,) in G und ist unendlich kein. Wird hierauf 
A von X nach F bewegt, so geht B mit immer wachsender Geschwin- 
digkeit und wachsendem Durchmesser von G nach Y, wo es unendlich 
gross wird. Es macht darauf B einen Sprung durch das Unendliche von 
Y nach X, verkehrt dabei seine Lage und geht mit abnehmender Ge- 
schwindigkeit und abnehmendem Durchmesser von X nach G zurück, während 
A von F nach Y fortgeführt wird. 

Allerdings ist der bei weitem grósste Theil des letztern Weges 
von A, wo A hinter dem ersten Glase sich befindet (aueh wohl ein 
Theil des erstern Weges von A, wenn F hinter dem ersten Glase liegt), 
nicht unmittelbar móglich, weil die von A herkommenden Strahlen in 
der Richtung von X nach Y zunächst das erste Glas treffen sollen. Man 
sieht aber von selbst, dass man, um dieser scheinbaren Unmöglichkeit zu 
begegnen, nur die Strahlen des vor das erste Glas gestellten Objeets, mit- 
telst anderer Glüser oder auch Spiegel, convergirend auffallen lassen darf, 
welche Strahlen erst hinter dem ersten Glase zu einem die Stelle des 
Objeets nunmehr vertretenden Bilde sich vereinigen würden. Übrigens 
bemerke man noch das aus dem Vorigen leicht abzunehmende allgemeine 
Gesetz, dass die Bewegung von Object und Bild lings der Axe immer nach 
einerlei Richtung geschieht. 

$. 10. Ausser den zwei Brennpuncten F, G giebt es bei jedem 
Linsen-System noch vier andere merkwiirdige Puncte, die ich mit Q, Q’, 
R, R' bezeichnen will, und welche paarweise von den beiden Brennpuncten 
um die Brennweite des Systems abstehen, so dass 

OF —H0r:—RGL-S GIU pe. 

Da hiernach QF.GR = Q'F.GR' = f?, so sind ($ 9.) R, R' die Orter 
des Bildes, wenn das Object sich resp. in Q, Q' befindet. Auch ist dann 
beide Male das Bild mit dem Object von gleicher Grösse, nur das eine 
Mal aufrecht, das andere Mal verkehrt. Man hat nämlich, wenn das Ob- 
ject in Q ist: 
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ec: = (—ly(a— QP):f = (—1y:—1, 
und wenn das Object in Q' ist: 
Co ae (sae E. f s CD. 1. 
Befindet sich also das Object in Q, (Q5, so ist das Bild aufrecht oder 
verkehrt, je nachdem die Zahl der Gläser ungerade oder gerade (gerade 
oder ungerade) ist. 

Will man zwei beliebige zusammengehörige Orter von Object A 
und Bild B durch ihre Abstünde von diesen Puncten bestimmen, so 
hat man: | 

f? = AF.GB = (AQ+QF)(GR+RB) = (A0—f)(RB—f), 


woraus 
1 1 1 
AGE. AE 0 f 
folgt; und eben so erhält man in Bezug auf Q' und R': 
1 1 1 
QA BR 


Noch fliesst aus der ersten dieser zwei Gleichungen: 
AOL AO iot 


RB f ft 
und aus der zweiten: 
Qu. DAR 
BR TOOL 
folglich 
zs rola Ae (Ye QA oP AERE 
DCN aM Ves N 


Die Linien QQ’ und RR’ werden daher, erstere durch das Object, letz- 
tere durch das Bild, nach Verhältnissen getheilt, die einander gleiche 
und entgegengesetzte Exponenten haben, so dass, je nachdem das Object 
innerhalb oder ausserhalb QQ' liegt, das Bild ausserhalb oder innerhalb 
RR’ fällt Nüchstdem verhalten sich die Durchmesser von Object und Bild 
wie ihre resp. Abstände von Q und A, oder von Q' und R’. 

Hat man es nur mit einem Glase zu thun, so fallen, weil hier 
FG = 2f ist, die Puncte Q und A mit dem Mittelpuncte P des Glases 
zusammen. Schreibt man demnach in dem Vorigen, P für Q sowohl als 
für R, so erhält man die aus den Elementen der Dioptrik schon bekann- 
ten Formeln: 

i 1 1 1 1 e AP 'A 

PRTG oem ie (AM) ARR S 2 

wo QP=PR'=2f. Man sieht daher, wie auch diese nur für Ein Glas 
16* 
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geltenden Formeln auf jedes beliebige System von Gläsern ausgedehnt 
werden können. 


Von F'érnróühren. 

$. 11. Unter einem Fernrohr soll hier überhaupt ein System von 
Glüsern verstanden werden, bei welehem parallel auf das erste Glas fal- 
lende Strahlen von dem letzten Glase auch parallel wieder ausgehen, oder, 
was dasselbe ist, wo für ein unendlich entferntes Object auch das Bild 
unendlich entfernt liegt, wo also beide Brennpuncte des Systems unendlich 
entfernt sind, mithin die Brennweite = f unendlich gross, also M,,, = ist. 
Und in der That geht die allgemeine Gleichung zwischen a, und b, ($. 4.), 
fir Mr, 0 übern: 


ME H,a, +L, 
n Nazi , 
wo für a = oo auch b,— oc wird. Die Gleichung 
M, E 0 


ist daher die nothwendige und hinreichende Bedingung, bei welcher ein 
System von Gläsern als Fernrohr dienen kann. 

$. 12. Die Gleichung zwischen den Elementen a, und b,, wodurch 
die Orter des Objects und seines Bildes bestimmt werden, ist demnach 
bei dem Fernrohr vom ersten Grade oder linear, während sie bei jedem 
andern System von Glüsern vom zweiten Grade, oder, um mich bestimmter 
auszudrücken, hyperbolisch war, indem die Gleichung zwischen diesen 
Elementen (a, und b, $.3. oder « und /? 8. 9., oder AQ und RB $. 10.), 
als Abscisse und Ordinate betrachtet, einer Hyperbel angehörte. 

Stellt man sich daher das Object längs der Axe sich bewegend 
vor, so ist bei dem Fernrohr die Geschwindigkeit des Bildes der des Ob- 
jects proportional. Sind nämlich A und B, A’ und B' zwei Paare zusammen- 
gehüriger Orter von Object und Bild, so hat man: 

IN ag cosi co Toe AR EL! 

N41 . P, D' ET HR AP, M 
folglich, nach Abzug der untern Gleichung von der obern: 

N,a.BB-—H,. AA, und. AA: BB ——N, :H,—N SIDES 

indem die Gleichung L,M,,,—H,N,,, = 1 ($. 9), für das Fernrohr in 
—H,N,.4, = 1 übergeht. Zugleich sieht man daraus, dass, eben so wie bei 
einem Linsensystem überhaupt ($. 9., auch beim Fernrohr die Bewegung 
von Object und Bild immer nach einerlei Richtung geschieht. 


hd uas 


8 Móbius, Haupt-Eigenschaften eines Systems von Linsenglásern. 125 


Dasselbe Verhältnifs findet auch zwischen den Abstünden des Ob- 
jects und Bildes vom Fernrohr Statt, wenn das eine, und folglich auch das 
andere, unendlich entfernt ist. Denn je mehr diese Abstünde zunehmen, 
um so näher wird: 

NRC — ALY Pb A AD "DB" = ADZVBD 
und daher 
DID aaNet = MH 

wo D irgend einen Punct des Fernrohrs selbst, oder in dessen Nähe, bezeichnet. 

_$ 13. Die Gleichung zwischen den Durchmessern des Objects und 
des Bildes ($. 7.) wird für das Fernrohr: 

Nae On tre 

woraus wir schliefsen, dass, welches auch der Abstand des Ob- 
jects vom Fernrohr sein mag, sein Bild doch immer dieselbe 
Grófse behält. 

Liegen Object und Bild unendlich entfernt, so ist das Verhältnifs ihrer 
scheinbaren Durchmesser: 

c es c BD ne 1 
v AD' BD 2 c, AD > ENS : N, P LORD NIS 

Ist also N,,, absolut grösser als 1, so wird das Fernrohr weit ent- 
legene Gegenstünde nicht nur deutlich, sondern auch, wie es sein prac- 
tischer Zweck erfordert, vergróssert zeigen, und diese Vergrósserung durch 
die Zahl N,,, gegeben sein. Dabei ist das Bild aufrecht oder verkehrt, je 
nachdem bei einer geraden (ungeraden) Anzahl von Gläsern die Zahl N,,, 
positiv oder negativ (negativ oder positiv) gefunden wird. 

Versteht man unter der Vergrösserung im weitern Sinne, den 
Exponenten des Verhältnisses zwischen den scheinbaren Durchmessern von 
Bild und Object, wenn beide unendlich entfernt sind, so läfst sich das Bis- 
herige in folgendem Satze zusammenfassen. 

Die Geschwindigkeit des Objects, dividirt durch die 
Geschwindigkeit des Bildes, ist, wenn beide Geschwindig- 
keiten auf die Axe des Fernrohrs bezogen werden, dem Quadrate 
der Vergrófserung gleich. Werden sie aber nach einer auf der 
Axe normalen Richtung geschützt, so ist dieser Quotient der 
Vergröfserung selbst gleich. Oder: 

Der Durchmesser des Objects, dividirt durch den Durch- 
messer des Bildes, giebt, wenn beide Durchmesser parallel 


ve 
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mit der Axe sind, das Quadrat der Vergréfserung; die Ver- 
grófserung selbst aber, wenn die auf der Axe normalen Durch- 
messer genommen werden. 

Es bedarf wohl keiner Erinnerung, dafs im Vorigen unter den 
Durchmessern blofs die auf der Axe normalen, als die allein gut wahr- 
nehmbaren gemeint sind. Wiewohl also von diesen Durchmessern der 
des Bildes immer N,,, mal kleiner ist, als der des Objects, auch wenn 
das Object sehr weit entfernt liegt, so erscheint doch in diesem Falle der 
erstere Durchmesser N,,, mal grósser als der letztere, weil dann das Bild 
N;,, mal näher ist als das Object. 

Der Satz, dass der Durehmesser des Objects, dividirt durch den 
Durchmesser des Bildes, die Vergrósserung giebt, liegt übrigens dem von 
Adams erfundenen Auzometer zum Grunde, wo zum Object das Objectiv- 
glas selbst, oder vielmehr dessen Einfassung, dient”). 


$. 14. Es ist im Obigen gezeigt worden, wie die Haupt-Eigen- 
schaften eines beliebigen Systems von Gläsern ganz analog denen sind, 
welche schon jedes einfache erhabene oder hohle Glas besitzt; wie die 
Bestimmung von Ort und Grósse des Bildes aus dem Ort und der Grósse 
des Bildes mittelst der Brennweite und der Brennpuncte, nach einerlei 
Formeln bei einfachen Linsen und bei ganzen Systemen geschehen kann. 
Auf gleiche Art wird nun auch der jetzt betrachtete specielle Fall, wo 
die Brennweite des Systems unendlich gross ist, sein Analogon unter den 
einfaehen Glüsern haben, — ein Glas mit einer ebenfalls unendlich grossen 
Brennweite, d. h. ein Glas, dessen zwei Seiten einander parallel sind. 
Was daher ein solches Glas unter den einfachen Linsen ist, dieselbe 
Stelle nimmt das Fernrohr unter Systemen von Linsen ein. So wie 
bei einem Fernrohr das Bild für jeden Ort des Objects einerlei Grösse 
hat, und sich gleichfürmig bewegt, wenn das Object um gleiche Räume 
fortgerückt wird, so finden sich dieselben Eigenschaften auch bei dem 


*) In Gehler's „Physik. Wörterbuche,* Artic. Auzometer, findet sich bei Erklärung des Prin- 
cips, worauf dieses Instrument beruht, eine kleine Unrichtigkeit, die auch in die neue Bearbeitung 
dieses Worterbuchs übergegangen ist, und welche darin besteht, dass bei dem astronomischen Fernrohr 
mit zwei Gläsern, als auf welches daselbst bei Erläuterung des Princips allein Rücksicht genommen 
wird, das Bild der Objectivfassung auf das Ocular selbst fallen soll, da es doch, wie dort später eben- 
falls bemerkt wird, dahin fällt, wo sonst das Auge hin gehalten werden muss. 

Anm. d. Verf. 
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Glase mit parallelen Seiten vor, indem hier Bild und Object immer zu- 
sammenfallen, und wobei folglieh die Vergrósserungszahl — 1 ist. 

Es werde hier noch bemerkt, dass blofs aus Hohlglüsern ein Fern- 
rohr zu eonstruiren unmöglich ist. Sind nämlich g,, 9%, 93, .... insgesammt 
negativ (h, ho, Az, .... sind ihrer Natur nach immer positiv), so findet 
sich aus den Formeln sowohl in $. 4. als in $. 5., M, negativ, M positiv, 
M, negativ, M, positiv, und so fort abwechselnd, also (—1)’M,,, immer po- 
sitiv, und niemals = 0. 

$. 15. Der Vollstündigkeit wegen ist es noch übrig, zu zeigen, 
wie bei einem Fernrohr die für ein angenommenes Gesichtsfeld erfor- 
derlichen Offnungen der Glüser und der vortheilhaftste Ort des Auges 
bestimmt werden kónnen. Zu diesem Ende wollen wir für's Erste bei 
einem System von Gläsern überhaupt den Weg eines, vor seiner Brechung 
dureh das erste Glas die Axe in A treffenden Strahles nüher untersuchen. 
Es begegne dieser Strahl dem 1sten, 2ten, . . . . „ten Glas resp. in 
SR I UEM SX 

Weil alle vom Punkte A der Axe ausgehende Strahlen, nach ihrer 
Brechung dureh das erste Glas, den Punct A, der Axe zum  Vereini- 
gungspunet haben, so muss auch S,S, durch A, gehen, indem S,S, der 
Weg unseres von A kommenden Strahles unmittelbar nach seinem Durch- 
gange durch das erste Glas ist. Aus ähnlichem Grunde müssen S, und 
S, mit A,, u. s. w. in einer Geraden liegen, und der Strahl wird, nach 
seiner Brechung dureh das letzte Glas, der Axe in A, begegnen. Wenn 
also die mit einander parallele Linien P,S, P,S,, P,S,, . . . . positiv 
oder negativ genommen werden, je nachdem die Puncte S,, S,, S;, auf 
der einen oder andern Seite der Axe liegen, so muss sich verhalten 
ABA BR = — FP, A;l A, Po, ) also, wenn wits nochy PS = 8, 
P,S, = s, U. 8, W. setzen: 


Mus, 
und eben so 
$299. Es D: as, 
u. 8. W. bis 
dí UE be ak Bas 
Werden diese #—1 Proportionen in einander multiplieirt, so kommt: 
31: sexe Cond) 32 0: Dae ey SD: a) und 


na, 6591 (31) 060, PAC dy x à, ai 


= (—1)7 : Ma 4M 41 ($. (D 
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und wenn man darin noch für b, seinen Werth aus $. 3. substituirt: 
(—1)""a,s, = (H,a,4+L,)s,, 

woraus man, wenn a, und s, gegeben sind, die Werthe von $, s,,.... $, 

unabhängig von einander finden kann, indem man nur » nach und nach 

Ee. ‚(Nzuseeizendhak 


Seien endlich noch £, £&, t, . . . . t£, ,, t, die Winkel, welche die 


Theile des Strahls: AS, S,S,, $$, .... S, ,S,, S,A, mit der Axe 
machen, und jeder der Winkel, /, z. B., positiv oder negativ, je nach- 
dem die Linie S,S, in ihrer geradlinigen Verlängerung über S, hinaus nach 
der Seite zu von der Axe divergirt, wo die positiven oder negativen s liegen. 


Alsdann ist wegen der Kleinheit dieser Winkel: 
PS "nalis PS ait NES ARR 


{= Ebr L = died u a 
AP, ae ! AT A P b, e 
S $ Jes Sn Se 
bse Ne | SEALS. WERTE we = ART 
2 b, a. 3 n—1 peli Gn 1 n b, ’ 


und man erhält, wenn man die hieraus folgenden Werthe für a, und b, in 
die obigen Gleichungen substituirt: | 

(-1” 4, = Ms t Nt, 

(—1)""s, = H,s,+L,t. 

Die erste dieser zwei Formeln wird für das Fernrohr: (—1)'f, = N,,,6, 
und giebt damit zu erkennen, dass Parallelstrahlen, welche vor dem Ein- 
tritt in das erste Glas die Axe unter einem Winkel =# schneiden, nach 
der letzten Brechung wieder parallel ausfahren und mit der Axe einen 
Winkel = N,,,£ machen, dass also N,,, die Vergrösserungszahl ist, wie 
schon in §. 13. auf andere Weise gezeigt wurde. 

Die zweite Formel lehrt, dafs (wenn ein Strahl, welcher vor dem 
Eintritt in das erste Glas die Axe unter einem Winkel =t schneidet und 
dieses Glas in einer Entfernung von der Axe, = s,, trifft, auch den übrigen 
Glüsern begegnen kónnen solD, die Halbmesser des zweiten, dritten, u. s. w. 
nicht kleiner sein dürfen als: 

H,s,4+-L,t, H;s,+L;t, wu. s. w. 

Wiirde aber der Strahl erst nach seinem Eintritte in das erste Glas, 
ohne von diesem gebrochen zu werden, die Axe unter dem Winkel £ schnei- 
den, so sind die kleinstmóglichen Halbmesser: 

— Ibs,--L,t, — H,s,--L,t, u.s. w. 

Für einen mit der Axe parallel einfallenden und das erste Glas 

in dem Abstande — s, von der Axe treffenden Strahl werden diese Halb- 
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messer: H,s,, H,s,, Ef, s, u. s. w.; und für einen Strahl, welcher durch 
den Mittelpunct des ersten Glases selbst geht und mit der Axe einen 
Winkel = £ macht: Zt, Zst, Lit, u. sw. 

$ 16. Wenden wir diese für jedes System von Gläsern geltende 
Bestimmungen auf das Fernrohr an. Da hier alle von einem und dem. 
selben Puncte des Objects ausgehenden Strahlen als parallel mit einander 
anzusehen sind, und daher die Axe unter gleichem "Winkel, welcher 
=? sei, schneiden, so darf unter der Voraussetzung, dals alle auf das 
erste Glas, dessen Halbmesser = s,, fallende Strahlen auch das zweite 
treffen sollen, der Halbmesser des zweiten nicht kleiner sein als die ab- 
solut grofsere der beiden Gréfsen: Hs, + L,t, —H,s,+L,t, und so fort 
bei den folgenden Gläsern. Da aber unter allen den das erste Gas tref- 
fenden Strahlen sich diejenigen am vollkommensten in einem Puncte des 
Bildes vereinigen, welche nahe um den Mittelpunct des Glases einfallen, 
so ist man zufrieden, wenn nur die Axe des auf das erste Glas stofsen 
den Strahlencylinders, oder der Hauptstrahl, die folgenden Gläser 
ungehindert durchgehen kann. Soll also ein von der Axe des Rohrs um 
den Winkel £ abliegender Punct durch dasselbe noch gut gesehen wer- 
den können, d.h. soll £ der scheinbare Halbmesser des Gesichtsfeldes 
sein, so müssen die Halbmesser des 2ten, 3ten, u. s. w. Giases, unabhan- 
gig vom Halbmesser des 1sten, die Werthe Z,f, Lit, ... . L,v haben. 


$. 17. Alle P iptstrahlen haben als Strahlen, welche von einem 
und demselben Puncte, nämlich dem Mittelpuncte des ersten Glases, her- 
kommen, nach ihrer Brechung durch das letzte Glas einen Vereinigungs- 
punct, dessen Abstand vom letzten Clase, = 5,, gefunden wird, wenn 
man in der Gleichung zwischen c, und 5, (5. 3.), a, — 0 setzt. Dies giebt: 


La 
b a N 


Findet sich hieraus d, positiv, so liegt dieser Vereinigungspunct, oder das 
Bild des ersten Glases, hinter dem letzten Glase, und das Auge wird, 
dahin gebracht, seine vortheilhafteste Stellung haben, indem es nur hier 
alle Hauptstrahlen zugleich empfangen kann; und in gröfserer sowohl als 
" geringerer Entfernung vom letzten Glase, eimen durch die Einfassungen 
der Gláser verminderten Gesichtskreis hat. Erhält man 5, negativ, so 
liegt der Vereinigungspunot der Hauptstrahien vor dem letzten Glase 
und es bleibt nichts übrig, bis das Auge demselben möglichst nale zu 
Crelle’s Journal. d. M. V. Bd. 2. Hft. LA 
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bringen, wo es allerdings nur noch Hauptstrahlen von den Objecten em- 
pfangen kann, deren Winkel- Abstand von der Axe, = dem Halbmesser 
der Pupille, dividirt durch 5,, ist. | 


Ist das Fernrohr blofs ans erhabenen Glásern zusammengesetzt, 
sind also, eben so wie /4,, A, .. . ., auch gy, g,, . . . +» insgesammt 
positiv, so liegt der Vereinigungspunct aller Hauptstrahlen stets hinter 
dem letzten Glase, der es ist für a, ——0, b, immer positiv. Dies .afst 
Sich auf folgende Weise darthun. | 


Mit Anwendung der in $. 5. gebrauchten Bezeichnung (a, b Cys. iq) | 


für den Kettenbruch a —P d. und vorausgesetzt, dafs a, 6. ce, d, .. .. 


b 

insgesammt positive Grôfsen sind, hat man: 
CE eet und eben so b> (5 e), 
folglich AR | 
(a, b) = a > = (a,b,c), und eb en so 4, c) >(b, c, d), 
folglich ui 
(a, b, c) =O >a 


L 
(5, €, d) 


a> (4, b) > (a, b c) > (a,b, ¢, d) > 
Nun ist beim Fernrohr M4, — [g,, 4, . i. Ar g;] ==0, also auch 


ee gr (Bins PER cree Be: g.) = 0, 
Zugleich ist aber, weil alle die Grofsen &, . g:, . . . . positiv sind, 
dem oben Erwiesenen zufolge: (,,.-.+4,) >> guy e hu £i mih 
[was Pucci ie ls aen Nga 1 


(gx; UP ex 8524 h) positiv, d. I. SE aces Fees Tan I TS eine posi- 


also 


tive Grofse. 


. & 18. Es bietet sich uns hier noch eine merkwürdige Form der 
Bedingungsgleichung dar, unter welcher ein System. von Glásern ein Fern- 
rohr abgiebt. Soll nämlieh aus den Gläsern, von deren Breun- 
weiten die Reciproken — £y gy... * £» Sind, ein Fernrohr 
conStruirt werden, so müssen sie in solchen Abständen = À, 
hy... Aus: von einander gestellt werden, dafs (g,,....4,, 8) 
70, oder, was wegen [¢,,...-2,] = [#,-. ..&y] auf dasselbe hinaus- 
kommt; dafs [g , 4,,....£,] — 05 dafs also m 
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Ee v. 4 
I E Ct M oder Die CR sae 
TT Enna ete, iw NU. | 
——, | 1 
deer ha 


n 


zwei mit eina der identische Gleichungen ; von denen die erstere Auch 
unmittelbaraus den Kettenbrüchen in $. 3. folgt, wenn man darin a, so- - 
wohl als à,, — co setzt. 

Auch die Vergrofserungszahl eines Fernrohrs läfst sich leicht in 
Kettenbruchform darstellen. Es ist nämlich, wegen — H, WI D das 
Quadrat der Vergrôfserung | 

= NE No Ne: Mn 
vid d H, AT. La gib 

[gn An e €. hi], [gts Rr] ; 

Tree hi] 2 [AY RE = (85.4): 

Die Verg röfserung ist daher die mittlere Propor tional- 
zahl zwischen den zwei Kettenbrüchen: 

| ‘1 
Sn 


Arm etc, 


Lr A), 


1 
und 4 
4 8A 
MM | 
CORRE 1 
En=1 | oe 


deren erstorer zugleich den reciproken Werth der Entfer- 
nung des Auges vom letzten Glase giebt. 

$ 19. Die Identitát der zwei Bedingungsgleichungen für das Fern- 
rohr: (£us* £3) =O und (g,,....g,) — 0, von denen die eine aus der 
andern durch Umkehrung der Aufeinanderfolge der Elemente hervorgeht, 
hüngt damit zusammen, dafs jedes zu einem Fernrohr geordnete System 
von Gläsern in gleiche Art als Fernrohr wirken kann, nachdem man 
das Licht von der einen oder von der andern Seite her durchgehen läfst: 
so wie. bei einem System von Gläsern überhaupt der Ort und die Gröfse 
des Objects mit Ort und Gröfse des Bildes sich gegenseitig vertauscht, 
wenn die Richtung der Strahlen in die entgegengesetzte verwandelt wird 
Der Grund dieser Erscheinung liegt in dem bekannten Satze, dafs der 
gebrochene Weg eines Strahles aus einem durchsichtigen Mittel in ein 
anderes zugleich als Weg einem Strahle aus dem letztern Mittel in das 


erstere dienen kann. Auch stimmen damit, wie gehörig, dio im Obigen 
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entwickelten Formeln überein. So mus die Gleichung in $. 3. zwischen 
a, N b, dieselbe bleiben, wenn man darin gi, A, 9 Ha DIR 

h,, g, und «, mit 5, gegenseitig vertauscht. In der That geht durch 
diese Vertauschung H,-—[g.,....^,.,] in LS wee hy] == — Nun über, 
und umgekehrt; L, und M,,, bleiben ungeündert, und die Gleichung 


wird damit: 
| DAT OT APER b, + L, 
Tm b,— Ner 


die, wie man leicht sieht, mit der dortigen identisch ist 

Auf gleiche Art mufs die Relation in §. 7. zwischen Cn» €, a, zu 
einer gleichbedeutenden führen, wenn man diese Grofsen in Cs Gn b, 
und js 2+ +> En IN Hash aie E verwandelt. Man erhült damit: 

(Mb, = —H)e — Ye; 
und durch Verbindung dieser Gleichung mit der dortigen: 
(M, sa, + N) (Mo On —H,) = 1 

welches eine neue Form der Gleichung zwischen e, und 5, in j. 3. ist, 


a, = 


und wovon sich die eine in die andere, mit Hiilfe der Gleichung LM — HN. 


= 1, verwandelt. 

Dafs bei Umkehrung des Systems die beiden Brennpuncte dessel. 
ben ($. 9.) ihre relative Lage gegen die Gläser behalten, nur ihre Namen 
verwechseln, so dafs der vorherige erste nun zum zweiten ; und umge- 
kehrt, wird: dies folgt leicht aus der dortigen Definition dieser Puncte, 
so wie auch aus den daselbst für ihre Abstände vom ersten und letzten 
Glase gegebenen Werthen. 

Endlich leuchtet ein, dafs, da durch Umkehrung eines Systems H, in 
— /Y,,,, und umgekehrt, übergeht, und da beim Fernrohr — H, JV, |, — 1, 
und (— 1)" W,., die Vergrüfserungszahl ist ($. 12.13. dafs durch Umkeh- 
rung eines Fernrohrs die Vergrofserung desselben in eine eben so viel- 
malige Verkleinerung, und umgekehrt, verwandelt wird, dafs aber beide 
Male die Bilder sich in derselben (aufrechten oder verkehrten) Stellung 
zeigen müssen. Auch folgt der erste Theil dieses Satzes unmittelbar aus 
der Betrachtung der durch zwei Kettenbrüche ausgedrückten Vergrifse- 
rung, von denen ein jeder durch Verwechselung von g,, --.- g, mit 
erh. . 8,, 1n den reciproken Werth des andern verwandelt wird. 
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le plus simple, et l'on ne saurait être errété dans l'application des for- 
mules par des difficultés d'intégration. 

On tronve ainsi, comme premier résultst que lorsqu'on a le nom. 
bre d'équations suffisant pour déterminer individuellement toutes les per- 
cussions, et que quelques-unes, ou même toutes, se présentent affectées 
du signe négatif, ce n'est point en général une raison suffisante pour 
afürmer que les points correspondans n’exerceront aucune percussion et 
se détacheront du plan dans le premier instant du mouvement: mais 
quil feut essayer en besoin plusieurs hypothéses, en faisant successive- 
ment abstraction de la résistance d'un on de plusieurs points, jusqu'à ce 
que les valeurs de toutes les percussions conservées dans le calonl se 
présentent affectées du signe positif. | 

Si l'on n'a pas Je nombre d'équetions nécessaire pour déterminer 
individuellement les percussions en chaque point, on si le contact a lieu 
entre des portioas de lignes ou d’aires planes, il est utile de recourir à une 
considération indirecte, d'où l'on déduit l'expression trés-simple des condi- 
tions qui doivent être satisfaites, pour que la percussion puisse être censée 
positive, relativement à tous les points ou à tous les élémens du contact. 

Chacun. des points par lesquels le corps tonche le pian fixe, à l'in- 

stant où il subit l'application des forces instantanées, donne naissance à une 
double condition: car il faut ou que la percussion en ce point soit posi- 
tive, et dans ce cas que la vitesse du point, décomposée perpendiculaire- 
ment au plan (ce que nous appellerons, peur abréger, la vitesse normale) 
soit nulle; ou que la percussion à son tour soit nulle, et que la vitesse 
normale soit positive. On regardera peut être les déveleppemens de cette 
double condition comme une application intéressante du calcul des inéga- 
lités: calcul beauceup moins cultivé que celui des équations, en général 
plus embarrassé dans sa marche, mais qui jouit aussi d'avantages qui lu: 
sont propres. Il arrive en effet que par suite de l'indétermination atta- 
chée aux conditions d'inégalité, celles-ci compprtent souvent des simpli- 
fications remarquables. Le calcul des inégalités est; comme celui des 
équations, intimement lié à l'emploi des considérations géométriques ; 
avec la différence que, si le caloul des équations s'applique avantageuse- 
ment à la géométrie, c'est la géométrie qui s'applique au, calcul des in- 
égalités, et qui semble indispensable pour en interpréter commodément 
les résultats. 


LE 
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Qu'on imagine un corps polyédrique, soumis à l'action d'une force 
instantanée, et reposant sur le plan par une de ses faces dont les angles 
et les côtés sont en nombre ;. La force aura pour effet, ou de détacher 
entièrement le corps du plan fixe, sans faire éprouver à ce dernier au- 
cune percussion; ou de contraindre le corps à glisser sur sa base, en fai- 
sant essuyer au plan une percussion répartie sur toute l'étendue de cette 
base; ou de soulever le corps, en le forgant à glisser sur lune des aré- 
tes, ou sur l'un des angles de la base, qui seul éprouvera une percussion. 
De là un nombre 2”-+2 d'hypothéses sur le mouvement du corps, à 
chacune desquelles se rapporte un systéme différent d'équations et d'in- 
égalités, qui devront être simultanément satisfaites, pour que cette hy- 
pothése puisse effectivement avoir lieu. | D'un autre côté, il est évident 
à priori qu'entre toutes ces hypothéses il doit toujours y en avoir une, 
et une seule, qui satisfasse ainsi à toutes les conditions voulues; sans 
quoi le corps soumis à des forces qui ne s'équibbrent pas ne pourrait 
prendre aucun mouvement, ou bien il pourrait prendre plusieurs mouye- 
mens différens, sans qu'il y eüt aucune raison de supposer qu'un de ces 
mouvemens se produise plutót que l'autre, ce qui répugne. Mais si cette 
double conséquence, que nous vérifierons d'aileurs sur plusieurs exemples, 
est évidente à priori et par la nature de la question, on ne voit pas com - 
ment on pourrait en donner à posteriori, et à l'inspection de la forme 
des équations et des inégalités, une démonstration générale; ni comment 
on pourrait, dans un grand nombre de cas, dispenser du tátonnement qui 
consiste à essayer successivement plusieurs hypothèses. 

Lorsque le corps repose sur une base, dont l'aréte est formée par une 
courbe continue, et qu'il se soulève en s'appuyant sur un point de l'aréte, 
il faut d'abord déterminer ce point: question élémentaire et d'une applica- 
tion usuelle, dont pourtant je ne sache pas qu'on ait donné la solution. 
Au premier coup d'oeil les équations ordinaires du mouvement sem- 
blent insuffisantes; mais d'autres considérations lèvent lindétermination 
apparente des coordonnées .du point de peroussion. | 

Pour offrir une application simple de. ces principes, nous exami- 
nons successivement le cas dun parallélipipéde droit à base rectangulaire, . 
et celui d'un cylindre droit à base circulaire; sur qui il ne faut pas 
perdre de vue que les mêmes formules s'étendent, sauf les valeurs nu- 
mériques des momens d'inertie, à une infinité d'autres solides. 
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9. 
Mémoire sur le mouvement d'un corps rigide, 
| soutenu par un plan fixe, 


(Par Mr. 4. A. Cournot, Dr. és sciences à Paris. ) 


M. Poisson a donné, dans son ,, Traité de Mécanique (liv. III. chap. VI.),” 
les équations du mouvement d’un corps solide sur un plan fixe, en se 
bornant (comme l’exigeait la nature de cet ouvrage) à considérer deux 
cas principaux: savoir, celui ou le corps roule sur le plan, en le touchant 
par un point variable de sa surface supposée continue, et celui où le con- 
tact avec le plan a lieu par une pointe, c'est-à-dire par un point où il 
ya discontinuité dans'sa surface. Ce savant géomètre a montré comment 
{on pouvait déduire des intégrales des aires et des forces vives les 
solutions approximatives que le problème comporte dans certains cas en- 
core plus restreints, comme lorsqu'il $’agit d'un ellipsoide, dérangé tant 
soit peu de sa position d'équilibre, et qui oscille autour d'un de ses axes 
principaux. 

En suivant une marche analogue, il est aisé d’ohtenir les ‘équa- 
tions differentielles du mouvement dans toutes les autres hypothèses. Si 
le corps ne s'appuie pas sur plus de trois points, ou sur plus de deux en 
ligne droite, on a le nombre d'équations suffisant pour déterminer séparé- 
ment toutes les inconnues du problémé: savoir, les six élémens du doume 
mouvement de translation et de rotation, et les pressions souffertes par 
le plan. Si, au contraire, le nombre des points d'appui excède ceux qu'on 
vient de dire, les équations fournies par le principe de d'Alembert 
suffisent bien pour detérminer les six élémens du mouvement, mais non 
pour assigner les valeurs individuelles des pressions: fait absolument sem- 
blable à ce qu'on observe dans toutes les questions analogues de méca- 
nique. Enfin si Je corps est en contact avec le plan par des élémens 
linéaires ou superficiels, la pression en chaque élément devient (selon les 
prlicipes ordinaires de mécanique) une fonction différentielle; inconnue, 
des coordonnées de l'élément; ynais les intégrales définies qui. en .dépen- 
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dent, et qui entrent dans les équations du mouvement, ont toujours une 
valeur determinée, 


Tout cela n'a besoin en quelque sorte que d’être indiqué, et lon 
sait que la difficulté consiste dans l'intégration complète des équafions du 
mouvement, qu'on n'effectue en général que par des méthodes d'approxi- 
mation laborieuses, auxquelles limportance seule des applications peut 
donner de l'intérêt. Mais il est un autre point de vue, sous lequel le 
problème offre matière a un asses grand nombre de remarques, qui ne 
nous semblent point indignes de fixer un moment l'attention, et qui font 
le sujet principal de ce mémoire. | 

En eífet, il est naturel de supposer que le corps, soit qui] y ait 
continuité dans sa surface et qu'il roule sur le plan fixe, sojt quil y ait 
au contraire discontinuité et qu'il glisse sur un angle ou une aréte de 
cette surface, peut toujours se détacher du plan, Nous prendrons ce plan 
pour celui des x, y, et nous compterons les z positives du côté où le corps 
se trouve placé. Les forces auxiliaires qu'on applique à celui-ci pour 
tenir compte de la résistance du plan seront représentées par des ordon- 
nées parallèles aux z: elles mesnreront les pressions ou percussions que 
le plan supporte, selon que le corps est soumis à des forces continues, 
telles que la pesanteur, ou à des forces instantanées, telles que celles dé- 
veleppées par le choc. Ceci posé, il est clair qu'au moyen de ce que le 
corps peut se détacher du plan, les pressions ou percussions sont assujé- 
ties à conserver des valeurs positives, et qu'aussitót que cette condition 
cessera d'étre satisfaite pour quelques-uns des points de contact, le plan 
cessera de gêner en ces points le mouvement du corps*) 11 faut donc 
joindre aux équations du mouvement les conditions d'inégalité exprimant 
que les pressions ou percussions, en chaque point de contact, doivent re- 
ster positives; mais afin d'étudier plus simplement les conséquences de 
ce principe, il convient d'examiner d'abord l'hypothése, où le corps, en 
contact avec le plan, est tiré du repos par des forces instantanées. De 
cette maniére on n'a à considérer que des relations algébriques de l'ordre 


*) Nous avons indiqué, dana le „Bulletin des sciences mathématiques, tome VIII. page 165,” 
comment le principe des vitesses virtuelles s'étend aux cas tels que celui-ci, où les liaisons du sy- 
steme sont exprimées par des inégalités; ce qui comprend la démonstration d'un théorème posé 
par Carnot d'une maniere assez confuse, et auquel on avait fait peu l'attention. 
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En suivant l'analyse que nous venons d'indiquer sommairement, 
on parvient a ranger sous deux catégories les points de contact qui exi- 
stent entre le corps et le plan fixe, à l'instant où agit la force instanta- 
née: 1° ceux dont la vitesse normale est éteinte par la percussion; 2° ceux 
qui n’exercent point de percussion et qui se détachent du plan instanta- 
nément, avec une vitesse finie. Mais si l'on considère l'élément du temps 
qui suit immédiatement l'instant de la percussion, les premiers de ces 
points se distinguent derechef en deux catégories nouvelles: 1° ceux 
dont la vitesse normale infiniment petite, acquise pendant le premier élé- 
ment du temps, se trouve éteinte au moyen de la pression qu'ils exercent 
contre le plan; 2° ceux qui, au contraire, se détachent du plan à la fin 
de eet élément avec une vitesse infiniment petite. Cette distinction re- 
pose sur des calculs analogues dans leur forme à ceux qui servent pour 
la détermination des percussions, et n'exige pareillement aucune intégra- 
tion. Elle a lieu lors méme que le corps n'est soumis à aucune force 
continue; et il est d'autant plus nécessaire d'y avoir égard, que, pour 
lobservation, il n'importe qu'un point se détache du plan instantanément 
ou au bout d'un temps infiniment petit. 

Maintenant il est clair que, si l'on savait intégrer les équations 
du mouvement, on aurait les valeurs des pressions en fonetion du temps; 
on saurait pour quel instant du mouvement ces valeurs deviennent né- 
gatives ou cessent de satisfaire aux diverses conditions voulues; et l'on 
pourrait appliquer à chaque instant du mouvement les raisonnemens et 
les calculs que nous venons d'indiquer, relativement à l'instant qui suit 
immédiatement celui de l'application des forces instantanées. 

Un conséquence singulière à laquelle on est conduit par cette ana- 
lyse, c'est que, quand un corps symétrique relativement à l’un de ses 
axes principaux, et terminé par une base perpendiculaire à eet axe (tel 
qu'un prisme ou un cylindre droit et homogène), est posé par sa base 
sur un plan incliné et soumis à l'action de la pesanteur, ce corps ne 
pourra que glisser sur le plan, sans pivoter autour d'un des angles ou 
d'une des arêtes de sa base, quelle que soit linclinaison du plan à l'ho- 
rizon, et lors méme que la verticale, menée par le centre de gravité, 
tomberait en dehors de la base. Cette circonstance tient à ce que la 
direction de la pesanteur passe rigoureusement par le centre de gravité; 
ear d'ailleurs, pour peu que la résultante des forces dévie de ce cen- 
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tere, le glissement ne peut avoir lieu qu'autant que la résultante rencontre 
le plan dans l'intérieur de la base. Il en est done de ce résultat de mé- 
canique rationelle comme des équilibres instables, qui ne peuvent se réa- 
liser physiquement. Aussi observe-t-on toujours que, lorsque linelinai- 
son du plan dépasse certaines limites, et en général lorsque la verticale, 
menée par le centre de gravité, tombe en dehors de la base, le corps 
chavire; ce qu'il faut attribuer au frottement exercé sur le plan, force 
dont la direction ne passe point par le centre de gravité, et dont nous 
n'avons pas tenu compte dans nos formules. 

Il resterait donc à faire voir comment ces formules devraient être 
modifiées d'après la considération du frottement: question qui diffère es- 
sentiellement d'avec celles qui précédent, par la nécessité d'admettre des 
données empiriques sur la nature du frottement, et dans les développe- 
mens de laquelle nous ne pourrions entrer ici sans dépasser les bornes 
que nous devons nous prescrire. 

1. Considérons en premier lieu un corps qui se meut en s'ap- 
puyant sur le plan fixe par une pointe, c'est-à-dire par un point où il 
y a solution de continuité dans sa surface, tel que serait le sommet d'un 
cóne, ou l'un des angles solides d'un polyédre. Pour fixer les idées, nous 
supposerons que la pesanteur est la force continue qui sollicite le corps, 
et nous tiendrons comte de la résistance du plan fixe par l'application 
d'une force inconnue A, perpendiculaire à ce plan; nous rapporterons les 
points de l'espace à trois axes des æ, y, 3; le plan fixe étant pris pour 
celui des x, y, et son intersection avec le plan vertical qui lui est per- 
pendieulaire étant prise pour axe de y. Les points du corps seront rap- 
portées aux trois axes principaux des z', y', z', menés par le centre 
de gravité, dont nous désignerons les coordonnées en x, y, 3, par o, f, y. 
M sera la masse du corps, et A, DB, C seront ses momens d'inertie rela- 
tifs aux axes principaux des a’, y, 3. Nous représenterons par g le 
coéfficient de la gravité, et par «e le complément de l'angle que forme le 
plan fixe avec la verticale. a, b, c seront les cosinus des angles variables 
formés par l'axe des 3 avec ceux des z', y', 3; et &, 7, C, les coordonnées 
de la pointe, selon ces trois derniers axes. Enfin, si l'on conçoit que l'on 
prenne, sur la direction de laxe instantané de rotation, une droite nu- 
mériquement égale à la vitesse angulaire, p, q, r désigneront les projec- 
tions variables de cette droite sur les axes des a’, y', 3! Leurs signes 


! 
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dépendront du sens de la rotation, suivant les mémes conventions qui 
fixent le sens dans lequel est porté l'axe d'un couple, ou le moment 
linéaire d'une force, d'aprés la direction de cette force: et à ce sujet nous 
renverrons le lecteur aux Exercices de Mathématiques de M. Cauchy. 

Cette notations convenue, il résulte facilement des principes géné- 
raux de dynamique, que le double mouvement de translation et de rota- 
tion du eorps sera déterminé par les six équations suivantes: 


Oa YU n : QM re. i 
(a) M ETE no Ms = Mgsine, Mr = — Mg cose+R; 


Adp+(C—B)qrdt = R(nc — Éb)ot, 
(b) Bög+(A-C)pröt = R(Ca — éc)ot, 
Cor +(B—A)pqot = R(&b — na)ot. 

Les variables a, b, c sont liées aux quantités p, q, r par les équations 

(c) Oa -(rb—qc)0t, 0b = (pe—ra)dt, 0c = (qa—pb)Ot; 
et si l'on désigne par 9 l'angle du plan fixe avec celui des a’, y', par q 
et w, les angles que leur intersection forme respectivement avec les axes 
des x’ et des x, les six variables a, b, c, p, q, r se trouveront dépendre 
des trois quantités angulaires 0, y, w, en vertu des relations suivantes: 

(d.) a = —sinOsing, b = —sindcosp, c = cos0; 
pot = sinÜsingOvy—cosqO06, 
(e) 1q0t = sin0cosqOv--sin 9006, 
rot = Og—cosddoy. 

Nous renvoyons, pour la démonstration de toutes ces formules, à la 
Mécanique de M. Poisson, livre III. 

Les six équations (a.) et (b.) ne renferment done implicitement que 
sept inconnues c, f, y, 0, 9, v, R, quil sagit d'exprimer, au moyen de 
deux intégrations, en fonction du temps £. Il suffit par conséquent, pour 
avoir le nombre suffisant d'équations, d'en obtenir une septième entre ces 
inconnues. Or, la condition que la pointe doit rester sur le plan fixe, ou 
que sa coordonnée 3 doit être nulle, s'exprime par l'équation 

(f) y+as+tbn+c= 0, 


d’où 


3 Oy Loa ob eco 
VO er heran aer Lo me 
Les deux premières équations (a.) s'intégrent immédiatement: la 
troisième, jointe aux équations (b.) et (f'.), suffit, sauf les difficultés de 


l'intégration, pour déterminer les cinq inconnues qui restent. 
192 
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2. En multipliant les équations (b.) respectivement par a, b, c, 
les ajoutant, et ayant égard aux relations (c.), on trouve: 
Adap+Bobq+Cocr = 0; 
et par conséquent on obtient l'intégrale première 
(g.) Aap+Bbg+Cer = k, 
dans laquelle k désigne une constante arbitraire. Si lon multiplie de nou- 
veau ces mêmes équations respectivement par p, q, r, et qu'on les ajoute, 
en ayant toujours égard aux relations (c.), il vient: 
ApOp--BqO0q-- Crór = R(£da+n0b+60c) = — ROy, 
en vertu de (f'). Substituant la valeur de AH, tirée de la troisième équa- 
tion (a.), intégrant et désignant par k une nouvelle constante arbitraire, 
on obtient en définitive: 


(h.) Ap’ Bg - Cr - M P +2 Mg cose. ES bé 


Il n'est pas difficile d’apercevoir que les deux intégrales (g.) et (4) 
résultent plus généralement, la premiére du principe des aires, la se- 
conde de celui des forces vives. En effet, puisque le corps n'éprouve 
aucun obstacle parallèlement au plan fixe, et que la force qui le sollicite 
passe par le centre de gravité, la projection des aires sur ce plan doit 
rester constante. D'un autre côté, la liaison, qui assujétit le corps, étant 
exprimée par l'équation (f), indépendante du temps, le principe des for- 
ces vives doit trouver son applieation. Or on démontre aisément que 
lorsqu'on rapporte au centre de gravité le double mouvement de transla- 
tion et de rotation d'un systéme, la force vive totale est la somme des 
forees vives relatives aux deux mouvemens, considérés comme indépendans; 
et cela posé, les formules connues nous apprennent que Ap 4-Bq'--Cr' est 


2 
la force vive due au mouvement de rotation, tandis que M En est celle qui 


provient du mouvement de translation. 

En général, les intégrales fournies par les principes de la conser- 
vation du centre de gravité, des aires et des forces vives, sont les seules 
qu'on obtienne sous forme finie. Le problème qui nous occupe ne sera 
done rigoureusement résoluble que lorsque certaines relations entre 0, q, v, 
réduiront ces variables à deux, par exemple 0 et y. Alors en éliminant 
entre (g.) et (h.), on aura des expressions de la forme Ot = F(0)00, 
Ot = F'(w)0w, d'où l'on tirera par les quadratures les valeurs de 6 et w, par 
suite celles de y et de R en fonction de et de nouvelles constantes arbitraires. 
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9. Une analyse exactement semblable s'appliquerait au cas où le 
corps s'appuierait par deux points sur le plan fixe. On aurait une in- 
connue de plus, analogue à A, mais aussi une équation de plus, analo- 
gue à (f), laquelle établirait une dépendance entre 0, gy, w; de sorte que 
le probléme serait susceptible d'une solution complète par les quadratu- 
res. Mais au lieu de nous y arrêter, il convient de considérer le cas 
oi le eorps s'appuie sur le plan par une aréte rectiligne, telle que celles 
qui terminent les faces des polyèdres. En désignant alors par Os un 
élément de cette aréte, dont les coordonnées sont 5, y, 6, et par R la 
pression qu'il supporte, la troisième équation (a.) et celles (b.) seront rem- 
placées par les suivantes, où le signe d'intégration se rapporte à toute la 
longeur de l'aréte: 

(Ede = —Mgcose+/ROs; 
(i.) Aöp-+(C-B)gröt = OtfR(nc—Ëb)os, 
Boq+(A—O)pr ot = Otf/R(Ca—£c)Os, 
Cor+(B—A)pqodt = OtfR(£b—na)os. 
Comme la droite qui forme aréte est donnée de position, on aura pour ses 
équations: 


y = mé+n, b = m'é+n; 

au moyen de quoi substituant dans les équations précédentes, et faisant 
sortir les lettres a, b, c, m, n, m', n' de dessous le signe d'intégration, 
on n'aura plus que deux intégrales inconnues /ROs et fR£Os. D'une 
autre part, ces mêmes valeurs, substituées dans l'équation (f.), devront 
la vérifier, indépendamment de & On obtiendra ainsi deux équations 
auxiliaires, qui, jointes aux quatre équations (7), suffiront pour détermi- 
ner y, 6, q, v et les deux intégrales inconnues. Néanmoins la fonction 
R restera indéterminée, comme cela doit être, lorsqu'on n’a égard qu'aux 
principes généralement reçus en mécanique. 


Admettons, par exemple, que l'aréte soit paralléle à l'axe princi- 
pal des a’, ainsi que cela aurait lieu pour un prisme droit et homogène, 
s'appuyant sur une des arêtes perpendiculaires à ses bases. Dans ce cas 
m et m' sont nuls, ce qui donne y+bn+ cn' = 0, et a — 0, ou sindsinp = 0, 
d'où il est aisé de conclure que c’est l'angle y qui reste, constamment nul. 
L'équation (g.) devient 

Ow(B sin0-- Ccos 0) = kot; 
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quant à celle des forces vives, pour la mettre sous sa forme la plus simple, 


il convient de faire: 

n = 00080, m = Qsino, 
o étant égal à y(m--»"), et w désignant langle que le plan mené par 
laréte et par le centre de gravité, fait avec celui des a’, y. Alors cette 


équation devient: 


ASO 4 SY” (Bsin’0+ 0 c08°0)+ Me’ cos (Ó—0) 5. 
+2 Mg coss.o sin(0—«o) = 1. 
Lorsque B = C, on a d. — const. Le terme en oe disparait de 


l'équation précédente, comme compris dans la constante h’; mais elle ne 
peut toujours s'intégrer qu'approximativement par les quadratures. 

4. Si le corps glisse sur le plan fixe, en s'appuyant sur une face 
plane, on pourra encore employer les équations (@.), pourvu que Os re- 
présente un élément d’aire plane, et que les termes où il entre comme 
facteur soient affectés d'un double signe d'intégration. D'ailleurs le plan 
qui comprend cette face aura pour équation 

C = mé+m'yn+m". 
Substituant cette valeur de ¢ dans les équations (4), elles ne contiendront 
plus que trois intégrales inconnues 
// Ros, f//R&Os, //Rnös. 

D'un autre cóté si l'on fait la méme substitution dans l'équation (f.) qui 
devra alors être satisfaite, indépendamment de £ et de 7, on obtiendra 
trois équations auxiliaires, qui compléteront le nombre nécessaire pour 
la détermination des éléments du mouvement, et des intégrales inconnues: 
seulement la fonetion A restera, comme précédemment, indéterminée. 

En effectuant le calcul, on trouve: 

y--em" = 0, a4 mc = 0, b+m'e = 0, 


d'où 
a ° ; C I 
— = —tangésing = m, =, = -—fangÜcosq = m; 
» m 
tangp = mo const. 
en sorte que les deux angles 0, « sont l’un et l’autre constants. L'équation 
des aires se réduit done e. = const, et il en résulte encore que les 


quantités y, p, q, r, a, b, c, comme aussi les trois intégrales inconnues, 
ont de valeurs constantes pendant toute la durée du mouvement. 
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5. Considérons maintenant un corps terminé par une surface 
continue, et qui roule en s'appuyant toujours sur le plan par un point de 
cette surface. Il est clair que les équations (a.), (b.), (f.) s'appliqueront 
à l'hypothése actuelle, sauf que les coordonnées §, 7, €, au lieu d’être 
constantes, comme dans le cas du numéro 1., seront variables et incon- 
nues. Mais aussi on aura trois nouvelles équations pour déterminer ces 
coordonnées, savoir: l'équation méme de la surface, et les deux qui ex- 
priment que le plan tangent à cette surface, au point (5, y, C) se con- 
fond avec celui des x, y. Les équations des aires et des forces vives 
subsisteraient, comme lorsque les coordonnés §, 7, 6 sont invariables. 
Cela est évident pour la premiére, qui s'obtient indépendamment de ces 
coordonnées; d'ailleurs on aurait, en différentiant l'équation (f.): 

Oy + §0a+n0b+C0c = —(a0§+b0n+ coL). 

Mais a, b, c étant les cosinus des angles que forment les axes des 
æ', y, 3 avec la normale à la surface, au point (6, y, C), le second 
membre de cette équation s'évanouit, ce qui la rend identique avec (f): 
au moyen de quoi lon arrive comme précedemment à l'équation des 
forces vives. 

Si le corps est terminé par une surface cylindrique ou conique, 
il roulera en s'appuyant sur le plan le long d’une génératrice de cette 
surface. Prenons pour exemple un cylindre droit et homogène, à base 
elliptique, dont les génératrices soint parallèles à l'axe de x’, et dont les 
directrices aient pour équation: 

Qa roy" = wo. 
Le calcul sera le méme que dans le cas traité à la fin du numero 3., si 
ce n'est que les quantités o et w cesseront d’être constantes. Le cylindre 
étant tangent au plan fixe, on aura: 
0% 0°y' 
y^? names wo 

c'sin Ó , o? cos 0 
JC" sin 0 + 0°c08 0)? PPT B= y esin! 0 + c! cos? 0) ? 
et il ne restera plus qu'à substituer ces valeurs dans l'équation des for- 
ces vives. Lorsque le cylindre est circulaire, auquel cas B = C, à) = o, 
E et sen se réduisent à des constantes; les quantités b, c, q, r, s'expri- 
ment par des sinus et cosinus du temps: tandis que d'aprés le calcul, les 
intégrales /ROs, /R&Os conservent des valeurs constantes. Observons 


tang 0 = 


cosa = y = 
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que les limites de ces intégrales ne seront plus constantes en général, 
comme dans le cas du numéro 3., et qu'on déterminerait au besoin ces 
limites à l'aide des équations des courbes qui terminent la portion de sur- 
face roulant sur le plan; mais ce calcul est étranger à la détermination 
du mouvement. 

6. Si le corps roulait sur une aréte curviligne, telle que celle 
qui termine la base d'un cylindre, il faudrait encore employer les for- 
mules (a.), (b.), (f.); les coordonnées &, y, € du point de contact seraient 
variables et inconnues, mais on aurait trois équations pour les détermi- 
ner, savoir: les deux qui définissent, relativement aux axes principaux, la 
courbe qui forme aréte; et celle 

(k) ad&+bdn+cdt = 0, 
exprimant que la tangente à cette courbe, au point (£, 7, D), est comprise 
dans le plan fixe, et dans laquelle il faudrait substituer les valeurs de 
PEAR 
at^ 88° 
ractéristique d, voulant réserver celle O pour indiquer les différentiations 
par rapport à é. 

En réunissant les eas divers qu'on vient d'analyser, et quelques 
autres qui se résolvent par les mêmes principes, on pourrait, sauf les 
difficultés inhérentes à l'intégration, suivre dans toutes ses circonstances 
le mouvement d'un corps de forme quelconque sur un plan fixe. C'est 
ainsi qu'un cône pourrait se mouvoir successivement, en s'appuyant sur 
son sommet, puis en roulant sur sa surface convexe, ensuite sur l'aréte 
curviligne qui la termine, et enfin en glissant sur le plan de sa base. 


tirées des équations de la courbe. Nous employons ici la ca- 


Dans le passage d'un de ces états à l'autre, il y aurait en général solu- 


tion de continuité, pereussion soufferte par le plan, déperdition de force 
vive; et les valeurs des élémens du mouvement, à la fin du premier état, 
serviraient à déterminer les constantes arbitraires, dans les formules relatives 
à l'état subséquent. | 

7. Les constantes arbitraires qui entrent dans les équations du mou- 
vement, aprés les deux intégrations, sont de deux sortes: les unes dépendent 
de la position initiale du corps, et l'on peut toujours placer l'origine et les 
axes des c, y, z, de manière à les rendre nulles. Les autres dépendent des 
valeurs initiales des six quantités 


Bald O 
(l.) Pr ET ts P, 9 7, 
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qui peuvent être données immédiatement; et alors leur substitution dans 
les intégrales premières, telles que celles des aires et des forces vives, 
fournira immédiatement aussi les valeurs des constantes arbitraires: mais 
si l’on assigne seulement, en grandeurs et directions, les forces instanta- 
nées qui sollicitent le corps à l'origine et le tirent de l'état de repos, il 
faudra d'abord en déduire les valeurs initiales des quantités (4). 

Considérons un corps qui repose sur le plan fixe par un point 
(§, 7, D), est qui est tiré de l'état de repos par l'application d'un système 
des forces instantanées, dont la résultante a pour projection suivant les 
axes des x, y, 2, les forces X, Y, Z.  Désignons par L', M', N' les mo- 
mens du système estimés relativement aux axes des a’, y’, 2, et par P 
la percussion que le plan éprouve au point ($, y, C). D’après une appli- 
cation facile du principe de d'Alembert, on aura, pour déterminer les 
valeurs initiales des quantités (/), les six équations suivantes: 


[an = U +Pine-E, 
(b.) |Bq = M'+P(la-Sc), 
= N +P(£Eb—na). 
Il y faut joindre, en vertu des équations (f'.) et (c.), cette équation auxi- 
liaire, que nous mettons à dessein sous trois formes différentes: 

I + &(rb—~qe)-+n(pe—ra) +£(qa—pb) = 0, 

+ p(ne—£b) + q(Ea— £O) c r0 — na) = 0, 

JY + a(gG — rn) + b(r§— pO + e(pn— qd) 0 

Sous cette dernière forme, elle exprime plus explicitement que la 
vitesse du point (£, 7, C), estimée perpendiculairement au plan fixe (ce que 
nous sommes convenus d'appeler plus briévement la vitesse normale), est 
nulle; et d'aprés la remarque du numéro 5., elle subsiste également, soit 
quil y ait en ce point continuité ou discontinuité dans la surface. 

I] est essentiel d'observer que, si le corps est tiré de l'état du repos 
par l'action de forces continues, les valeurs initiales de p, q, r seront nulles; 
et alors les équations (a.), (5), deviendront les mêmes que (a’.), (5), si ce 
n'est que P sera remplacé par H, les qantités (L) par 

Oa: OR FORME Oque or 
Qt 2, OPEL OO v Od 
Crelles Journal. d. M. V. Bd. 2. Hft. 19 
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et que les lettres X, Y, Z, au lieu de désigner des forces instantanées, 
désigneront des forces continues. D'ailleurs l'équation (m.) donnant par la 
différentiation: 

0° 0} Se one: 
“ar a (ne 55) SE (Ca — Se) + p Ebd na) 


(m) ; 
(nc— &b) 0.(Ca— &c) O.(Ëb—na) 
el RO ER nr... 


le second membre de (m') s'évanouira à cause de O=p=g=r, et 
alors elle deviendra la méme que (m.) lorsqu'on fait dans celle-ci les 
substitutions qu'on vient de dire.  D'oü il faut conclure, qu'en discutant 
l'hypothèse où le corps est tiré du repos par des forces instantanées, nous 
nous trouverons avoir traité celle oà il sort du méme état par l'action de 
forces continues. 
8. Faisons, pour simplifier: 
ne—Cb — à, Ca—Ëc = u, Sb—-na = v 

l'élimination entre (a’.), (6'.) et la seconde équation (m.), donne: 

Z L'A N'u N'v 

put ara Vee! gp C 

ML RA 

M A B C 
expression dont le dénominateur est essentiellement positif. Si P est négatif, 
ce sera la preuve que le plan n'éprouve aucune percussion au point (6, 7, 2), 
et que ce point, considéré comme appartenant au corps, doit se détacher 
du plan, ou que sa vitesse normale est positive. Alors pour déterminer les 
élémens du mouvement, il faudra faire P = 0 dans (a’.), (6'.); est les valeurs 
de ces élémens devront satisfaire à l'inégalité 


Q 
(n.) a + pit qu+rv — 0, 


dont le premier membre exprime la vitesse normale du point (6, 7, D). Or, 


au moyen de ce qu'on a fait P — 0, ce premier membre se réduit à 

Z L'À M' N'v 

aeg; lim 
l'inégalité est donc satisfaite par cela seul, que dans le précédent calcul on 
wen Pe. | 

9. Sil y a deux points de contact entre le corps et le plan, les 

équations (a’.), (5.) deviennent, en accentuant les lettres relatives au se- 
cond point: 


2 A I, 
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Ap = L'+PA+PY, Bq = M'+Pu+P'uw, Cr = N+Pv+P', 
et de plus on a les deux équations de condition: 


Ó O Ab ! ! 
a tphtqutry = 0, D +pl+qu'+rr = 0. 


Faisant pour abréger: 


RTS OC ual 21 AMET Uy: 
Saut RU Te +++ 


yy' 
C 2 


ZL MM N'y 
U = Wath MERC D : ete. 
on trouve: 
UT=S'U ; UT—SU' 
u am mss 


Le dénominateur de P et P' peut se mettre sous la forme: 

1 OA) , au) , Wr)’, Ow Mu)? Qv —À»y (ua —uvy 
de un on ao ae 
et par conséquent il est essentiellement positif, en sorte que les signes 
de P et P' dépendront uniquement de ceux de leurs numérateurs. Si P, 
par exemple, est négatif, il faudra recommencer le calcul en supposant 


P nul, et alors on aura p' — er De plus, l'inégalité (».) devra être 
satisfaite: mais son premier membre se réduit dans ce cas à P'T-- U — 0, 
ou S'U--U'T — 0, en substituant la valeur précédente de P', et obser- 
vant que S' est essentiellement positif. Cette inégalité et donc vérifiée, par 
cela méme que l'on a eu précédemment P — 0. 

Si les deux valeurs de P et P' étaient négatives, et que de plus 
T fût positif, l'inégalité (».) et son analogue, relative à (&', 7, ©), se ré- 
duisant, lorsqu'on fait abstraction de la résistance des deux points, à 
U —0, U' —0, seraient encore satisfaites d'elles-mémes, et le corps se 
detacherait entièrement du plan. En effet, de U'T— S'U — 0, UT— SU' — 0, 
on tire, en divisant la première inégalité par S' et la seconde par T, qui 
sont des nombres positifs: 

UI, I<T 
partant U'(SS' — T^) > 0, ou U' — 0, à cause que SS' — T" est essentiellement 
positif. De la méme manière ou trouverait U > 0. 

Mais si T est négatif, on pourrait seulement démontrer que l'une 
des quantités U, U' est positive; par conséquent, de ce qu'on aurait trouvé 
dans ce cas P et P'— O0, il ne s'en suivrait pas que les deux points n'é- 
prouvent aucune percussion: il faudrait en outre que U et U' fussent 

197 
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simultanément positifs. On arriverait à des résultats analogues en supposant 
trois points de contact. 


10. Dans le cas où leur nombre se réduit toujours à deux, on 
trouve, en retranchant de la premiére équation (m.), son analogue, relative 
à (8, v, 5): 

(o) (E—EXrb—go)+ (nn (pe—ra)-(t—C)(qa—pb) = 0; 
équation qui peut s'interpréter géométriquement. Pour cela, menons par 
laxe instantané de rotation un plan perpendiculaire au plan fixe des a, y, 
et soit 

la'+my'+nz' = 0, 
l'équation de ce plan. En vertu de ce qu'il comprend l'axe instantané, on 
aura Ip+mq+nr = 0; et au moyen de ce qu'il est perpendiculaire au plan 
x, y, la+mb+nc = 0. Son équation deviendra donc 
(p) (rb—qc)z -F(pe—ra)y +(qa—pb)s" = 0; 

et si l'on mène une perpendiculaire à ce plan, elle fera, avec les axes 
des a’, y', 3, des angles dont les cosinus seront respectivement propor- 
tionnels à rb—qc, pc—ra, qa—pb. D'un autre côté, l'intersection du 
plan (p.) avec celui des x, y, contient la projection de l'axe instantané sur 
ce dernier plan, et cette projection est perpendiculaire à la droite menée 
dans le plan fixe perpendieulairement au plan (p.) laquelle, en vertu de 
(o.), est elle-même perpendiculaire à la droite qui joint les deux points 
de contact. Cette équation (o.) exprime donc que la projection de laxe 
instantané sur le plan fixe est paralléle à la droite joignant les deux points 
de contact. D'ailleurs, si l'on porte sur laxe instantané une longueur 
numériquement égale à la vitesse angulaire, la valeur de sa projection sur 
le plan fixe sera y((rb—qc) --(pe—ray --(qa--pby): car on a pour sa pro- 
jection, perpendieulairement au méme plan, pa+gb-+re, et 

(rb—qc) +(pe-ra) +(qa—pby+(pat+qb+rey = p+q+r. 

Si le point (2, 7’, ©’) venait à se détacher du plan, on aurait: 

I +E (pb g0)+n (pe—ra)-- t (ga —pb) <0; 
et l'équation (o.) se trouverait remplacée par l'inégalité 
($—8)(rb— qe)d- (n—1')(pe—ra)+(C—C')(qa—pb) < 0, 
laquelle exprime géométriquement que la perpendiculaire à la projection de 
laxe instantané sur le plan fixe forme un angle obtus avec la droite menée 
du point (€, 7, &) au point (2', z', ©). 
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11. Si ces deux points sont les extrémités d'une aréte, par la- 
quelle le eorps s'appuie sur le plan fixe, il est aisé de déduire de ce qui 
précède les équations qui devront donner les valeurs des quantités (4), et 
des intégrales 

JP 0s, /P£Os, fPnos. 

Pour que la percussion s’exerce le long de cette arête, il faudra 
que la fonetion inconnue P puisse étre censée positive dans toute l'éten- 
due des intégrations. Or l’on s'assure si cette condition est ou non satis- 
faite, à l'aide des considérations suivantes. 

Les coordonnées x, y de Varéte, rapportées aux axes fixes dans 
l’espace, sont, au premier instant du mouvement, des fonctions linéaires 
et connues de ses coordonnées &, 7, &, rapportées aux axes principaux. On 
pourra done exprimer /Pxös, /PyOs, en fonction de /P£Os, etc. Alors 
si l’on fait 

/Pxos JPyos 

eds.) [Pos 9 
il faudra, pour que la fonction P puisse étre censée constamment positive, 
1° que /POs ait elle-même une valeur positive; 2° que le point, dont les 
coordonnées en z, y, sont &,, y,, tombe sur l'aréte rectiligne entre ses deux 
points extrêmes (6, y, D, (§, 7, ©). Telles sont en effet les conditions 
démontrées en statique, pour qu'un corps qui s'appuie le long d'un plan 
fixe par une aréte rectiligne ne soit pas soulevé, et la démonstration ne 
reposant que sur la nécessité de regarder la fonction P comme constamment 
positive, subsiste, quelle que soit la signification attribuée à P. 

12. Lorsqu'il existe, à l’origine du mouvement, trois points de con- 
taet entre le corps et le plan fixe, on a trois équations semblables à la pre- 
miére (m.), qui donnent, en les combinant deux à deux par voie de sous- 
traction, trois autres équations semblables à (o.); et de celles-ci on déduit, 
pourvu que les trois points ne soient pas en ligne droite: 


—— —0, rb—qc—0, pc—ra 0, qa—pb = 0, 


équations dont la derniére est contenue dans les deux précédentes, et qui 
expriment: 1° que la distance du centre de gravité au plan fixe reste 
constante; 2° que l'axe instantané est perpendiculaire à ce plan.  Dés- 
lors on voit que, sil existait plus de trois points de contact, on n'aurait 
pas le nombre suffisant d'équations pour déterminer individuellement les 
percussions souffertes par ces points, ni pour s'assurer directement que 
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leurs valeurs sont positives. Mais en suivant le raisonnement des numé- 
ros précédens, il est clair qu'on pourrait toujours calculer les valeurs des 
termes sommatoires Z.P, Æ.P£, ete., par suite celles de Z.Pz et >. Py; 
et qu'en faisant alors Z.Px = cz, EP, =.Py = y, EP, il faudrait, pour que 
le corps püt se mouvoir en glissant sur le plan fixe, et exerçant ainsi 
une percussion sur tous les points de contact: 1° que =P fût positif; 
2° que le point dont les coordonnées en x, y sont z,, y,, tombát dans 
l'intérieur du polygone convexe, qui se forme en joignant deux à deux 
les points de contact, de maniére à n'en laisser aucun à l'extérieur du 
polygone. Si le corps s'appuyait sur une portion d'aire plane, on arriverait 
aux mêmes conclusions, en remplaçant P par POs, et = par un double 
signe d'intégration. 

13. Lorsque les conditions nécessaires pour le glissement du corps 
sur le plan fixe ne sont pas satisfaites, il se présente trois cas: ou le 
corps se soulève en s'appuyant sur l'un des sommets du polygone con- 
vexe, dont il vient d'étre question, comme sur une pointe; ou il s'appuie 
en se soulevant, sur les deux extrémités d'un des cótés du méme polygone; 
ou enfin il se détache entiérement du plan et ne lui fait éprouver aucune 
pereussion. 

Dans la première hypothèse, soit (£, 7, C) ou F (Tab. II. Fig. 1.) 
le sommet qui éprouve une percussion et (€, z', &), (€, 7", ©”), ou F', F", 
les deux sommets dont l'un suit, et l'autre précède F immédiatement sur le 
contour du polygone. Non seulement il faudra que la valeur de P, calculée 
comme dans le numéro 9., soit positive; mais d'aprés l'observation qui termine 
le numéro 10., les deux inégalités 

($—8) (rb—qc)d- m—1 ) (pe—ra)+ (5—5 ) (qa—pb) <9, 

M) 18" (rb—ge) +(n—1") (pe—ra) + C6") (ga— po) <0, 
devront être satisfaites; et le système de ces inégalités exprime que la 
perpendiculaire abaissée de F sur la projection de l’axe instantané sur le 
plan fixe, doit tomber dans l'angle M'FM", supplément de F'FF", et formé 
par les droites N'M', N"M", respectivement perpendieulaires à FF', FF". 
Pour un autre point quelconque F''", situé sur le contour ou dans l'intérieur 
du polygone, on devrait avoir pareillement: 

(1) ($—87)(0b—90) + (nn )(pe—ra) + (£—5)(qa—pb) < 0; 
et si l'on méme N"M"' perpendiculaire à FF", que l'on.combine (q'.) avec 
chacune des inégalités (q.), il résultera de leur systéme que la perpendiculaire 
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abaisée de F sur la projection de l'axe instantané, doit tomber dans l'intérieur 
de l'angle M'"FM", ou de M'FN". Or, le polygone étant convexe, et par 
suite FF" tombant toujours dans l'angle F'FF", il est clair que quand les 
inégalités (q.) sont satisfaites, (q'.) l'est a fortiori; qu'ainsi il suffit d'avoir 
égard aux inégalités (q.) et à celle P — 0. 


Quand la projection du centre de gravité sur le plan fixe tombe 
dans l'intérieur de l'angle F'FF", on peut prendre cette projection pour le 
point F", et alors on a à" = —ay, 7" = —by, ©" = —cy: d'ailleurs comme 
la fonction a(rb—qe)+ b(pe—ra)+e(qa—pb) est identiquement nulle, (q'.) 
se réduit dans ce cas à 

§(rb—qe)+7(pe—ra) + 5(qa—pb) — 0, 
ou, en vertu de l'équation (m.), à 


CRI frr ea 

Dans la seconde hypothèse sur le mouvement du corps, FF' étant 
le eóté du polygone sur lequel il s'appuie en se soulevant, soit que la 
percussion ne s'exerce qu'aux deux points extrêmes F, F', ou qu'elle soit 
répartie sur toute la longeur de l'aréte FF’, on aura à appliquer les for- 
mules des numéros 9., 10. et 11. En outre, dans l'un et l’autre cas, il 
faudra que l'inégalité (q'.) soit vérifiée pour un point quelconque P"', situé 
sur le contour ou dans l’intérieur du polygone. Or, si l’on abaisse de 
F une perpendiculaire sur la projection de l'axe instantané en x, y, cette 
droite, d’après ce qui a déjà été dit, sera en méme-temps perpendicu- 
laire à FF': l'inégalité (g.) exprime qu'elle devra faire un angle obtus 
avec FF"; et dés-lors il est visible que cette condition étant satisfaite 
pour le point FP", le sera pour tous ceux qui sont situés, par rapport à 
FF', du méme côté que F'". Elle sera done simultanément satisfaite 
pour tous les points situés sur le contour ou dans l'intérieur du polygone, 
puisque, par hypothèse, ce polygone est convexe. Profitant de cette re- 
marque, on peut d’après ce qui précède, simplifier l'expression de la con- 
dition (q’.), et la réduire à (q"), dans le cas où la projection du centre 
de gravité en æ, y, tombe, par rapport à FF', du méme côté que les autres 
sommets du polygone. 

Enfin, dans la dernière hypothèse où le corps ne fait éprouver au- 
cune percussion au point fixe, et se meut comme sil était libre, la vi- 
tesse normale de chacun des points de contact doit étre positive; ce qui 


LE 
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entraîne de nouvelles conditions: U — 0, U' — 0, U" — 0, ete. U et ses 
analogues conservant la signification qui leur a été attribuée au numéro 9. 
Lorsque le corps repose sur une portion de ligne ou d'aire plane, le nom- 
bre des points de contact étant infini, la vérification de l'inégalité U — 0 
ne peut se faire pour chacun d'eux; mais d'abord il est visible que, si 
elle est satisfaite pour tous les sommets du polygone convexe dont nous 
venons de parler, elle le sera pour tous les autres points. En outre, si 
l'on observe que U = 0 (en remplaçant dans U les coordonnées déterminées 
&, 7, & par les coordonnées courantes x', y', 3’) est l'équation d'un plan, et 
que l'inégalité U — 0 subsiste pour tous les points de l'espace situés d'un 
méme côté de ce plan, on verra qu'il suffit de construire la droite résultante 
de l’intersection du plan fixe avec celui U — 0; qui, si cette droite laisse 
d'un méme côté tous ces points de contact, et que de plus l'inégalité U — 0 
soit satisfaite pour un de ces points, elle le sera pour tous les autres. 

Chaque sommet du polygone pouvant être pris successivement 
pour le point F, et chacun de ses côtés pour l'aréte FF’, si » désigne le 
nombre de ses sommets, on pourra faire 2x hypothèses différentes sur le 
mouvement du corps, sans compter celle oü il glisse sur le plan, et celle 
où il s’en détache entièrement. Parmi ces 2(»+1) hypothèses, à cha- 
cune desquelles se rapporte un système différent d'équations et d'inégali- 
tés, il faudra, comme on l'a dit en commençant, qu’il y en ait toujours une 
et une seule pour laquelle le système correspondant d'inégalités soit com- 
plétement vérifié. 

14. Si au polygone dont il vient d'étre question l'on substitue une 
courbe convexe et continue, comme dans le cas d'un cylindre assis sur 
sa base, et que d'ailleurs on ait vérifié que le corps ne pouvait pas glisser 
sur cette base, il semble d'aprés ce qui précéde, qu'on devrait essayer 
autant d'hypothéses qu'il y a de points sur la courbe, c'est-à-dire une in- 
finité; ce qui répugne. D'un autre côté, si l'on se reporte au numéro 6., 
on verra que l'équation (k.), qui doit servir à déterminer le point (£, 7, &) 
sur lequel le eorps s'appuie en roulant sur une aréte curviligne, se trouve 
identiquement satisfaite à l'origine du mouvement; puisque, par hypo- 
thèse, la courbe qui forme aréte est alors entièrement comprise dans le 
plan fixe. 

Il est néanmoins facile de lever cette indétermination apparente: 
et d'abord si l'on passe, selon le principe des limites, du polygone à la 
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courbe continue, il résultera des N°, 10. et 13., que la tangente à la courbe, 
au point (£, 7, D) sur lequel le corps s'appuie en se soulevant, doit être 
paralléle à la projection de l'axe instantané x, y, d'où l’on tire: 

(E) (rb—qo)d8+(pe—ra)dn+(qa—pb)dt = 0; 
et cette équation qui remplacera (4), servira, conjointement avec celles de 
la courbe, à déterminer complètement £, 7, &. Mais sans recourir à cette 
considération indirecte, on peut dériver immédiatement (4'.) de (k.). En effet, 
puisque cette dernière équation doit être satisfaite pendent toute la durée 
du mouvement, elle donnera: 

0ad§+ 0b0n+0cd0E = —(a00§+b00n+c006). 
Or, par hypothèse, (4.) est satisfaite indentiquement, c'est-à-dire, indépen- 
damment de &, 7, 6: le second membre de l'équation précédente sera done 
identiquement nul, ce qui la réduit à (4'.), au moyen des relations (c.). 


Le point (£, 7, &) étant connu, il faudra que la valeur de P, cal- 
culée par les formules du N°. 8. soit positive; et que pour un autre point 
quelconque (5", 7", 6"), situé sur le contour ou dans l'intérieur de la 
base, on vérifie linégalité (g'.), qui se réduit à (q".), quand la projection 
du centre de gravité en x, y tombe dans l’intérieur de la base. Si ces 
conditions n'étaient pas satisfaites, ce serait une preuve que le corps se 
détache entiérement du plan fixe: alors il faudrait, qu'en éliminant entre 
les équations de la courbe et celles de l'intersection du plan fixe avec 
celui U.— 0, les racines de l'équation finale fussent imaginaires, et que pour 
un point arbitrairement choisi sur cette courbe, ou dans l'aire qu'elle enve- 
loppe, on eût U — 0. 


Quand l'équation (4), jointe à celle de la courbe, donne une équa- 
tion finale à plusieur racines réelles, il ne doit y avoir, comme nous le 
vérifierons, qu'un système de valeurs ($, 7, D) qui satisfasse aux condi- 
tions d'inégalité. Enfin, si la base était terminée par plusieurs portions 
de courbes, il faudrait essayer des calculs analogues relativement à cha- 
que portion de courbe, et ensuite relativement à chacun de leurs points 
de jonetion, le corps pouvant s'appuyer sur l'un d'eux, cómme sur une 
pointe, avec la. condition que la perpendiculaire abaissée de ce point sur 
la projection de l'axe instantané, tombe dans l'angle supplémentaire de 
celui que forment les tangentes menées par ce poiut aux deux portions de 
courbes contigués. 

Crelle's Journal. d. M. V. Bd. 2. Hft. 20 
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15. On peut faire, des formules qui précèdent, une application 
curieuse, qui s'étend à une classe nombreuse de solides. Supposons que 
le corps, à lorigine du mouvement, tende à glisser sur une face perpen- 
diculaire à l'axe principal des z', et que la résultante des forces qui le 
sollieitent passe par le centre de gravité. On aura 0 = L' = M' — N'; et 
en prenant les axes de z, y, respectivement paralléles à ceux des z', y' 
(ce qui, dans ce cas, ne diminue en rien la généralité des formules), il viendra: 
a 10,06 10 Se eh eed On NG 25: 

A» = 0, p =0, q = 9, 
et par suite: 
NPozöy=-Z, ffPxdxdy =0, /fPydxdy =9; 

l'origine des z, y étant d’ailleurs supposée la méme que celle des a’, y. 
Or, pour que la fonction P puisse être censée constamment positive, et 
conséquemment pour que le glissement du corps sur la base puisse avoir 
lieu, il suffira (N°. 12.) que Z soit négative, et que le point dont les coor- 
données en z, y sont nulles, c'est-à-dire la projection du centre de gravité 
sur le plan de la base, tombe dans l'intérieur de cette base. 


Cette derniére condition est évidemment satisfaite, dans le cas de 
l'homogénéité, à l'égard des prismes, cylindres et cônes droits, des pyra- 
mides réguliéres, et d'un grand nombre d'autres solides, qui ont d'ailleurs 
une de leurs faces ou bases perpendiculaires à l'un de leurs axes princi- 
paux. Si done un semblable corps repose par sa base sur un plan fixe, 
et qu'on lui communique une impulsion passant par le centre de gra- 
vité, il glissera sur sa base, ou se détachera entiérement du plan, selon 
que Z sera négative ou positive, mais dans aucun cas, il ne pourra pi- 
voter sur lun des angles, ou l'une des arêtes de sa base. La conclusion 
sera la méme, en vertu de l'observation qui termine le numéro 7., si le 
corps est tiré du repos par l’action de la pesanteur; quelle que soit d'ail- 
leurs l’inclinaison du plan fixe à l'horizon: ear la pesanteur est une force 
qui passe toujours par le centre de gravité. Enfin cette conclusion sub- 
siste non seulement pour le premier instant du mouvement, mais pour 
tous ceux qui suivront: ear on sait (N°. 4.) que les valeurs de //Rx0cOy, 
/Ryozöy étant nulles au premier instant, demeureront constamment nulles; 
et la condition de AR positive dans toute l'étendue des intégrations, étant 
satisfaite à l'origine du mouvement, le sera pour toute sa durée. 
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16. Afin d'appliquer nos formules à un exemple, considérons un 
parallélipipéde rectangle et homogène, posé sur le plan x, y par une de 
ses faces. Prenons les axes des x, y respectivement parallèles aux côtés 
de la base, et faisons M = AK = BK'. Soient 2f, 2g, 2h les longueurs 
des arêtes, parallèles aux axes des a, y, 3; il s'agit d'examiner successivement 
les quatre hypothéses suivantes. | 

1°. Le parallélipipède peut glisser sur le plan fixe, auquel cas: 

HRozoy=-2  ffPzdcdy= -L',. ffPydxdy = M": 
d’où résultent (N°. 12.) les conditions 

(r-) Z — 0, m e efr pu ccc 
en se rappelant toujours que les signes < et > n’excluent pas le cas 
d'égalité. Les quatre dernières inégalités ne peuvent être satisfaites par 
Z = 0, à moins qu'on n'ait en méme temps 0 = LZ’ = M', ce qui rentre 
dans le cas du numéro précédent. Ainsi l'on doit supposer que la ré- 
sultante perce le plan x, y en un point (z", y^), auquel cas on sait que 
L', M' se réduisent à Zy", —Zx'. Ces inégalités expriment done géo- 
métriquement que le point (z", y") tombe dans l’intérieur de la base du 
parallélipipéde. | 

2°. Si le corps tourne, en s'appuyant sur un des angles de sa base 
DE son aula. (Ness et .O.): 

Hs EDO Vire Po EL Ba sen PE UM. 
Les inégalités (g.) du numéro 13. se réduiront à pr — 0, g£ — 0, à cause 
qu'on y doit faire & = &, 7 = —5; &" = —5, y' = 7. D'ailleurs on doit 
avoir P — 0; au moyen de quoi les inégalités relatives à cette hypothése 
sont les trois suivantes: 
Z--KnL —K'EM <0, 
(5. {L'n+27 + KL M) — 0, 
M'£4-Z2 + K g&&L +nM) —0, 
dans lesquelles il faudra combiner les valeurs +/f pour §, avec celles +g 
pour 7, ce qui donnera quatre systèmes d'inégalités, relatifs à chacun des 
angles de la base. 

3°. Si le corps s'appuie sur lune des deux arêtes parallèles aux 

x, l'équation (o.) du N°. 10. se réduisant à q = 0, on aura: 


LE 0a AN /Pxöx = M', Ap = L'+nfPox. 
BO? 
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L'inégalité (q”.) du numéro 13. se réduira à pz — 0, et de plus en 

vertu des conditions signalées dans le numéro 11., on obtiendra ce systéme 
d'inégalités: 
() Za <0, Lg zi <0, DI LEA <p, 
dans lesquelles il faudra faire 7 = +g, relativement à chacune des deux 
arêtes parallèles aux a.  L'analogie indique suffisamment quelles seraient 
les formules qui se rapportent aux arétes paralléles aux y. 

4°. Enfin si le parallélipipède vient à se détacher entièrement du 

plan, l'inégalité 

(u) Z+KnL'-K'EM > 0, 

devra être satisfaite (N°. 13.) relativement à chacun des quatre angles de 
la base: c’est-à-dire qu'il faudra combiner dans la formule précédente, 
les valeurs +f pour £, avec celles +g pour 7; ce qui donnera quatre 
inégalités différentes, lesquelles devront dans ce cas être vérifiées simul- 
tanément. C’est ce qui ne pourra avoir lieu lorsque Z est nulle, à moins 
qu'on n'ait en méme temps 0 = L' = M'. En outre, on déduit de ces 
quatre inégalités, combinées selon les régles d'élimination qui leur sont 
propres: 

(u.) Z20,Z--KgL' 70, Z—KgL' 7-0, Z-K'fM 0, Z+K'fM 0; 
ce qui démontre à posteriori l'incompatibilité du système des inégalités (w.), 
(w.) avec chacun des systèmes (r.), (s.), (é.). 

Il ne semble pas aussi facile de démontrer algébriquement l’incom- 
patibilité de chacun de ces derniers systèmes avec tous les autres, et en tous 
cas cela entrainerait bien des longueurs; mais on peut aisément vérifier 
cette incompatibilité sur autant d'exemples numériques que l'on voudra. Si 
l'on fait entre autres: 

f= EHE RR =e. dow KD TUR 3 
et qu’on suppose de plus 
=—1, L’=—6, M'=3, on aura Paw poe, q=— gu: 
Le seul système (s.) sera vérifié complètement pour les valeurs & = 1, 
122; 

Il est à propos d'observer que cette analyse ne dépendant que de 

la forme du contour de la base, et de la direction des axes principaux, 


s'applique de méme à la pyramide régulière à base rectangulaire, et à une 
infinité d'autres solides. 
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17. Oceupons-nous maintenant du mouvement d'un cylindre droit, 
à base circulaire, qui repose par cette base sur le plan fixe, et appelons 
o le rayon de la base, en observant que les momens d'inertie A, B, ou 
les nombres K, K' deviennent égaux entre eux. Si le cylindre glisse sur 
le plan, on obtiendra, par des considérations semblables à celles du numéro 
préeédent, les conditions: 

(e) Z-—0, L-M'"-—wZ: 
d’où l’on conclurait de méme: 1°. que Z ne peut être nulle, à moins que 
L' et M' ne le soient aussi; 2". que la résultante doit percer le plan fixe 
dans lintérieur de la base. 

Quand le cylindre se soulève, en s'appuyant sur un point (&, 7) de 
laréte circulaire qui termine sa base, on a d'abord: 

p—_Z+KGL-EM) ,,_ L-Zn+Ke@l4nM) 

pe ee c EE Sr RC RE 

1+Ko’ 14+ Ke ? 
M+ZS+KnEL4nM) | 
es Ko? 
Les coordonnées &, 7 sont déterminées par l'équation de l'aréte 
(e) Eye, 
et par l'équation (5À.) du numéro 14, qui se réduit alors à pé+qn = 0, 
ou, quand on Y substitue les valeurs précédentes de p, q, à 
(E) EL'inM' = 0. 

L'inégalité P — 0 doit être satisfaite, de méme que celle (g".) du 
numéro 13. laquelle se réduit à g£é—pn — 0. Faisant les substitutions 
convenables, il en résulte: 

(x) Z+Kml'—§M') <0, @Z—nl'+éM' — 0. 

L'élimination de Z, entre ces deux inégalités, donne 

(y) mL —8M' <0; 
et comme on tire des équations (w.) et (&".): 

o M' oL 

TOR TEN? 

on voit que (y.) ne peut être vérifiée, à moins qu'on ne choisisse les signes 
supérieurs dans les valeurs précédentes de €, 7. Ainsi, parmi les deux points 
que détermine le système des équations (w.) et (4”.), il ne saurait y en avoir 
qu'un seul qui satisfasse aux conditions du problème. 

Si Z n'est pas nulle, on peut mettre (4".) sous la forme £y"—172" = 0, 
(a, y^) étant toujours le point où la résultante perce le plan fixe. Il 


Aq = 
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en résulte que le point (5, 7) est l'intersection de la circonférence (w.) 
avec le diamètre mené par le point où la résultante pénètre le plan fixe. 
Le plan mené par ce diamètre et par laxe du cylindre comprendra la 
résultante, dans le cas particulier où elle coupe l'axe.  L'inégalité (y.) 
devenant Z(a"+ny")< 0, se résout en £x"+7y" — ou — 0, selon 
que Z est positive ou négative: en conséquence, dans le premier cas, 
le centre de la circonférence tombera entre les deux points (6, 7), (z^, y”); 
et dans le second, ces deux points seront situés du méme coté, par rap- 
port au centre. 

Si Z est nulle, (4À". se réduit à y X—é4Y = 0, équation d'une 
droite menée par le centre, parallèlement à la résultante. On a pour (y.): 
s'(nY--£X) — 0, Z" étant la distance du centre de gravité au plan qui 
comprend la résultante, et qui est parallèle à celui des x, y. Selon que 
Z" est positive ou négative, l'inégalité précédente devient z Y J-$X > ou 
— 0, c'est-à-dire que, dans le premier cas, le rayon mené du centre au 
point ($, 7) sera dirigé dans le méme sens que la résultante; et dans le 
second, il sera dirigé en sens contraire. 

Par la substitution des valeurs de §, 7, les inégalités (x.) deviennent: 

(s) Z—Hoy(L"-- M?) — 0, oZ-- (L^ -- M^) > 0. 

D'un autre. coté, en ayant égard à la premiére condition (v.), la 

seconde peut s'écrire: 

eZ — —yY(L TM^) j 
ce qui vérifie à posteriori, et d'une manière générale, que le systeme (v.) 
et le système (x.) ou (z'.) sont incompatibles. 

I] reste encore à considérer l'hypothése où le cylindre se détache 
entièrement du plan. Il faut alors (N°. 14), 1° que les racines de l’equa- 
tion finale, résultant de l'élimination entre l'équation (w.) et celle U = 0, 
ou Z--K(rM'—£M^) = 0, soient imaginaires; 2° que pour un point pris 
arbitrairement sur la circonférence (w.) ou dans son intérieur, on ait 
Z4 K(nL--5M')— 0. Effectuant les calculs relatifs à la première con- 
dition, et prenant ensuite pour le point arbitraire le centre méme du 
cercle, il vient: 

(52. Z— IC (L--M-90, Z>0. 
Cette dernière condition exclut l'existence simultanée des systèmes (v.) et 
(z.): en y ayant égard, l'autre peut s'écrire: 
' SuZIBSK oy (LR Hi: 
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ce qui démontre encore Vincompatibilité du système (z.) avec celui («'.) 
ou (z.). 

Ajoutons à cela que la méme analyse s'applique non seulement au 
eylindre, mais au cóne droit, et généralement à tout corps de révolution 
homogène, reposant sur une base perpendiculaire à l'axe de révolution. 


18. Ainsi qu'on la observé en commencant, il peut se faire que 
les points du corps qui exercent une percussion sur le plan, et dont la 
vitesse normale est nulle au premier instant du mouvement, s'en dé- 
tachent avee une vitesse normale infiniment petite dans l'instant qui suit 
immédiatement, ce qui dépendra de l'intensité et de la direction des forces 
continues qui sollicitent le corps, comme aussi des vitesses acquises par 
l'impulsion initiale. Afin d'éclaircir cette observation par un exemple bien 
simple, on peut se représenter un corps pesant venant frapper de bas en 
haut un plan fixe horizontal. Il est clair que certains points du corps 
exerceront une percussion sur le plan, et que leur vitesses verticale devien- 
dra nulle à l'instant du choc; ce qui ne les empéchera pas de se détacher 
du plan immédiatement aprés, par l’action de la pesanteur, avec une vitesse 
verticale infiniment petite. 

Pour indiquer quelle serait, en pareil cas, la marche du calcul, 
supposons toujours que la pesanteur soit la force continue qui sollicite le 
corps, et ne considérons d'abord qu'un seul point de contact. Les équations 
(a.) et (b.) du N°. 1. s'appliqueront à cette hypothèse; et quand on y aura 
substitué les valeurs de p, q, r, relatives au premier instant du mouvement, 
et déterminées conformément à ce qu'on a vu dans les numéros précédens, 
de méme que celles de a, b, c, qui sont connues, elles donneront, par de 
simples calculs algébriques, les valeurs de 


: O'a e? e? à Ó Or 
(CS) R, OÙ ? ix C AT Ai. Ot? 
relatives au premier élément du temps. Il faut y joindre l'équation (m’.) 
du N°. 7., dont nous représenterons le second membre par —V, en observant 
que, d’après les relations (c.), on a: 

V = (pn—q5)(qa—pb)+(r§—pl)(pe—ra)+(qo—rn)(rb ge). 

Selon que la valeur de R, déduite de ces sept équations, sera po- 
sitive ou négative, le point (£, 7, &) exercera ou non une pression sur le 
plan, et sa vitesse normale sera nulle, ou positive et infiniment petite, après 
l'élément Cf. 
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Admettons que l'on ait, comme dans les N°. 15. et suivans, a = 0, 
b — 0, c — 1, et, de plus, que la force instantanée qui sollicite le corps 
à l’orgine passe par l'axe des z', ce qui entraîne IN  — 0; d’où, en vertu 
de la troisième équation (b'.), r = 0. L’équation (m'.) se réduira à: 
0? Ó 6) " 
op Tor ES CP +e) = 0 


ce qui donne 

geosetä(lp+tg) _ 
1 3 > 
CRE RE 

Remarquons maintenant qu'en vertu de nos hypothèses le corps 
est situé, par rapport au plan x, y, du côté des z positives, et que les z' 
sont comptées parallèlement aux z et dans le même sens, en sorte qu'on 
az ou 6 —23—7, y étant positive. Relativement au point (£, y, D), qui 
repose sur le plan z, y, on a donc 5 — —y, et le terme C(p*+q°) est 
essentiellement négatif. Ainsi, À est négatif toutes les fois que ce terme 
est numériquement supérieur à g cose, et, à plus forte raison, quand g 
est nul, ou quand on fait abstration de la pesanteur. Dans ce dernier eas, 
le corps se détache du plan, à la fin de l'élément Of, en vertu de la seule 
foree d'impulsion, et avec une vitesse normale infiniment petite, égale à 
—C(p'+9q°) dt. 

Si un second point (€, 7’, ©) avait exercé une percussion contre le 
plan, on aurait une nouvelle équation de même forme que (m’.); et, en la 
retranchant de (m’.), il viendrait une autre équation de même forme que 
celle (o.) du N°. 10., par rapport aux inconnues du probléme, sauf l'addi- 
tion d'un terme constant V—V' dans son premier membre; ce qui modi- 
fierait les résultats que nous avons obtenus dans ce numéro. Mais on 
aurait toujours le nombre d'équations suffisant pour déterminer individuellement 
R et R', et pour reconnaitre, au signe de ces quantités, les points qui se 
détachent du plan, à la fin de Of. V est nul quand la direction de l'axe 
instantanée passe par le point (£, 7, 5); car alors 

pu—q5 = 0, r$—pbL = 0, go—rn = 0. 
Il est encore nul, quel que soit le point ($, 7, ¢), lorsque l'axe instantané 
est perpendieulaire au plan fixe, puisqu'alors 

ga—gb — 0, pc—ra.—:0,, rb—ge = 0. 
Si done il y a eu, à l’origine, plus de deux points non en ligne droite 
exerçant une percussion sur le plan, comme les termes V s'évanouis- 


R = 


- 


- 
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sent, on aura entre les inconnues CE ) des relations de même forme que 
celles des N°. 12. et suivans, par rapport aux inconnues: (1); ainsi, il suf- 
fira d'appliquer la même analyse pour en déduire les mêmes conséquences. 

Au reste, les remarques de ce numéro s'étendent à telle époque 
du mouvement que l'on voudra considérer, pourvu qu'en cet instant les 
valeurs des six quantités p, 9, r, a, b, c, soient données par l'intégration 
ou autrement, 

Addition au numéro 15. 

-Comme le résultat auquel on parvient dans ce numéro, et sur le- 
quel nous avons appelé l'attention en commençant, semblerait peut-être 
paradoxal, il ne sera pas hors de propos de le démontrer encore par une 
autre voie, et de le généraliser ainsi qu'il suit: 

1*.: Si le corps pouvait se soulever, en s'appuyant sur un point 
du contour de sa base, les équations (b‘.) et (7m.) donneraient, à cause 
de 0 — L'— M'= NV’, quelle que soit d'ailleurs la direction des axes 
principaux: | 


oy Er. A? u? a) 8 
ge = P(t e+). 
P devrait étre positif; donc cz serait négatif, ce qui est en contradic- 


tion avec l'inégalité (9".) du numéro 13., qui subsiste sous la seule con- 
dition que la perpendiculäire abaissée du centre de gravité sur le plan 
fixe tombe dans l'intérieur de la base. 

2°. Le corps ne peut pas davantage se soulever en s'appuyant 
sur une aréte rectilignez car on aurait dans ce cas, en supposant a — 0, 
BEIN Ss 


: | 
MIL = Z+fPis, Ap= fPnôs, By = —[P£0s. 


Prenons pour équation de l’arête: ANR 
n=mËtn, doù fPq0s = mfPEds +nfPds; 
l'équation (o.) donnera: 
—4q(E—E) + pan) = 0, ou mp — 5, 
et l'équation (7n.): 
07 
3; g&—pn = —np. 
De là on tire, toutes réductions faites: 
Z(A4+ m^ B fal n°? Z 
[Pas = — em = A+ Bon} 
Crelle’s Journal. d. M. y. Bd. 2. Hp, : 21 
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Puisque /Pós doit toujours être positive, il résulte de la première 
de ces deux équations que Z est négative; et par suite, en vertu de la 
seconde, 27 "serait négative, ce qui est encore en contradiction avec l'in- 


égalité (9”.). Quoique cette dernière partie de la démonstration s'appuie 


sur la condition que laxe des z' soit perpendiculaire au plan x, y, on 


conçoit aisément qu'on pourrait, sauf la complication des calculs, lui 
donner la méme généralité quà la première partie de cette démonstra- 
lion: et il en résulte que le théoréme du numéro 15. subsiste, quelle 


que soit la direction des axes principaux, sous la seule condition que la : 


résultante passe par le centre de gravité, et que la perpendiculaire abais- 
sée du centre de gravité sur le plan fixe, tombe dans lintérieur de la 
base. Ainsi ce que nous avons dit des prismes, cylindres et cónes droits, 
s'appliquera également aux prismes, cylindres et cónes obliques, pourvu 
que l'obliquité ne dépasse pas certaines limites. Ces corps pourront être 
supposés imparfaitement réguliers et homogénes, et le frottement exercé 
sur le plan, ou la résistance de l'air, seront les soules causes qui les fe- 
ront chavirer. : 


Nous observerons encore que les forces instantanées, qui ont été 


designées dans tout ce qui précède par les lettres .X, Y, Z, sont censées 
.données en nombres; mais si lon connaissait seulement la masse et la 
vitesse d'un autre corps qui vient frapper celui en repos sur le plan fixe, 
on déduirait sans peine de la théorie ordinaire des chocs les valeurs nu- 
mériques des projections et des momens de la force instantanée, déve- 
loppée par ce choc. Enfin si le corps dont nous avons désigné la masse 
par M, au lieu d'être en repos sur le plan, et d’être tiré de cet état par 
laction d'une force instantanée, venait lui- méme choquer le plan fixe, 


nos formules seraient les mêmes, en remplaçant XT) 23 El RP PONS 


par les valeurs qu'avaient les quantités 

0 Q 0 
MS, jos M ae Ap, Bg, Cr. 
immédiatement avant le choc. . 


ae 


(La suite dans le cahier prochain.) 


N 
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10. 
Bemerkungen zu den Aufgaben und Lehrsátzen 
S. 96. 97. 98 im ersten Heft zweiten. Bandes 
dieses Journals *). 


(Vom Herrn O. G. D. Aubert zu Christiania in Norwegen.) 


L i ERR gabe. Wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise einander in 
einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so 
ziehen, dafs wenn U, X, Y, Z ihre übrigen Durchschnitte mit den Krei- 
- sen sind, die Abschnitte UX, XY der. Geraden ein gegebenes Verhält- 
nifs zu einander haben, 

2. Aufgabe. Wenn im Raume vier beliebige Kugeln einander 
in einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine Gerade so 
ziehen, dafs wenn U, X, Y, Z die Puncte sind, in welchen sie den Ku- 
gelflächen aufserdem begegnet, ihre Abschnitte UX, XY, VA gegebene 
Verhältnisse zu einander haben. 

Jede Gerade, die durch einen der Durchschnittspuncte C (Taf. II. 
Fig. 1.) der Kreise 4 und. B gezogen wird, bildet mit den Linien, die 
ihre Endpuncte mit dem anderen Durchschnittspuncte D verbinden, ein 
Dreieck, welches dem Dreiecke 46D ähnlich ist, weil es mit ihm 
gleiche Winkel hat. Wenn man also 4D und BD bis E und F verlän- 
gert, und die Gerade EF zieht, so wird dieselbe mit 4B parallel sein, 
und durch den Punct € gehen, auch wird EF, weil EF: GH = DE: DG 
ist, die grófste unter allen Linien durch C sein, indem DE die grofste 
unter allen Sehnen durch D im Kreise 4 ist. Ferner ist EF = 2 4B, 


und GH — EF. Ix == EF.cosC. Hierdurch wird es leicht sein, die obige 


Aufgabe zu lösen. 

Es sollen nemlich auf der gesuchten Geraden, bei den Kreisen 
die zwei Abstände in einem gegebenen Verhältnifs 72:2, und bei den 
Kugeln die drei Abstände in dem Verhältnisse m:n:p sein. Stellt man 


*) Dieser Aufsatz eines Freundes des leider viel zu früh dahin geschiedenen, so ausgezeichne- 
ten Mathematikers, Herrn Abel, wurde dem Herausgeher noch von diesem, nicht lange vor sei- - 
nem Tode, mit seinem und des Herrn Verfassers Auftrage, den Aufsatz in das Journal einzurücken, 
mitgetheilt, Anm. d. Herausg. 


at 


x 
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r 


sich die mit den Central-Linien durch den gemeinschaftlichen Schnitt- 


punct parallel gezogenen Geraden vor, und bezeichnet sie bei den Krei- 
sen durch C und C’, bei denKugeln durch .C, C’, C^, so werden die Co- 
sinus der Winkel, die die gesuchte Gerade mit den bekannten C etc. 


bildet, in dem gegebenen Verhältnifs wie 5: bei den Kreisen, und 


wie AR Ty bei den Kugeln stehen. Wenn man also auf den Linien 
C etc. von dem Puncte C Stücke in diesem Verhältnifs absetzt, und durch 
die Endpuncte und C einen Kreis oder eine Kugel construirt, so wird 
in beiden Fällen der durch € gezogene Durchmesser die gesuchte Gerade 


sein. Auch kann man leicht beweisen, dafs die Linien, die den End- 


.punct der gesuchten Geraden in einem der Kreise oder Kugeln, im er- 
sten Falle mit den nicht gemeinschaftlichen Durchschnittspuncten des 
gedachten Kreises mit den zwei übrigen, im zweiten Falle mit den dem | 


gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Kugeln auf den Durchschnitts- 
kreisen der gedachten Kugel mit den drei anderen Kugeln diametral 
entgegengesetzten Puncten verbinden, sich wie die Cosinus der oben er- 


wahnten Winkel verhalten, also wie 77 ete. Der Ort der Puncte in 


einer Ebene, deren Abstünde von zwei Puncten ein gegebenes Verhält- 
nifs haben, ist bekanntlich ein Kreis, dessen Mittelpunct auf der Linie 
liegt, die die zwei constanten Puncte verbindet, im Raume also eine Ku- 
gel Sollen also die Puncte von drei Puncten Abstünde haben, die in 
gegebenem Verhältnifs stehen, so müssen sie auf zwei Kugeln liegen: 
ihr Ort wird also ein Kreis sein. Diese Ortskreise kann man leicht 
construiren, und also auch die gesuchte Gerade finden. j 


Von Kreisen, die einander in einem Puncte schneiden, will ich, | 


des Folgenden wegen, noch einige Bemerkungen hinzufügen. 
Die Kreise a, b, c, d, e etc. (Fig. 2.) schneiden einander in dem 
Puncte F. Aus einem beliebigen Puncte A im Kreise & ziehe man 


durch den (nicht gemeinschaftlichen) Durchschnittspunct der Kreise a 


und J, eine Gerade bis D, aus diesem Punct durch den Durchschnitts- 


 punct Z7 der Kreise 6 und c, eine Gerade bis C, u.s. w., bis man zum 


Kreise @ zurückkommt, so wird sich die letzte Gerade EA in .4.an- 
schliefsen. Denn in den Vierecken wie FBHG sind die entgegengesetz- 
ten Winkel#+B=2R. Die Zahl der Kreise sei z, so wird die Summe 


OX 
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aller Winkel in den verschiedenen. Vierecken =n.2R sein. Zieht man 
hiervon die Winkel um #, — 4 R ab, so wird 4-B-+-C....=n.2R—4R 
"sein, unter der Voraussetzung, dafs das Vieleck in 4 geschlossen sei. . 
Wenn dieses nicht der Fall wäre, so würde die Gerade £4 die 4B in 
einem anderen Puncte schneiden, also ihr Winkel gröfser oder kleiner 
sein, mithin die Summe der Winkel grofser oder kleiner als 2.2 4 —4 1; 
aber sie soll eben so grofs sein, weder grofser noch kleiner. Das Viel- 
eck mufs sich also, wie behauptet, schliefsen. Die verschiedenen Viel- 
ecke die man durch Versetzung des Anfangspunctes 4 erhält, werden, 
wie man leicht sieht, unter sich und dem Centralvieleck a cde àhn- 
lich sein, denn die einzelnen Dreiecke, wie BF, sind ähnlich. Das 
grofste unter allen diesen Vielecken wird nach dem Vorhergehenden das- 
jenige sein, dessen Seiten mit den Centrallinien 22, bc etc. parallel sind, 
und welches — 4abcde — M ist. Jedes andere, Vieleck wie ABCDE, 
verhält sich zu M wie 445^:.4/b^. Also ist 

à ABCDE = M.cosv* = M.sin FG. 

6. Aufgabe. Füllet man aus irgend einem Peripheriepunct P 
des urn ein gegebenes Dreieck. beschriebenen Kreises Lothe auf die Sei- 
ten des Dreiecks, so liegen bekanntlich die Fufspuncte dieser drei Lothe | 
allemal in irgend einer;Geraden G. Man soll nun denjenigen Punct P 
Jinden, für welchen die ihm zugehörige- Gerade G mit einer gegebenen 
Geraden parallel ist. 

Aus einem beliebigen Puncte D (Fig. 3.) des um das Dreieck 4BC 
beschriebenen Kreises sind Linien unter gleichen Winkeln an einerlei 
Seite nach den Seiten gezogen, und schneiden sie in den Puncten A, 3 
und ©. Der Winkel X ist dem Winkel 3 gleich, also der Bogen 4B’ dem 
Bogen 4’B oder 4B = 4'B', mithin sind die Sehnen 4B und 4'B' gleich, 
und 44’ ist mit BB‘ und aus demselben Grunde mit CC’ parallel (die 
Dreiecke 4BC und 4’B’C sind gleich). Nun sind in dem nach den Ecken 
centrischen Viereck ABCD die Winkel DAB und DCB gleich; aber 
DCS = DA'A, also DUB = D.4'4, und AB parallel mit 44. Aus dem- | 
selben Grunde müssen auch die Linien AC und BE mit 444, BB’ und 
CC' parallel sein; folglich kónnen sie nur eine Gerade bilden, d. h. die 
Puncte A, 95, G liegen auf einer Geraden, parallel mit 44° etc. Ver- 
langt man nun, dafs diese Gerade mit einer gegebenen Geraden par- 
allel sein soll, so braucht man nur eine Linie von der gegebenen Lage 
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aus einer der Ecken des Dreiecks, zum Beispiel aus 4 nach 4 zu-zie- - 
hen: eine Linie aus diesem Puncte nach der 4 entgegengesetzten Seite 
unter dem gegebenen Winkel gezogen, bestimmt den gesuchten Punct D. 

Wir haben im Vorbeigehen bewiesen, dafs die Puncte A, 95, € 
auf einer Geraden liegen. Directer und einfacher kann man dieses dar- 
thun, wenn man, wie oben, bemerkt, dafs DAB = DCA = DBA (und 
da auch das Viereck XBÇD centrisch nach den Ecken ist) == DAC. 

AB und AC bilden also den nemlichen Winkel mit der nemlichen 
Linie CD, machen also nur eine Gerade aus. Was nur von rechten 
Winkeln CRAN war, ist auf diese Weise ohne Schwierigkeit auf be- 
liebige gleiche Winkel erweitert worden. Auf dieselbe Art läfst sich 
der schone polygonometrische Satz des Herrn Steiner (I. Band 1. Heft 
dieses Journals), der auch nur von rechten Winkeln behauptet war, auf 
beliebige gleiche Winkel erweitern. B und C (Fig. 4) sind rechte Win- 
kel, also lüfst sich um das Viereck 4BCD ein Kreis beschreiben, dessen 
Mittelpunct E in 4D liegt. Nun ist, wie leicht zu sehen, BCD —4BC 


— 9 BCE, also BE. CE.sin BEC = AD°. ij 


ist, von der Herr Steiner seinen Satz herleitet. Für den Fall wo B 
und C beliebige gleiche Winkel sind (nach derselben Seite), geht die-. 
selbe über in: 

sin C?sin2D.(BCD— ABC) — sin D*sin2 CUBD — ACD) 

— sin D* AD*. (sin C* — sin D?), 
woraus, so weit ich sehe, nichts für unsern Satz folgt. Aus den obigen 
Bemerkungen aber, von Kreisen die sich in einem Puncte schneiden, 
wird die Sache leicht klar, Es lassen sich nemlich, wenn nur die Win- 
kel gleich sind, um die Vierecke 4BCD etc. (Fig. 3.) Kreise beschrei- 
ben, die alle den Punct D gemein haben, und sich übrigens in B, C etc. 
schneiden. Durch diese Puncte lafst sich, wie oben bemerkt, den Krei- . 
sen ein Vieleck einschreiben, dessen Seiten respective auf DB, DC senk- 
recht stehen. Der Inhalt dieses Vielecks (M) ist, wenn man das ur- 


; welches die Gleichung 


sprüngliche Vieleck 4 nennt, RR: Nennt man den constanten In- 
prung sin C? 


halt des eingeschriebenen Vielecks B, so ist nach Herrn Steiner's 
Gleichung (Il. Band S. 263): E | 


M oB aa. _ AD sin sin E cds 


4 
sin C2 


T 
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wo das erste Glied, wie oben, constant ist. Die Schlüsse. sind die nàm-. 
lichen. Es ist wahrscheinlich, dafs der Satz einer noch gröfsern Erwei- 
terung fáhig ist. Dafs der Ort des Punctes D, im Falle beliebiger nicht 
gleicher Winkel ein Kegelschnitt sei, ist aus geometrischen Gründen 
leicht zu errathen, und analytisch nicht schwer zu beweisen. Es fragt 
sich, ob der Ort des Punctes D nicht ein Kreis werden kônne, wenn 
auch die Winkel nicht gleich sind. 

7. Lehrsatz. Halbirt man in einem Viereck im Kreise sowohl 
die Winkel zwischen den Diagonalen, als auch die Winkel, welche die 
gegenüberliegenden Seiten einschliefsen, so sind von den 6 Geraden, 
welche diese Winkel halbiren, 3 und 3 parallel. 

Da «=y (Fig. 5.), so ist Bozen DH—0G — FH— EG oder 
DH+EG—= FH+CG, vere 

Von den Linien, die die Winkel Re mufs also die eine auf 4H 
senkrecht, die andere mit ihr parallel sein. 

8. Lehrsatz. Vier beliebige Geraden in einer Ebene bilden, zu 
drei und drei genommen, vier Dreiecke. In jedem dieser Dreiecke 
schneiden die drei Lothe aus den Spitzen auf die gegenüberliegenden 
Seiten einander in einem Punct, und diese 4 Puncte liegen allemal in 
einer Geraden. - 

Von den Dreiecken wollen wir nur die drei, die eine der Gera- 
den ABC (Fig. 6.) mit je zwei der übrigen bildet, und von den Lothen 
nur diejenigen betrachten, die von den Puncten 4, B, C (den Durch- 
schnittspuncten der Geraden 4BC mit den drei andern) ausgehen. Von 
diesen 6 Lothen sind je zwei auf derselben Geraden perpendiculair, z. B. 
AD und BF etc., und also parallel. Der Satz läfst sich also auch so 
ausdrücken. Wenn in einem Sechseck, dessen entgegengesetzte Seiten 
parallel sind, die erste, dritte und fünfte Ecke in einer und derselben 
Geraden liegen, so liegen auch die zweite, vierte und sechste Ecke in 
einer und derselben Geraden, welches nur ein specieller Fall eines be- 
kannten Satzes (Carnot Géométrie de position, pag. 456.) ist. Um ihn 
zu beweisen, will ich erst den umgekehrten Satz betrachten, nemlich: 
.In einem Sechseck, welches in ein System von zwei Geraden einge- 
schrieben ist, und in welchem zwei Paare gegenüberstehender Seiten 
nig sind, ist auch das dritte Paar parallel. 


168 : 10. SB EUN über die Aufgaben und na ve Rent 1. HS so 97. 98. 


Es sei BE (Fig. 7.) mit DG, und CE mit DF n 80 hak’ man 
AB: AD = AE: AG, 
AD : AC = AF: AE, 
also AB: AC = AF: AG, 
und folglich ist BF mit CG parallel. 
; Vermittelst dieses Satzes läfst sich der obige Lehrsatz 8. leicht 
indirect beweisen. - 

Auf dieselbe Art wie für das Sechseck kann man von den in ein Sy- 
stem zweier Geraden eingeschriebenen Ziehn-Ecken, Vierzehn-Ecken u. s. w. 
(nemlich von jedem Vieleck, dessen Seitenzahl ein Product von Geraden 
und Ungeraden ist) beweisen, dafs, wenn alle Paare entgegengesetzter 
Seiten, aufser einem, parallel sind (oder, durch das Projections- Princip 
verallgemeinert: sich in Puncten schneiden, die in einer Geraden liegen), 
. auch das letzte Paar parallel sein mufs (oder in einem Puncte sich 
schneiden mufs, der auf derselben Geraden liegt, wie die anderen). 

9. . Wier beliebige Puncte in der Peripherie eines gegebenen Krei- 
ses bestimmen, zu dreien genommen, vier Dreiecke. Die vier Puncte, 
in welchen die Lothe aus den Spitzen dieser’ vier Dreiecke auf die ge- 
genüberliegenden Seiten einander schneiden, liegen allemal in der Peri- 
pherie eines Kreises, welcher dem gegebenen Kreise gleich ist. 

Carnot bemerkt (Géométrie de position, pag. 163.), dafs der Ab- 
stand El (Fig. 8.) des Mittelpuncts E des um ein Dreieck 4BC beschrie- 
benen Kreises von einer der Seiten halb so grofs ist, als der Abstand CG 
der entgegengesetzten Winkelspitze C von dem Puncte wo die 3 Lothe 
aus den Winkelspitzen des Dreiecks auf die gegenüberstehenden Seiten 
sich schneiden. 

Man ziehe nemlich einen Dresser aus B nach 47, so sind AH 
auf AB, CH auf CB senkrecht, und also respective mit CG und 4G 
parallel. Die Figur 4HCG ist also ein Parallelogramm, und AH — CG. 
Man hat also EF — 14H — 1 CG. CG 22 EF behält seine Grofse, wenn E - 
und 44 constant bleiben, C aber eine andere Lage annimmt. Solchergestalt 
ist, wenn im Dreieck 4BD die Lothe sich in A schneiden, DH parallel 
mit CG und gleich CG, also ist auch HG gleich und parallel mit CD. 

Wenn man jetzt-auch die zwei übrigen Lothpuncte (so wollen 
wir die Puncte nennen, wo die Lothe. sich schneiden) bestimmt, so wer- 
den ebe:ï so die Geraden, die sie verbinden, mit, den übrigen Seiten des 
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Vierecks parallel und gleich grofs sein, und begränzen also ein Viereck, 
das dem ursprünglichen gleich ist und sich also in einen, dem ursprüng- 
lichen Kreise gleichen Kreis einschreiben läfst. | ! 

10. Lehrsatz. Füllet man aus den Ecken eines beliebigen (irre- 
gulairen) Tetraéders auf die gegenüberliegenden Seiten-Ebenen Lothe, so 
schneiden diese vier Lothe einander im Allgemeinen nicht. Schneiden . 
sich aber, in einem besonderen Falle, irgend zwei derselben, so schnei- 
den alle vier einander in einem und demselben Puncte. Im Allgemei- 
nen aber haben die genannten vier Lothe die merkwürdige Eigenschaft, 
dafs jede Gerade, welche durch irgend drei derselben geht, auch das 
vierte schneidet, d. h., dafs durch jeden beliebigen Punct, den man in 
einem der vier Lothe annimmt, allemal eine Gerade so gelegt werden 
kann, dafs sie die drei übrigen Lothe schneidet. 

Die Lothe 4F und DG (Fig.9.), aus 4 und D auf die gegenüber- 
stehenden Seitenflächen, schneiden sich in H. Legt man durch diese 
Lothe eine Ebene, so wird dieselbe auf .4BC und BCD, so wie auch auf 
ibrer Schnittlinie BC senkrecht stehen. Mithin werden die Geraden ZZ 
und DE, in welchen die Ebene 4DE die Ebenen 4BC und BCD schnei- 
det, beide durch den nemlichen Punct Æ auf der Geraden BC gehen, 
und beide auf BC senkrecht stehen. Also wenn die Lothe aus 4 und D 
auf die entgegengesetzten Ebenen, einander schneiden, so werden sie im- 
mer durch die Lothe aus den nämlichen Puncten auf die der 4D ent- 
 gegengesetzten Seite BC gehen. Und umgekehrt: die beiden Lothe .4/^ 
und DG werden sich schneiden, sobald sie durch die Lothe DE und ZE 
gehen. Also ist es nicht nothwendig, dafs, wenn zwei Lothe sich schnei- 
den, alle vier sich schneiden. Denn sollte dies der Fall sein, so würde 
AF z. B. wie durch DE auch durch die zwei übrigen Lothe des Dreiecks 
BCD gehen, also durch den Punct, in welchem sich alle drei schneiden, 
welches nach dem oben Angeführten nicht nothwendig ist, wenn man 
nur annimmt, daís ZF und DG einander schneiden. Es ist also 47 
auf DE, DG auf AE senkrecht, folglich auch die durch H gezogene Ge- 
rade EZ, auf 4D; und da BC auf der Ebene 4DE senkrecht ist, so müs- 
sen auch BI und CZ auf 4D, und die Ebene BCI auf ABD und BCD 
senkrecht sein. Die aus 3 und C auf diese Ebenen gefällten Lothe 
müssen also in der nemlichen Ebene BCZ liegen und einander schnei- 
den, aber nicht nothwendig in H, Geht aber das eine von ihnen durch 
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H, z.B. das aus B gezogene Loth, so steht es im Dreieck BCI auf CI 
senkrecht, und also die durch H gezogene Gerade auf BZ, und folglich 
auch auf der Ebene 4BD. Also, wenn sich zwei Lothe schneiden, so 
schneiden sich auch die zwei übrigen, und wenn drei sich in einem 
Puncte schneiden, so geht auch das vierte durch den námlichen Punct. 

Nunmehr ist leicht einzusehen, dafs auch der andere Theil der 
Behauptung nicht zutrifft. Wir wollen uns den Fall vorstellen, wo zwei 
Lothe sich in einem, und die zwei übrigen in einem anderen Puncte 
schneiden, welches, wie bewiesen, möglich ist, so bildet jedes Paar Lothe 
eine Ebene, und jede Gerade, die alle vier Lothe schneiden soll, mufs 
in diesen beiden Ebenen liegen, also ihm Schnittlinie sein. Aber es giebt 
der Geraden, welche die 3 Lothe, und folglich nach der Behauptung auch 
das vierte schneiden, unstreitig unendlich viele (die man in diesem Falle 
durch den Schnittpunct der einen mit der Ebene der beiden übrigen ziehen 
kann) und die Ebenen hätten solchergestalt unendlich viele Schnittlinien. 

11. Vier der Grófse und Lage nach gegebene Kugeln kónnen im 
Allgemeinen von 16 bestimmten Kugeln berührt werden; gehen sie aber 
durch unendliche Fergrófserung in vier Ebenen über, die ein Tetraëder 
(beliebige dreiseitige Pyramide) bilden, so bleiben von jenen 16 Kugeln 
im Allgemeinen nur noch 8 übrig, d. h. es giebt im Allgemeinen 8 Ku- 
geln, von denen jede die 4 Seiten- Ebenen eines gegebenen Tetraëders 
berührt. Von diesen 8 Kugeln ist 1) eine dem Tetraéder eingeschrieben, 
2) von vier andern berührt Jede die Aufsenseite einer Seiten- Ebene und 
die Verlängerungen der drei übrigen; und 3) jede der drei übrigen Ku- 
geln berührt alle Seiten-Ebenen in ihrer Verlängerung, und zwar zwei 
Seiten- Ebenen. auf ihrer Aufsenseite. 

Bezeichnet man nun den Radius der Kugel (1.) durch R, die Ha. 
dien der Kugeln (2), nach der Ordnung ihrer Grófse, durch R,, Bi, R;, 
R,; zo nemlich der letzte der grófste ist, und die Radien der Kugeln 
(3.), nach der Ordnung ihrer Grófse, durch Rs, Rs, R;, so hat man zwi- 
schen diesen Radien unter anderen hag Fémina + Relationen: 


Er SUN funt 1 
5 on oe weh prm Ete Re 
1 1 1 
p PER CR RS ER, uo ede 
E 


E 


~ 
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Sind von den Seiten- Ebenen des Tetraéders drei zu einander senkrecht, 
so hat man z. B. auch noch folgende Gleichungen: 


1 1 1 1 
IV. RER RR, RR, EGER, 


1 1 
YOU he MERO RON 


Wir wollen die Seiten- Ebenen des Tetraëders, nach der Ordnung 
ihrer Grófse, s', s^, s/^, s", und den Inhalt des Tetraëders 7' nennen, 
so hat man, wie leicht zu sehen, folgende Gleichungen: 

__ (slp spe s/s) R 4 sibs ses” ria 
Doe oe nn A a TT a S 


ER CRE MR) Ba. a1 1 La sp, 


R, 
FEN, 7 ıv 
= Tee MED) a 3 ne ds JUN also a = S—p", 
IL e QI LL tv 1 
To (s' 4-5 ; +s m die n = 9 — p, 
/ Ch ET LEE IV 1 
T's Le iium Be also — = S— p", 
4. 
1 


misc. en, also g- = S — (p'4- p^?) 
R, { y ~ TOR. 
(— cmi ci Mri aluo X = S — (pp, 
6 3 


a bak’ 


sSurinsr ? ? 


CE Bere bem also a — S (p--p") oder S — (pp) 


(nemlich derjenige von beiden Ausdrücken, der positiv wird). 

Hieraus lassen sich leicht die Formeln des Satzes beweisen. Der 
Kürze wegen übergehe ich die beiden ersten, und bemerke nur in Rück- 
sicht auf die Zweideutigkeit von R,, dafs man untersucheh mufs, wel- 
cher von den beiden Ausdrücken s'/-]- s" und s“-++- s^ der grofsere sei. 

Die Richtigkeit der dritten ergiebt sich aus folgender Rechnung: 


1 1 1 1 ^2 IN2 un2 
xm bre re = CV + — p + 6-7 
EAS re SE a pP RP) Bip Xp pr, 
oder, da p'J-p'--p'^--p" 2S ist, ~ 
= p" + p^ M pl? +p. 
Welchen von den beiden entgegengesetzten Werthen von R, man nimmt, 


ist gleichgültig, da das doppelte Zeichen auf das Quadrat keinen Einflufs hat. 
22" 


~ 
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ie "E aber auch ~ 
Rz Ee m "Lx: R? SEES: 
48g? — 25 (3 p'-]- pip ep”) 1 (pi+ p^ i (p'H- p'^»* T (p’+ py 
—An'S -|- 2p" + (p” Tp p"-4- p) + 2 p'p'' A- 2, p' pi’ 2 p' p 


— 4 p'S + 4 p^S + (pb pi p^ ps?) — pia Marin. 
folglich sind vis Ka Ausdrücke 


RE atom un da Hog = T +7 tm 
einander gleich. 

. Die Richtigkeit der beiden folgenden Gleichungen (IV. und V.) er- 
hellet daraus, dafs, wenn drei Seiten- Ebenen auf einander senkrecht sind, 
nach einem bekannten Satze allemal 

p" ae p^ + pl? 4- p'^^ 
ist. Übrigens mufs man in diesen zwei Formeln, in welchen keine Qua- 
drate von R,, R,, R,, . . .. vorkommen, auf das doppelte Zeichen von 
R, Rücksicht nehmen. AR, wird positiv, wenn s'-|-5" grofser ist als 
s+ s^", und umgekehrt. | 
Ferner ist 
(S—p/) (S— (p'^4- ; p^) + (S—p”) (S — (p'--p'^)) + (S—p) (S—(p’ p^ 
a KM. 3,8 (pie pba”) + 2 (p'p/'-l- p'p'" -- pip ^n 
= 38°—39(29—p") + (25—p"yr— p", 
[denn p‘+p“+p"=25—p, und | 
2 (p'p''-A-p'p'"-M pp") —(p'- p" py M G4 p^ py] 
= — 39(S—p") + AS — AS pT = mM 1 
Hieraus ergiebt sich die Richtigkeit der letzten Formei V. Denn man 
sieht leicht, dafs die einzelnen Glieder in V. nichts Anderes sind, als die 
Glieder in der oben stehenden Gleichung. 
Es folgt aber auch die Richtigkeit der Gleichung IV., denn es ist: 


I | 


de Lt, 1 RP A sla re a El A, 
RER gp TE Gr) TEE) 
Iv y "E Mt u 
x Cos RTL Os 2) ry ee Sen co are po Ci AP 
(S — p) EC ELE dod “a +R, p* 
ferner R.+ B, = S—p” + =o = — (Sp) (S—@F p^) , 
dh ho c asy ul) Gri rior 
also FR d na po cem mU 


rv 


| LE ER LL NERA 
endlich. nr SE ETS EC PU 
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DR Reet Pe — (Por Pd) 
also HR p" : 
Wenn man addirt, so erhált man nach dem Ob:gen: 

1 1 LR SS nee) 1 1 
Rin? PR ee nF So 
Rien: THE RER, P Misi un ADU: 

wie zu beweisen war. S—p" 5$ 
12. Lehrsatz Beschreibt man in einem beliebigen dreikantigen 
Körperwinkel eine Reihe Kugeln, von denen jede die drei Seiten-Ebenen des- 
selben berührt, und die einander der Ordnung nach berühren, so bilden die 
Radien dieser Kugeln, ihrer Grö/se nach, eine geometrische Progression. 
Sind z. B. a, b, c die Winkel, welche die Kanten des Körperwinkels mit ein- 
ander bilden, und setzt rnan die Radien zweier nach einander folgender Ku- 
geln R, und R,, und zur Abkürzung a-b--c=2s, so ist der Exponent 
der genannten Progression: 
BR sin (s—a) sin (s—b) sin (s—c) sin (s—a) sin (s—b) sin (s—e) I 
E d [41 ES )+VQ+ I E Ne 
Oder sind A, B, C die drei Flüchenwinkel des Kérperwinkels, und 
man setzt zur Abkürzung A+ B+C=238, so ist: 
Il XE ue duties cream cos (S— B) cos(S — C)) 
2 3i - 2cosg À cos D cost € 
— cos S cos (S — A) cos(S — B) cos(S — CAT? 
+V(a+ 2 cos 3 À cos 2 B cos? € JE 
- Zur Erläuterung will ich den analogen Satz aus der Planimetrie 
in Erinnerung bringen. Nemlich: „Wenn man in einen Winkel Kreise 
einschreibt, welche der Reihe nach die Schenkel des Winkels und einan- 
der berühren, so bilden die Halbmesser dieser Kreise eine geometrische 
Progression, deren Exponent, wenn man den Winkel durch .4 bezeichnet, 


1 + sin — 
R, ratte 2 ed 2 [ [0] AN 
Hb ———. = tang (5) 
1+ sin = 


I 


ist. Denn : ^ 
AF (Fig. 10.) = 4B J- BF — R, (—4+ ” = AC—CF=R, es j 
folglich à pa D ri 
+1 

R sin 1 + sin Es 

L2 — es “ni » 

HT —1 1 XE 

sin — 2 
2. 


Wenn man nun erwägt, dafs die Kugeln, welche die Seiten-Ebenen 
eines Körperwinkels berühren, in einen geraden Kegel eingeschrieben sind, 
der die Seiten-Ebenen berührt , so sieht man leicht, dafs der obige Liehr- 
satz 12. auf den ähnlichen aus der Planimetrie reducirt werden kann. 
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: 11. 


Quelques observations sur les quatre droites données 
dans l'espace et non comprises deux à deux dans 
un méme plan, 


(Par Mr. Garbinsky, prof. à l'univ. et directeur de l'école polyt. à Varsovie.) 


§. 1. Quoique l'on possède déjà trois solutions du problème suivant: 
» Construire rigoureusement la droite qui coupe à la fois quatre droites 
A, B, C, D données dans l'espace, non comprises deux à deux dans un 
méme plan *);” il ne sera peut-être pas sans quelque utilité de le con- 
sidérer de nouveau comme on va le voir par ce qu'il suit: 

Imaginons un hyperboloide dont les trois directrices sont les trois 
droites 4, B, C, et designons par d et d’ les deux points dintersec- 
tion de cette surface avec la quatriéme droite D; si maintenant par 
chacun de ces points et par lune quelconque de trois directrices, par 
exemple C, on mène deux plans P et P', et que l'on désigne leurs inter- 
sections avec la directrice 4 par a et a’, et leurs intersections avec la 
directrice B par 5b, b'; les deux droites ab, a'b' seront les droites de- 
mandées, c'est à dire, les deux droites qui coupent à la fois les quatre . 
droites données 4, B, C, D. Donc en dernière analyse le probléme 
proposé se trouve, ramené à construire rigoureusement les intersections 
d'une droite D avec la surface gauche du second degré, nommée hyper- 
boloïde à une nappe, et ayant pour ses trois directrices les droites 4, D, C, 

$ 2. Pour trouver les points d, d‘, menons par la droite 4 un 
plan M parallèle à la droite D, et par la droite D un plan M’ parallèle 
à la droite 4, ce dernier plan coupera évidemment l’hyperboloïde suivant 
une hyperbole, puisqu'il est parallèle à la droite 4, et à une autre droite 
A’ qui sera entierement sur cette surface, et qu'on déterminera, en me- 
nart une droite par les deux points d'intersection des lignes B et C avec 
le plan J^" Donc tout se réduit maintenant à déterminer les points d'in- 


*) Ce probléme a été résolu, dans les Annales de Mathématiques de Mr. Gergonne y. 
T. XVIII. p. 182. — 184. par Mr. Bobillier et moi, et dans le Journal für die reine und ange- 
wandte Mathematik par Mr. Steiner II, Band 3. Heft. 
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tersection de l'hyperbole et de la droite D; car ces deux points seront 
évidemment les points d et d', — Designons par «, Q, ‘y les trois points 
de l'hyperbole mentionnée, qu'on obtiendrait en cherchant lintersec- 
tion du plan M’ avec les droites B, C, et une troisième: droite quel- 
conque B’, qui coupe les trois droites 4, B, C à la fois. Pour obtenir les 
asymptotes de l'hyperbole, il faut se rappeller qu'elles sont les intersec- 
tions de deux plans passants respectivement par les droites 4 et 4’ et 
tangens à l'hyperboloïde aux points situés sur ces deux droites dans l'infini, 
avec un troisième plan M; car les lignes 4 et 4’ étant parallèles au 
plan M’, sont coupées par ce plan dans l'infini — Déterminons l'un de 
ces plans tangens, celui par exemple qui passe par la droite 4: on sait, 
que le plan tangent à l'hyperboloide passe toujours par deux droites si- 
tuées entièrement sur la surface, et dont l'intersection est le point de con- 
tact. De là on conclut facilement, qu'en menant par.chacune de deux 
droites D et C un plan, respectivement parallèle à la droite 4, l'intersection 
commune de ces deux plans sera une autre droite qui coupe les droites B 
et C, et qui est parallèle à la ligne 4: donc le plan passant par la droite 
ainsi déterminée et par la droite 4, touchera l’hyperboloïde dans l'infini; 
donc enfin l'intersection de ce plan avec le plan M sera l'une des asymp- 
totes de cette courbe. On déterminera l’autre asymptote en cherchant 
l'intersection du plan M’ avec le plan passant par la droite 4’ et sa 
paralléle, située entiérement sur lhyperboloide; cette derniére droite doit 
être l'intersection de deux plans parallèles à la droite 44^, et dont l'un 
passe par la droite B' et l'autre par la droite C’. Les deux droites B’ 
et C’ sont quelconques, mais situées entièrement sur la surface, en cou- 
pant les droites données 4, B, C, comme directrices de d'hyperboloide. 
Menons par le point x, intersection de deux asymptôtes, une droite, qui 
partage l'angle de ces asymptótes en deux parties égales, et de maniére 
qu'elle ne coupe pas l'hyperbole, cette droite sera l'axe imaginaire de la 
courbe. Si maintenant Thyperbole mentionnée fait une révolution au- 
tour de son axe imaginaire, elle engendrera un hyperboloide de révolution, 
et les trois points «, Q, y decriront trois cercles S, S’, S", situés entié- 
rement sur cette surface et dont les plans seront perpendiculaires à l'axe 
émaginaire. Mais on sait, que l'hyperboloide de révolution n'est qu'un cas 
particulier de l'hyperboloide à une nappe; donc, le méme hyperboloide de 
revolution pourrait. encore être engendré par une droite quelconque qui 


E 
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coupe à la fois tous les trois cercles S, 5’, 5", en faisant une révolution 
complète autour de l'axe imaginaire. — On déterminera lune de ces 
droites de la manière suivante: Imaginons une surface conique ayant 
pour sommet un point du cercle $ et pour directrice ou base le cer- 
cle S’, on voit clairement que cette surface conique sera coupée par 
le plan du troisième cercle $^ suivant un autre cercle; après avoir con: 
struit les deux intersections de ce cercle avec le cercle $^, une droite e 
passant par lun de ces deux points et le sommet du cóne, coupera à la 
fois tous les trois cercles S, 15’, S", et sera par conséquent toute entière. 
sur l'hyperboloide de révolution. — Mais on voit, que les deux points 
cherchés d et d' sont situés en méme temps sur l'hyperboloide de révolu- 
tion et sur la droite D qui coupe en un point y l'axe imaginaire de lhy- 
perbole. On trouvera donc ces points si on détermine les deux cercles 
communs à Yhyperboloide de révolution et au cône qui serait engendré 
par la révolution de la droite D autour de l'axe de révolutien de l'hyper- 
boloïde, car les intersections de ces deux cercles avec la droite D seront 
évidemment les deux points cherchés. Imaginons un plan passant par la 
droite e et le sommet y du cône et determinons les deux génératrices d'inter- 
section de ce méme plan avec le cóne, elle seront coupées, généralement 
parlant, en deux points par la droite e; abaissant de chacun de ces deux 
points une perpendiculaire à l'axe de rotation, on obtiendra les rayons 
des deux cercles cherchés, et les points situés sur ces cercles de la droite 
D seront les points démandés d et d’. | | 


§. 3. Avant de donner une autre construction de la ligne deman- 
dée, il faut se rappeler quelques propositions dont les unes sont bien 
connues aux géometres et les autres peuvent être démontrées aisément: 


a. Un pôle et le milieu de sa pólaire à l'égard d'une section co- 
nique quelconque, sont situés sur un méme diamétre conjugué avec un 
autre diamètre parallèle à la pólaire. 


b. Si laxe étant réel, Z, F' wont les foyers d'une hyperbole quel- 
conque et qu'un cercle est décrit du foyer F’ comme centre avec un rayon 
égal à laxe réel de lhyperbole, aprés avoir ensuite décrit d'un point 
donné comme centre un cercle passant par l’autre foyer F, et détermin# 
ses deux points d'intersection £ et ¢/ avec le cercle primitif: si de Plus 
on mène du point donné deux droites passant par les milieux des cordes 
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Ft et Ft‘: on obtiendra ainsi les deux tangentes qu'on pourra mener par 
le point donné à l'hyperbole; lintersection de la droite F'#£ avec la pre- 
miére tangente donnera son point de contact, et le point de contact de 
l’autre tangente, sera son point d'intersection avec la droite F"/'. 

c. On démontre facilement que les deux tangentes trouvées sont 
respectivement perpendiculaires aux cordes F7, Wt’, d’où lon tire une 
méthode trés facile, pour mener une tangente à l'hyperbole, parallele- 
ment à une droite donnée; car aprés avoir tiré du foyer / une droite 
perpendiculaire à la droite donnée, et aprés avoir construit les deux points 
u et u’ d'intersection de cette perpendiculaire avec le cercle primitif, 
les deux paralléles à la droite donnée, tirées des milieux de deux cordes 
Zu, Fu’ seront les tangentes demandées. On déterminera leurs points 
de contact comme précédemment *). | 


d. Si Yon observe que les milieux de toutes les cordes Ft, Ft’, 


Fu, Fu’ etc. sont situées sur un cercle décrit avec l'axe réel de l'hyperbole 
comme diamètre, on démontre sans aucune difficulté que, si de l'un quel- 
conque de deux foyers F et // on mène deux tangentes au cercle décrit 
sur l'axe de hyperbole pris pour diamètre, les deux rayons de ce cercle 
prolongés à linfini et passant par les points de contact de deux tangen- 
tes, seront les asymptotes de la courbe; et vice versa: si des points d'in- 
tersection d'une des asymptotes avec le cercle, ayant l'axe réel de l'hy- 
perbole pour diamétre, on méne des tangentes à ce cercle, les deux in- 
tersections de. ces tangentes avec l'axe réel de la courbe seront ses deux 
foyers F et F* 

Partant de ce point, supposons pour le moment que la droite e 
($. 2.) soit déterminée d'une manière quelconque, qu'on a mené une per- 
pendiculaire à laxe de rotation par le milieu x de l'hyperbole sur .la- 
quelle se trouvent les deux points d, d’ et qu'on ait déterminé la distance 
du point d'intersection de ce plan avec la droite ¢ au point x milieu de 
l'hyperbole, décrivant avec cette distance du point x comme milieu un 
cercle sur le plan de la courbe, et menant une tangente à ce cercle, au 


*) Tout ce que je dis rélativement aux tangentes menées à l'hyperbole d'un point donné ou 
parallèlement à une droite donnée, a également lieu pour toutes les sections coniques, en observant 
seulement que pour la parabole le cercle primitif n'est autre chose que la droite directrice de 
cette courbe et que le cercle passant par les milieux des cordes Ft, Ft’, Fu, Fu! etc. est une 
autre droite paralléle à la directrice et tirée du sommet de la parabole, 
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point où il est coupé par-l’asymptote: l'intersection de cette tangente 

avec laxe réel prolongé fera connoître lun de. foyers des l'hyperbole. 

Avec ces données on déterminera facilement les deux points de contact 

avec la.courbe de deux tangentes parallèles à la droite D, et par cela 
méme la grandeur du diamétre conjuguée avec celui qui est paralléle 
à la droite D. Je prends le diamètre conjugué que jai trouvé pour 
le diamétre d'un cercle et je méne du point Z, intersection de ce dia- 
mètre avec la droite D, deux tangentes à ce cercle: il est bien clair 
que, la corde passant par les points de contact de ces tangentes avec le 
cercle, coupera le diamètre conjugué en un point z qui sera le pôle de 
la droite D à l'égard de l'hyperbole. Donc les deux points de contact de 
lhyperbole avec ses deux tangentes tirées du point z, feront connoitre les 
deux points cherchés d et d‘*). 

9. 4 Faisons voir maintenant comment on pourrait resoudre ana- 
lytiquement le probléme proposé, et quelles seraient les équations des con- 
ditions pour les diverses positions des quatre droites données 4, B, C, D. 

Si pour plus de commodité nous allons prendre la ligne 4 pour l'axe 
des coordonnées z, et pour les axes des coordonnées de y et x deux lignes 
menées d'un point quelconque de la droite 4, parallèlement aux deux 
droites B et C, les équations des quatre droites données pouront étre ex- 
primées comme il suit: 


[gre B. Dee iMm onis z--m 


*). Cette manière de construire les-points d'intersection d'une droite avec une hyperbole dont 
on connait l'axe réel et les foyers, s'applique également aux autres sections coniques, en observant, 
que pour trouver le pôle de la corde dd‘ rélativement à une éllipse, il faut décrire un cercle sur 
un diamètre conjugué avec le diamètre parallèle à la corde dd‘, élever une perpendiculaire sur ce 
diamètre du point d'intersection de ce diamètre avec la corde, déterminer les deux points d'inter- 
section de cette perpendiculaire avec le cercles l’intersection commune des deux tangentes aux 
cercles menées par ces deux points, sera le pôle de la corde dd’, rélativement à l'élipse donnée, 

. Pour la parabole dont tous les diamètres sont ‘parallèles à l'axe, la construction est trés simple, 
car si après avoir déterminé le point, de contact de la tangente parallèle à did’, on mène par ce 
point une parallèle au grand axe, et qu'on détermine son intersection z avec la corde dd‘, un au- 
ire point z^ situé de coté opposé sur le prolongement du diamètre conjugué, à la méme distance 
du point de contact que le premier point z, sera le pôle de la corde ou de la pólaire dd! rélati- 
vement à la parabole donnée. 

Mr. Coste a donné une autre construction du méme probleme dans les Ann: de “athé- 
matique de Mr.-Ger gonne T. VII. P. 304., mais n crois plus directe e! plus facile dans la 
pratique celle que nons venons de présenter. 


— 
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Un plan quelconque passant par la droite 4 aura pour équation: 
2 Y = gx. 
Les deux points d'intersection de ce plan avec les droites B et C auront 
pour coordonnées: 
LS tog NI d o == Cl: (r=, y=b, z==c). 
Donc la droite déterminée ji ces deux points, ayant cit équations: 

4, ee = UA D E— €); Y—ga — 
coupera à la fois les trois TE A, B, C; donc pour une certaine va- 
leur de g elle sera l'une des génératrices de l'hyperboloide ayant les trois 
droites 4, D, C pour directrices. Eliminant donc 4 entre les équations (4.) 
ou entre l'une quelconque de ces deux équations et entre celle (2.), on aura: 

9. (e—ce)yx-4-(z—c6)bx—(z—c)ay = 0. 
Cette équation exprimera évidemment une rélation entre tous les points 
de toutes les génératrices de lhyperboloide qui a les droites 4, B, C, 


pour directrices, ou ce qui est la méme chose: cette équation sera celle 
de l'hyperboloide lui même. 


Mettant dans cette équation pour x et y leurs valeurs correspon- 
dantes tirées des équations de la droite D, transposant et décomposant en 
facteurs, on aura: 

6. Ea Cire M Nr ab']z^-- [(5^7-]-a PET c')+-b(in—a'c)—a(m'—b'c)]z 
+ mm'(e—c^) + ac'm'— bem — 0, 

ce qui prouve que, généralement parlant, l’hyperboloïde (5.) sera coupé, en 

deux points d et d^ par la droite D, et que les deux génératrices de l’hy- 

perboloidé, qu'on menerait par ces points, resoudront le probléme proposé. 


$- 9. Considérons à présent les cas particuliers. On tire de l'équa- 
tion (6.): 
" RU AR [(b^m + a^m^) (c — e") +b(m— a‘c) —a(m/— b'c')] 
2 [a/b' (c— c^)-]- a^b — a b] 
V L[(b m + am^) (c — c^) +B (m — ac) — a (m' —b'c^)]? 
bà dito etes ey doa bus ab'] [m DEPT Y 
me 2 [a^ b (c —c^) + a/b —ab'] 
et on peut faire rélativement à la quantité comprise sous le radical les 
— trois s Uppositions suivantes: 
23* 


E. 


La : - 
Ld 
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1) [dm 4- am^) (c —c*) +b (mm — a'c) — a (m'— be) 
— 2 [a'b'(c — c^) + ab — a 0^] [m zm'(c — c^) - ac'm'— b e m] 7 0, 
8 2) [Gin a^m') (c — e^) + b (m — a'c) — a (m'— c^)? 
" A—2 [e'b'(c — c) + ab — a ^] [m m'(c — c") + a c'm'— b em] — 0, 
3) [6m 4- a rn^) (e — c*) +b (m — a'c) — a (zm'— b/c^)E 
— 2 [a'b'(c — c^) + a'b — a b^] [en zm'(e — c^) + a c^m'— b em] <0. 


Dans le premier cas la droite D sera une sécante de l'hyperboloide 
et il y aura deux droites qui résoudront le probléme; dans l'autre cas la 
droite D sera tangente et il n'y aura qu'une seule solution; dans le troi- 
siéme cas les deux valeurs de z seront imaginaires et la droite D n'aura 
aucun point de commun avec l'hyperboloide, où en d'autres termes, la sö- 
lution du probléme sera impossible. . 


§. 6. Si entre les coéfficients de l'équation (6.) on suppose une ré- 
lation telle qu'on ait à la fois: 
a! b'(c—c') 4- a^ b — ab^ = 0, 
9. ((bm--a'm^)(e — c^) + à (zn —a' O d NUS iren ob 
min‘ (c —c*) d- ac! m'—bem = 0; 


on suppose par là que z a une infinité de valeurs, ou que la- "m 


D a une infinité de points sur l’hyperboloïde, ce qui veut dire en d'au- 
tres termes que cette droite D est entièrement sur l'hyperboloïde; donc 
les équations (8.) expriment les conditions nécéssaires de ce que les qua- 
tre droites 4, B, C, D, soyent sur un méme hyperboloide. 7 


§. 7. Enfin nous ferons remarquer que l'équation 
10. a/b/(c— €^) + a^b — ab! = 0, 
peut subsister isolément, ou bien que les deux équations 
'M(c— c^) 4- ab — ab! = 0, 

Ih RENNER 'm’y(e—cy—b(m—a'c)—a(m—b'c) = 0 
peuvent avoir lieu en même tems. Dans le premier cas une des va- 
leurs de z sera déterminée et l’autre infinie, dans le second cas toutes 

‘x les deux valeurs de z seront infinies. Pour montrer clairement la diffe- 
' r rence entre ces deux cas, il faut se rappeler que par un point donné 
sur un hyporboloide on peut mener deux lignes droites situées enti se 

ment sur cette surface et que le plan déterminé par ces deux ^": 10 est 

un plan tangent à la surface au point donné, Si donc le po! ouné 


~ 
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étoit dans l'infini, les deux droites de la surface, dont le plan est un plan 
tangent à l'hyperboloide dans ce point, seroient paralléles entre elles. 


Cela posé, il est aisé de voir que dans les deux suppositions (10.) 
et (11.) il y aura sur l’hyperboloïde qui a.4, D, C, pour directrices une 
génératrice paralléle à la droite D, mais que si dans le premier cas on 
fait passer un plan par la droite D et par sa géaératrice parallèle, ce 
plan coupera l'hyperboloide suivant une autre droite, dont l'intersection 
avec la droite D sera un point déterminé; tandis que dans l'autre cas le 
plan passant par la droite D et par sa génératrice paralléle, coupera l'hy- 
perboloïde suivant une autre droite qui sera aussi parallèle à la droite D. 
Donc dans la première supposition la ligne D quoiqu'elle ait à une di- 
stance infinie un point commun avec l’hyperboloïde, n'est qu'une sécante 
de cette surface, tandis que dans la seconde supposition cette droite est 
une asymptóte de la surface, où ce qui est la méme chose, une des gé- 
nératrices de la surface conique, asymptotique rélativement à l'hyperbo- 
loïde. On se rendra raison d'une manière encore plus évidente de tous 
ces résultats quand on remarque que l'hyperbole qui est l'intersection du 
plan M! avec l'hyperboloide, ayant 4, B, C, pour directrices ($. 2.), peut 
étre remplacée dans des cas particuliers par un systéme de deux droites 
dont l'intersection commune sera ou déterminée ou dans l'infini. 

Le 31. Août 1829, à Varsovie. 
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12. 


Uber die Existenz der Wurzeln einer hóhern Gleichung 
mit einer Unbekannten, 


(Vom Hrn. Adam Burg, Professor der höhern Mathematik am K. K. polytechnischen . 
Institute zu Wien.) f 


Bekanntlich läfst sich das Dasein von wenigstens einer reellen Wurzel 
in einer Gleichung von ungeraden, so wie das Vorhandensein von we- 
nigstens zwei reellen Wurzeln in einer geordneten Gleichung von gera- 
der Ordnung, deren letztes Glied negativ ist, sehr leicht und einfach 
nachweisen, so dafs es nur darauf ankommt, Gleichungen von gerader 
Ordnung, welche ihr letztes Glied positiv haben, in dieser Beziehung zu 
untersuchen. Da aber solche Gleichungen auch lauter imaginäre Wur- 
zeln haben können, so handelt es sich, wie ebenfalls bekannt, blofs dar- 
um, zu zeigen, dafs einer solchen Gleichung in jedem Falle ein Genüge 
geschieht, wenn man in ihr die Unbekannte z=p+oy—1 setzt, weil 
unter dieser Form nicht nur jede imaginäre (wenn nämlich p und 9 
reelle Gröfsen bedeuten), sondern auch eine jede reelle Wurzel, wenn 

== 0 ist, kann därgestellt werden; daher es auch nicht nothwendig ist, 
den Beweis von der. Existenz einer Wurzel, welche im Allgemeinen die 
Form p--gy^— 1 hat, blofs auf Gleichungen von der letztgenannten Gat- 
tung zu beschränken, sondern es kann dieser, wie es auch sonst geschieht, 
sogleich auf alle Gleichungen ausgedehnt werden. Der allerdings scharf- 
sinnige Beweis, welcher von Herrn Cauchy herrührt, und meines Wis- 
sens noch der einzige ist, welcher als genügend angesehen wird, er- 
scheint mir doch keinesweges so einfach, als dafs es nicht wünschens- 
werth sein sollte, dafür einen wenigstens eben so strengen, aber weit 
einfacheren zu finden. Irre ich nicht, so hat der nachstehende Beweis, 
welcher sich auf Gleichungen von gerader Ordnung überhaupt, ohne 
auf das Zeichen des letzten Gliedes Rücksicht zn nehmen, bezieht, diese 
genannie Eigenschaft. 
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1. Der Ordnungs- Exponent /V einer jeden Gleichung .X — 0 von 
gerader Ordnung ist immer in der Form enthalten V — 2.2", wo 7 nur 
ungerade, m aber beliebig eine jede' ganze positive Zahl bezeichnet. 
Transformirt man die gegebene Gleichung in eine andere X — 0 mit 
quadrirten Differenzen, welche Gleichung wir, der Kürze wegen, die 
erste transformirte Gleichung nennen wollen, so ist diese, wie bekannt, 
von der Ordnung WO 2 no" (n. an 1). Wird auch für diese 
Gleichung jene .X^— 0, deren Wurzeln die quadrirten Differenzen der 
Wurzeln der Gleichung .X —0 sind, oder die zweite transformirte Glei- 
chung gesucht, so ist diese von der Ordnung 


! (N'—1 
N= TU T = n.9"-*(n.9*— 3) [n. 2? (n.9^ — 1)— 1], 
so wie wieder die dritte transformirte Gleichung den Ordnungs-Exponenten 
NN") 
ya 


—n.9"(n.2"—1)[n.277(n.2"—1)—1](2.2"-(n.9^—1)[n.277(n.27—1)—1]—1] 
haben würde, u. s. w. 


Man sieht leicht, dafs die mte formirte Gleichung X” der qua- 
. drirten Differenzen von ungerader Ordnung sein mufs, weil sowohl 
der erste Factor 7.2”-"== 7, als auch jeder der folgenden, welche sammt- 
lich von der Form 2’—1 sind, ungerade ist. 


2. Da nun diese te transformirte Gleichung von ungerader Ord- 
nung ist, also nothwendig wenigstens eine reelle Wurzel x, haben mufs, 
so hat die (m— te transformirte Gleichung wenigstens ein Paar Wur- 
Yay 3, für welche x, = (x,— 45), oder x,—x;—= y x, ist. Es wird 
aber dieser Gleichung in jedem Falle, es mag die reelle Wurzel x, positiv 
oder negativ sein, Genüge geleistet, wenn man setzt: x, — 2-- Qy—1, 
z,-— D,--Q, V — 1, weil dann z,— 4; = (P— P) J-(Q— Q) v — 1, also 
von der Form A+By-—-ı ist, wo B=0 wird, wenn x, positiv ist. 


Da aber, wenn wir nur eine dieser beiden Wurzeln weiter be- 
trachten, die (7#—J1)te transformirte Gleichung eine Wurzel x, von 
der Form P+QY—1 hat, so giebt es in der (#77—2)ten transformir- 
ten Gleichung ein Paar Wurzeln x,, x;, für welche wieder Y. Lye 
V x, — Y (P+ QV — 1) sein mufs; und es wird auch dieser Gleichung wie- 


184 12. Burg, über die Form der Wurzeln algebraischer Gleichungen. 


der genug gethan, wenn man setzt: = P'-J- Q'i^— 1, x; zz P,-d- Qr y^— 1, 
well x! — x, wieder die Form .4^-- B///— 1 annimmt, und bekanntlich 
das: Quadrat dieses Binoms ebenfalls von derselben Form ist. 


Da aber ferner die (7—2)te transformirte Gleichung auf diese 
Weise wenigstens eine Wurzel x, von der Form P’+ Q'/y^—1 hat, so 
mufs nach demselben Raisonnement die (7—3)te transformirte Glei- 
chung wenigstens eine Wurzel von der Form P"-]-Q", — 1 zulassen 
u. S. W. , so, dafs man durch dieselben fortgesetzten Schlüsse endlich auf 
die (m —m)te transformirte, d. i. auf die ursprüngliche Gleichung X—0. 
selbst zurückkommt, von welcher auf diese Art erwiesen ist, dafs sie 
sofort wenigstens eine Wurzel von der Form p-+gy—ı haben oder 
zulassen müsse. 
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13. 
Démonstration d'un théorème d’arithmetique proposé 
dans les annales de mathématiques de Mr. Gergonne, 


tom. XIX. p. 256. 


(Par Mr. J. 4. Grunert, prof. des math. à Brandenbourg. ) 


: | 
pU héoréme. Tout nombre entier est diviseur d'un nombre exprimé par 
une suite de 9 suivis de plusieurs zéros. 


Démonstration. Désignons par p le nombre donné, diviseur 
du nombre cherché | 
(x) (x-1) (x-2) (1) (0) @) (¥-1) (y) 
Zz9939....990....00 
= 9(1-2-10--10*-E ....4- 109.10" = (10*^ — 1).10°. 
Décomposons le nombre donné p en facteurs premiers de sorte que 
p= 29/.5".«" Q"y*...., où o, D, y, .... ne soient ni —2, ni —5. Le nom- 
bre des nombres plus petits que a”ß"y*.... et premiers à ce produit sera ' 


— a" By... (1) (1—5) (i——) BOT 

= a"3(a—0)g-(g—iy-^(o-23.... 
(Legendre Essai sur la théorie des nombres. Sec. éd. p. 7.), donc en 
vertu du théoréme de Fermat, généralisé par Mr. Gaufs ( Disquis. 
arithm, p. 80. art. 83), si 

obi = an RB NN... 
la différence 10*?-—-1 sera divisible par @"P"y*...., 10 et a™B"y! 
étant premiers entre eux suivant l'hypothése. | 


Cela posé, soit M(u,v) le plus grand des deux nombres p, y, il 
est clair, que l'expression 10" — 1074”), y étant M(u,y), sera toujours 
divisible par le produit 2^.5", et qu'on pourra trouver dans tous les cas 
deux nombres: 

y = a4"(.—1)9—(B—1)y(y—1)....— 1 et y = M(u,v) 
tels que 
Crelles Journal. d. M. V. Bd. 2. Hift. 24 
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(x) (x1) (x-2) (2) (0) (1) (y-1) (y) 
=: 9 DDR N: 30 0 = (10**— 1).10" 

soit divisible par le nombre arbitraire donné p. — 


Exemple p= 5.2.7.3, c=7.6.3°2%—1=11, y —3, 
| Z = 999999999999000 c 
= p.95238095238. 

Il est aussi clair, que dans ce cas et dans tous les cas semblables on 
peut toujours trouver un nombre plus petit qui soit divisible par p; 
car tout nombre de la forme demandée est divisible par 3, donc s’il est 
divisible par 7, il le sera aussi par 3.7 — 21 (Essai sur la théorie des 
nombres p. 4.5.). Donc il n'y a dans ce cas que de supposer 

XL76—1-5, y=3, Z= 999999000 = p.95238. 


/ 
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| TEM S | 
Mémoire sur la convergence de la série du binome; 
pour faire suite à la démonstration du théorème du 
binôme, donnée tome Ill. de ce journal, cahier 3. 


page 305. 


(Par l'éditeur.) 


Mis avons présenté à l'endroit cité une démonstration du théorème 
du binome, fondée uniquement sur une équation identique, exécutée seu- 
lement au moyen de transformations algébriques, et indépendante de 
toute süpposition arbitraire. Elle semble ne rien laisser à désirer pour 
la généralité et la rigueur. Mais ce développement ayant été borné à 
présenter la forme générale de la série et l'expression identique du reste 
complémentaire, il s'agit encore de la convergence de la série. Elle 
sera lobjet de ce qui suit. 


Nous reprendrons l'expression du développement du binome sous la - 
forme (15. tome III. page 307.), savoir: 
1. a to = 10-4 4 a-- 5a 4-45 Signe à a”) 
x (=a)+k __ x (=0) 1k 
+ kon) ar (oe eee), 


k 
b, bh, by...» E, étant les coëfficiens binomiaux 
Ax __ k.(k— 1) > k(k— 1) (k— 2) 
; =k, LT, Ae OO... 
task Herner Qe ph intra | 
TES 2.81 


Si lon veut sousentendre les racines correspondantes de deux cótés 
de l'équation, on peut supprimer le facteur 1', et l'on aura simplement: 
3. (i+oÿf = 1+4,e + ka? + AO... 5,0 

f 5 1 a)* =0)+k — (1 ay* (=) 
+k, (En) A (ENT Eee), 


Ici la quantité A4 JO (1 a) c9 
| i n x(—o Le a A Geox 0 
(eee) 


signifie la 2"* différence des 2-]-1 quantités 
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4, Aa} —1 EIU + orte), (1-c2)—(-Ea* (i+tat—(M-ta 
ORIG ee ——— 


HD ES MN k—n 
et si l'on veut désigner d d qui suitle 2-- 1"* terme de la série, savoir 


smart paren 
k 
par R,, on peut écrire 


6. At — 1+he + ba? + ka MN +R, 
Nous nous bornerons aux cas où l'exposant # et la base =1-+a@ sont réels. 
Pour juger de la convergence de la série dans ces cas, nous em- 
ploierons la méthode de d'Alembert, savoir de chercher deux séries 
dont la convergence puisse étre démontrée et dont l'une ait tous les ter- 
mes plus grands, lautre plus petits que là série donnée. 


3. 

Généralement il y a quatre cas. L'exposant f et la partie a de 
la base peuvent étre positifs ou négatifs. Si & est positif, les signes 
des coéfficiens £,, k,, #, . . . . alternent dés le 72"* coëfficient, 72 étant 
le premier nombre entier plus grand que 4. Si & est négatif, les coëf- 
ficiens A, £,, b; . . . . sont alternativement positifs et négatifs dés le 


premier terme. Donc les signes des coëfficiens binomiaux alternent dans 


\ 


tous les cas, au moins à partir d'une certaine limite. Il suit de là que 
si @ est positif, les termes de la série du binôme sont alternativement 


positifs et négatifs dans tous les cas, au moins à commencer d'une cer- : 


taine limite, et si @ est négatif, ils ont tous leurs signes égaux, égale- 
ment au moins à partir d'une certaine limite, qui, tant que l'exposant & 
n'est pas infini, n'est jamais éloignée du commencement de la série que 
d'un nombre fini de termes. Donc il ny a que deux cas à considérer, 
savoir & positif ou a négatif. Dans le premier cas on peut toujours 
supposer alternatifs les siznes des termes de la série et dans le second 
cas égaux. 
| 3. 

Soit a négatif et 5,0" — v, un terme quelconque de ceux 
dont les signes sont ézaux, la série, à partir du terme 7,, que nous pren- 
drons pour le reste R, (6.), pourra être exprimée par 


re py k—n 2 (k—n)(k—n—1) (k—n)(k—n—1)(kK—n—2) 
Te R=, (1-04 4a [CENIICEEOE o PRE De Re d 


ou bien, si lon. fait 


B 
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où à est positif, par | f 
= ki 2 k 4-1 k4-1 ; 

SERI dm. r.[1+ 2 (1-5: re) 


k--1 EE k--1 
TeQ— idis E) i -—Re 
Puisque 2 a été supposé plus grand que + b, b-|-1 est toujours plus pe- 


üt que z - 1. 


Si F est plus grand que —1, toutes les fractions 7 LL 
k 4-1 k-- 1 


meg? sss sont positives et plus petites que 4-1, et la première fraction — ET 


est plus grande que toutes les autres; donc tous les facteurs à, D, b, ..,. 
sont plus petits que. 1, et le premier facteur ji— est plus petit que 
tous les autres; donc la somme de la série A, (9.) est plus petite que 
la somme 


10. Led CT A BC ERU) 


et plus grande. que la somme 


pou GERS) pi 5D pnr EE ID 


n-|-1 n--1 n--1 
: À : k-F1 x-4-1 
Si fk est plus petit que —1, toutes les fractions ED „62 
E é lus grand | fraction t7 
2 uci: gatives et plus grandes que —1, et la premiére fraction cua 


est plus petite que toutes les autres; donc tous les facteurs de 5, b°, 5°, .... 
sont plus grands que +1, et le premier facteur 1-0, est plus grand 
que tous les autres; donc la somme de Ia serie R, (9.) est plus grande 
que la somme de la serie (10.) et plus petite que la somme de (11.). 

Donc À, est toujours shied abs entre s, et 5, quel que soit #, positif 
ou négatif. 

Mais les sommes 5, et 5, des séries (10. et 11.) peuvent étre ex- 
primées par : 


T2 petis eb ws cm m 


Tat TE AR BERN? 
dan 1-3( tt) 
n 
et si l'on développe ces | expressions par la division, on trouve que les 
valeurs de leurs restes, à partir du 72"^ terme, sont: 


el 


* 
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de maniére que les valeurs exactes des séries (10. et 11.) peuvent étre 
exprimées par 


14. = (IEE + E +), 


k--1 CO eet om (1— iip 
e sms pee ere REP Eg 


Si lon veut que ces expressions donnent des limites finies de la 
valeur de la série pour R,, qui, comme on l'a vu, est toujours comprise 
entre celles bs s, et 5,, il faut que les séries (14. et 15.) soient conver- 


pm d d ( n--1 


gentes, c'est à dire que leurs restes 4 —7 ei* —— soient zéro 


pour 72 — o». Cela n'a pas lieu, à moins que À ne soit respectivement 


com pris entre O et i et entre O et — savoir entre O et 1 si 
n + 1 
k>>—1 et entre 0 et xr p SLE. 
n--1 


Si b est renfermé dans ces limites, les séries s, et 5, (14. et 15.) 
seront convergentes, et Ja somme de la série R, (9.) qui est toujours 
comprise entre 5, et 5; (12.), sera renfermée entre les limites 


i. Th 
1S serere CER 
1—b 7) 
+1 
où ce qui est la méme chose, si @=—b est compris entre 0 et — 1, 
; 1 
k étant 72» — 1, ou entre O et Eqs k étant <—1ı, la somme de 
Bert im 
la série B, (7.) sera comprise entre les limites 
. Ent Le 
n--1 


Si lon fait == oo, les limites (17.) et celles de a qui sont les condi- 
tions de la convergence des séries s, et 5, coincident. 
Les dernières sont O et —1 pour un & quelconque et les limi- 


tes (17.) rentrent toutes les deux dans ——. Donc si a est négatif et 


The! 
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compris entré O et — 1, la "EUH du reste À, de la série du binome est 
18. R, 
ira 


Maintenant pour juger de la convergence de la série du binóme, 


pour H — OO, 


LJ , . LJ . T 
il s'agit de savoir $i Xa est nul pour 7 — oc. 

Le terme 7,, comme le fait voir l'expression (9.), n'est autre 
chose que 


LS ll k 4-1 ue Eu, | 
— A Ri M EST pax 3 
19. a. == D [2 (a 41 1 a) (ved m-]-3 ce à l'infini 9 
ou 7? est arbitraire et ~==0o et cette valeur de 7, est Hours renfer- 


mée entre 


k + 1\4 
20. 7,5% et mb 


pour un k quelconque. Si k>>—1, ces limites sont évidemment zéro 
toutes les deux, à étant supposé entre O et 1. Donc 7, est nécessairement 
nul pour 7— oo, si ko» — 1. Si k est «C — 1, la seconde limite se pré- 
sente sous la forme 7,.0.co. Donc les limites ne donnent pas la valeur 
de 7, dans ce cas. Pour la trouver, reprenons l'expression z,b" du terme 


1 4 3 AV 
7,, et Supposons à — — , où c est plus grand que + 1, puisque 5 doit être 


entre O et 1. Cette expression de 7,, k étant supposé négatif, savoir 
«C — 1, pourra être présentée sous la forme: N 
n + REA E+2) + (RA (EH) (E — PY rd 1)... nf) p Q 
Ne ke 6.20400... (je. - vc.(v+1)c.(v+2)e.. Ba ER 
où maintenant k est Re comme positif et >1. Pinions à y une 
valeur telle que yc >A-+y—1, par exemple yc — À-]- v —1-]-« ou « est 
positif, ce qui est toujours possible, car il n'y a qu'à faire 
UT UM 


2-17) 


3 
‘ k—1+e . e 
où ——-,— sera toujours un nombre positif et fini, # et c étant >1 et 


e positif. Cela posé | 
93. p — KCEDGT2....(-v—2) 
. wer c.2c.3c.... (Y—1)c 


sera toujours une quantité finie. L'autre facteur Q, si pour abréger lon 
fait k--v —1 — x, prendra la forme: 
DAS x x+1 | x+2 x-Jd-n—» 
: C ete 2 +e+0 xpet2c "Me (n—»)c 


Dans cette expression tous les facteurs sans exception sont <i, puis- 
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que * et e sont positifs et c>>1. Donc si l'on désigne par AE plus 


1 1 N—YV à y 
grand des facteurs, Q sera moindre que f=) . Mais p étant >1, (>) | 
sera déja nul pour 2 —co, donc à plus forte raison Q sera nul dans 
ce cas. Donc 7, est aussi zéro dans le cas k<—1ı, a étant entre O - 
et — 1 j N | 

La valeur de 7, étant nulle dans tous les cas, et la valeur du 
veste À, de la série du binôme dans l'infini, c'est à dire du reste A,, 


étant T0 (18), on voit, en nous résumant, que cette série sera tou- 
jours ce ‘ergente quel que soit k, si a est compris entre les 
limites 0 et —1. La convergence ne cesse que dés a2 —1, 
en allant aux valeurs négatives. Si kest >—1 Bi a entre 0 

ng. 


et —1, et également si k«7—1 et a entre 0 et —— — = 


"n1 
ia valeur de la série du binóme, à partir du terme Rn a”, sera 
comprise entre les limites 
pa Soni lig Sy peek ic 


1+a ide mE 


n—k 


4. 


Soit & positif et A,ae"—=r, un terme quelconque de ceux dont 
. les signes sont alternativement positifs et négatifs, la série, à partir du 
terme 7,, c'est à dire la valeur du reste À, pourra être exprimée comme _ 
ci- dessus (7.et 9.) par 


26. five r.[1—0 ( — 


eG (EE 


Ta n 2 
e) Et cs 
rennes eus (urs 
ue -G- EEG len) 


rege on E Va xy 4 


ou bien, si lon prend les termes par couples: 
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s 


, 7 A AS. .1-e{1-2H 


Hat) (5) (1; 


He e 


210 » Bye 9 e» 9? 9-9 84 9 


Puisque 2 a été supposé plus grand que +k, k-|-1 est toujours plus petit 
que n--1. 
Si k est plus TEL que —1, toutes les fractions WALES 


k+1 n+1? n +2? 


vU C MERE sont positives et 


EIC. ERI. CBE 00 eri, 


n-d-i^7 n+27 n+3 
__k+1 k +1 x +1 
29. an rond bes 


k 


+1 +1 
30. ee )>ı1—el-25)..>1-a. 
Done A, (36.) est plus petit que la somme de la serie 
t NM HEC 2 h—«6—2)] [14- o* - o* - 25... .] 
et plus grand que la série 


s, Cro NM See 


savoir 


k+1 iS e 
32. se natem, Go) [a+ 6-9 e+ GE) à]. 
Si k est was petit que —1, toutes les fractions on ee 
ae » » » Sont négatives et 
ki Ck-i Lk "s 
33. PET BEA XI e 9 8 ? ie, i, 


a aS oo eh 
35. ai) <a) 1-6 — LE. .«1—4G, 
Donc AR, (27.) est plus grand que la somme de la série (31.) et plus pe- 
tit que la somme de (32.). | 
Donc A, est toujours compris entre s, et 5, quel que soit 5, positif 
ou négatif. | 
Crellés Journal. d. M. V. Bd. 2. Hft. 25 
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Mais les sommes S,et s; des séries (31. et 32.) peuvent être exprimées par 


BI ruunt Ines À eek 
lime 29) tre 


n + 1/3 n--1 
de UE ILES ‘i 
pdt) HG KENN 
37. s.—T.la EM Sal sr n+1 m41N. +1 
: 3 —— T5, "n+1 il ale 2 int 5) 
n+l ^ ; 
n-—k 4-1 n-—k : n—k ki Te " 
ids p xb EU ES EE (i— NDS nd: ) 
Tata "Tun 


et si l'on développe ces expressions par la division, on trouve que les 
valeurs de leurs restes, à partir des 72"^ termes, sont: 


— Kk 
c (12 qu 
1 
38. la et 
| LE \em 
(tal a 
39. es ) 


kN Cu? 
ka «) 
de sorte que les valeurs exactes des séries (40. et 41.) peuvent étre 


exprimées par 


4&0. a=ni—e( 31 [i4 Jat dr Heise p 7. et 


41. s | (i— a me 
net) + (oi) a+ (1 5) a caro e . 
+ 


Sı l'on veut que ces expressions donnent des limites finies de la valeur de R, 
qui, comme on l'a vu, est toujours comprise entres et s,il faut que les séries $; 


que órits 7 d [el af” 


i—a? if He 


soient zéro pour 77 — oc. Cela n'a pas lieu, à mous que @ ne soit re- 


et 5; soient convergentes, c'est à dire que leurs restes 


spectivement compris entre O et 1 et entre O et — savoir entre 


| at 
O et 1, si £7» — 1, et entre O et LEER si.F«C —1. Si a est ren- 
1 1 


«1 


— —— 


1 Ej : 
fermé dans ces limites, les séries 5, ^et $5 (31. et 32.) seront convergen: 
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tes, et la somme de la série R, (27.) puisqu'elle est toujours comprise 
entre s, et 5,, sera renfermée entre les limites (36. et 37.). 

Si l'on fait 2 — co, les limites (36. et 37.) de R, et celles de e, qui 
sont les conditions de la convergence des séries s, et:s;, coincident. Les 
dernières sont O et 1 pour un & quelconque, et les limites (36. et 37.) 
rentrent toutes les deux dans : 

—@ 


42. ™ 73 7 Tr(1+ 0). 
Donc si a est positif et compris entre 0 et +1, la valeur du reste R, 
de la série du binôme est 

43. R, = 7,(1+e) pour n— oe. 

Mais nous avons vu plus haut que 7, est toujours nul pour 2 = x; 
donc le reste R, est également nul dans tous les cas. Donc la série du 
binôme sera toujours convergente, quel que soit #, si a est 
compris entre les limites 0 et +1, La convergence ne cesse 
que dés a=-+1, en allant aux valeurs positives Sik est 
2» —1 et @ entre 0 et +1, et également si £«—1, et a entre © 


1 1 - bin | 
et — "+, la valeur de la série du binôme, à partir - 
at 
du terme £,a", est comprise entre les limites: 
n—k n—k k-+41 nk 2) 
» 3 Ari à te ni nie 
14, ka MT omm et 5,0 aS an verte s 
mas 1— n E a? 
. wl 


Les cas de a — —1 et à — +1 méritent une attention particu- 
lière; puisque dans ces cas les séries $, et 5,, qu'on a choisies pour ser- 
vir de limites de la série du binôme, cessent d'être convergentes et que 
par conséquent les expressions (25. et 44.) ne donnent plus des limites 
finies pour la série du binôme, à partir d'un terme quelconque £,a". 

Nous remarquerons d'abord que, quoique les séries s, et 5, ne soient 
plus convergentes dans le cas actuel, la valeur de la série du binóme 
sera néanmoins toujours comprise entre leurs valeurs respectives, et puis- 
que s, et 5, coincident toujours pour 2 — oo, lexpression de A. sera en- 
core la méme comme ci-dessus (18, et 43.), savoir: | 


- —— 21 4X1 P NE : u 
46.. Re = Tala 9m, s a= +1. 


0 5 3 
“ty 
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Mais ce qui a été dit plus haut de la valeur de 7. n'est plus applicable 
aux cas actuels, puisque par exemple dans la formule (21.) c n’est plus 
721, condition nécessaire du résultat ci-dessus. It faut donc recourir à 
l'expression générale de 7,. Elle est dans les cas actuels de a = #1. 


ION 28D qu Ep db Re kn) 
M it. male UNS Ie 


Cette expression donne pour 2 — oo, comme Ion sait, 

48. 7,— 0, si k>—1, 49, 7,2200, si Lb —1, 
Donc si & — — 1, on a en vertu de (45.): 

90. Re = 2, pour ÉD — 1 et Ro = co, pour £« — 1, 
et si &— -]-1, on a, suivant (46.) 

91. fi — 0, pour k>—ı et Ro = oo, pour k<—l 
Donc la serie | 

52. It) =ı+rkatkatk.... 

est divérgente si @=—=—1 et a — +1, k étant <—1, et convergente si 
@=+1 et t>—1. Si a——1 et £7» — 1, le problème de la conver- 
gence de la série (52.) est indéterminé et ne peut être resolu à moins qu'on 
ne connoisse la loi suivant laquelle 1-+@ converge vers la limite 0. 

Les résultats que nous venous de trouver diffèrent comme on voit 
en plusieurs points de ceux qu’on donne ordinairement, surtout en ce qui 
regarde l'application de la méthode des séries-limites au cas où la partie 
a de la base 1-]-a est positive, et les limites entre lesquelles a doit être 
compris, sil existe des limites finies du reste. Cette différence des ré- 
sultats semble mériter l'attention, d'autant plus que l'objet du problème 
entre dans les élémens. 

En appliquant, comme nous venons de le faire, la méthode d e d’Alem- 
bert à la recherche de la convergence de la série du binôme, l'exprés- 


(Har ence e M 


sion générale du reste du binôme £,.£—n.A 
n'est pas entrée en calcul. A l’occasion nous reviendrons à notre probléme, 
en opérant directement sur cette expression identique., Cela se fera par l'ap- 
plication de la méthode générale d'évaluer les restes des séries développées 
suivant les différences au lieu des différentielles, méthode que j'ai présentée 
"dans un mémoire lu à l'Académie des sciences de Berlin en Janvier 1828. 
Elle s'applique au théoréme général de Taylor d'une manière semblable à 
celle qu'a donnée Mr. Lagrange pour l'évaluation des restes de la série 
particulière de Taylor et qui a été perfectionnée par Mr. Ampére. 
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15. 


Recherches sur les expressions des puissances des cosinus 
et sinus en cosinus et sinus des arcs multiples, et sur 
‘les expressions réciproques. 

(Par l'éditeur.) 


Depuis quelques années on a beaucoup discuté les développements des 
puissances des fonctions angulaires a exposans quelconques et des cosi- 
nus et sinus des arcs multiples. Néanmoins cette matière ne semble pas 
encore avoir été mise dans tout son jour. Car, d'un côté les résultats 
auxquels on est parvenu ne s'accordent pas parfaitement entre eux, et 
de l'autre cóté, les recherches par lesquelles on a peut-étre le mieux 
approfondi le probléme, ne jouissent pas partout de cette clarté et de 
cette élégante simplicité qui est le caractère essentiel de la vérité. Le 
problème n'étant donc pas épuisé, j'éspére qu'on ne jme blämera de le 
reprendre ici Je vais offrir ce que yai trouvé en discutant de nouveau 


cet objet. 


I. Expressions des puissances des cosinus et sinus en 
cosinns et sinus des arcs multiples. 


1. 
Puisque (cosx -- Zsinx) (cosx + 7 sinx) = 1, 7 étant y — 1, on peut 
aie 1 
ecrire cosa Lésinæ 
Im 
cos x “+ i sin ac 
25 1 mi 
(2 cos x)” imm] (cos x La z Sin X d Bi) " 
et en vertu du théoréme du binome 
(2 cos x)" —— (cos x + i sin x)"-]- m, (cos c t i sin x)" ^ -7, (cos x: t 2 sin x)". ; 
en désignant les coéfficiens binomiaux par 77, ,75,,7)»,,.; . . Mais 
(cosx--isinx)" étant égal à cos mx Hisinmx, on a 
(2 052)" == cosmx + m,cos(m—2)x + 11,cos (m —42)x.... 
+ i(sinmx + m, sin(m —2)2 + m, sin (m —4)x..,.) 


au lieu de cosx Fisinx, et par suite cosx + sinx 


au lieu de 2cosx. Donc on a: 
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et cos(w +2nm), où est un nombre entier quelconque *), étant égal à 
cosx, l'expression générale et complète de (2 cosx)" sera 
1. (2cosa)" == cos m(z4-2nz) +m, cos(m—2)(x+2n7) Hm; cos (m—A)( 4-27). «. 
+ i [sin m (4-90) me, sin (m—2) (o+2nx) Hm; sin (m—4A) (4.202) en... 
Pour abréger nous indiquerons la premiére ligne à droite par Scosm(x-H2nr) 
et la seconde ligne par z$sinzz(x-]- ann). On écriroit pour une autre 
valeur de 2, par exemple je, Scosm(z--2um) et iSsinm(x--2p9m), et 
pour n==0, Scosmx et iSsinzix, De cette sorte on aura 
Dur AAC RUES S cos (m - 227) + 18 sinzn (c + 22). 

Les formules (1. et 2.) représentent, comme on sait, toutes les va- 
leurs différentes que (2cosx)" peut avoir. lls'agit maintenant de réduire 
et de simplifier les expressions autant qu'il sera possible, et de trouver 
les valeurs particulières, toutes réelles et toutes imaginaires de (2 cos)"; 
sil y en a. | 

= 

Nous nous bornerons aux cas où 72 et x sont réels. Il est vrai 
que les expressions ci-dessus ont également lieu si même x et m étoient 
de la forme générale p--97, mais nous laisserons ces cas de côté. 

L'exposant m peut être ou positif ou négatif, mais on peut le 


supposer toujours positif. Car si zz étoit négatif, par ex. m — — p, il 


, 4 LA , 1 Y , . 
n'y auroit qu'à développer (2 cos a)? où lexposant p est positif. 
COS ©} 


La base 2cosx de la puissance (2cosx)" peut être également posi- 
tive ou négative, suivant que Parc x tombe entre (27 —4)@ et (27 -]- 2), 
ou entre (27-]-5)"w et (27 --3)w, mais on peut toujours réduire le cas 
où 2cosx est négatif à celui où cette quantité est positive. Car si x est 
un arc dont le cosinus est négatif, «— sera un arc dont il est positif 
et de la méme grandeur. Donc on a pour ce cas 2 cosa; — — 2 cos(x — =) 
et par suite 


3. (2cosx)" == (— 1)"(2cos(x — m))". 


* a x * . i Li . 
) Toutes les fois qu'un point sera mis au dessus d'une lettre, ce sera pour indiquer que cette 
À e 


3.* . À à e * : 
letire doit exprimer un nombre entier quelconque. Par exemple v, 4, p,.... exprimeront des 
nombres éntiers quelconques. Cette notation très simple, si elle était généralement adoptée, 
Cpargneroitsbeaucoup de mots et perfectionneroit l'art d'écrire algébriquement. 
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Donc on pourra appliquer immédiatement l'expression des puissances 777 
des cosinus positifs aux puissances des cosinus négatifs, en écrivant seu- 
lement. x—7 au lieu de x et multipliant par (— 1)". 

Un arc quelconque x: et un autre, moindre ou plus grand d'un 
nombre pair quelconque 97 de circonférences, ayant toujours précisément 
le méme cosinus et le même sinus, on pourra toujours, si x est un arc 
plus grand que ceux qui sont compris entre —Is et +37, lui substi- 
tuer un de ces derniers, sans diminuer la généralité des formules. 

En dernier lieu, si x désigne un arc compris entre — 7 et O, l'arc 
x sera compris entre —;# et --Is«. Donc l'expression de (2cosx)” 
pour tout arc entre — 7 et -+ £z, sappliquera sur le champ à celle de 
(2sinx)” pour tout arc entre — et O, c'est-à-dire dont le sinus est né- 
gatif, si lon y écrit seulement x-]-iz au lieu de x et qu'en multiplie 
par (—1)". De la méme manière si x est un arc compris entre O et 
a, l'arc x— 1m tombera entre — i7 et J- iz. Donc pour avoir l’expres- 
sion de (2sinx)” pour les arcs entre O et v, c'est-à-dire pour ceux, dont 
les sinus sont positifs, il n'y a qu'à écrire x —iz au lieu de x dans la 
formule qui donne (2cosx)” pour les arcs entre —17 et +37, ou dont 
les cosinus sont positifs, | 

Il suit de là, que toute la recherche des puissances des cosi- 
nus et sinus pour un exposant et un arc quelconque réels, peut étre ré- 
duite à celle de (2cosx)” pour un 77 positif et pour un x compris entre 
— Ir et ims. Donc tout ce qui va suivre sera soumis a cette re- 


striction. 
ue 


Soit no=p+y, ona | 
cosz (x -]- 9. nz) + isinzi(x-]-2 2a) = 
[cos 72 (x Hour) + sini (x-+ 2 ya)] [cos Quack isin 277 un], 
cos (m —2) (x 4-2 15) Hisin(m—92)(x + ans) = 
[cos(m—2)(x:-1- 29m) + i sin(m—2)(x-+-2y7)] [cos2(m— 2)um + isin2(m—2Q)ur], 
cos (7n —4)(x-+-277) + isin(jn — 4) (x --2 23) = 
[cos(m—4)x—-2vx) + ésin(71—4)(xLovr)] [cos2 (7n —A)ym + isin2(m—4)uz] 
etc.; et puisque 
cos27n um == cos9(m—29) ur = cos2(m—4)um.... et 


sin2m pc = sin 2(m —2) p35 resin 2(m—4)pum .- ise 


200 15. Crelle, recherches sur (cosax)™ et (sinz)" et sur cosma et sinma, 


cela donne 
4. (2cosx)"=(cos2m uz + i sin2m um) [S cos m (x-]-2y7) + iS sin m(x-]-2vz)]. 
D'un autre côté si dans la formule (1.) on fait x —0, on trouve 
(4-2)" = cosomnz (1-|- m, dm...) isinomnz (1-]- m, + Tm...) 
Mais 1-- 7m, 74....— 2", donc jj 
5. (4-1)" = cos2mnr ae isinQmnm. 
Cela fait voir que le premier facteur à droite dans (4.) peut être repré- 


senté par (+ 1)" parceque 7 et u sont arbitraires tous les deux. Donc 


on aura 1 | 
6. (2cosx)" = (+ 1)" [.3cos7n (x - 2v s) +7 Ssinm (x ]- 2v7)]. 


4, 
Cela posé, nous remarquerons que toute puissance @”, dont l'ex- 
posant 77 et la base @ sont réels et positifs, peut être présentée sous 


la forme 
7. does (4-2)"101"5 


où [e|" désigne une valeur réelle unique et absolue, Cette expression re- 
présente toutes les valeurs que c" peut avoir. Mais elle n'est pas la seule qui 
peut représenter a". On peut exprimer cette puissance également par  - 
8. a" — (4-1 (p 4-72. 
.Voyons en quoi consiste la différence des deux expressions (7.et 8.). Les 
valeurs différentes de (4-1)” ont, comme on sait et comme le fait voir 
l'expression (5.), la propriété que, l'une quelconque d'entre elles étant dé- 
signée par «, les autres sont &°, a, «°.... 1, 6, & .... Donc en 
multipliant (-- 2)" par une puissance quelconque entière de «, on repro- 
duira toujours toutes les valeurs de cette quantité. C'est le cas de la 
formule (8. Dans cette formule la quantité |a|" de l'expression (7.) est 
multiplié par une puissance entière quelconque de a C’est pourquoi le 
facteur de |a|" y paroit sous la forme p+ gi. En effet cette quantité 
n'est autre chose que 
9. por u a^ (t 1}. 
Mais il y a une autre différence entre les deux expressions (7. et 8.). La 


quantité (4-1)” peut avoir toujours une valeur toute réelle, car n dans 


2x1 
J 


(5.) peut être égal à zéro, et si zz est tel que 2777? puisse être = ; 


elle peut aussi avoir deux valeurs toutes imaginaires. Maintenant en 
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vertu de a" — (-]- 1)"|a|", la puissance a” doit avoir également des va: 
leurs toutes réelles ou toutes imaginaires, puisque [a|" est réel; et ces 
valeurs particulières doivent être exprimées également par les deux for- 
mules (7. et 8.). La différence de ces formules est, que dans (8.) les va- 
leurs toutes réelles ou toutes imaginaires de (-- 1)" ne seront pas né- 
cessairement combinées avec des valeurs semblables de pgi; les va- 
leurs particulières de (--1)" seront plutôt combinées avec des valeurs 
de p +9? de cette dernière forme, et il faudra des valeurs de (-- 1)" de 
la forme P+ Qi, combinées avec des valeurs de p +97 de cette forme, 
pour donner les valeurs toutes réelles ou toutes imaginaires de 9", En 
effet, l'expression (8.) n'étant autre chose que 

10. a" = (4-1)"(Ja|". ai), 
on voit que la valeur «4? de (+ 1)” qui est toute réelle ne peut donner 
la valeur toute réelle de a”. Elle en denne Ja valeur at |a|™ qui est de 
la forme p+9:. Ce n'est que la valeur & ^ de (-]- 2)", qui produit la 
valeur particulière, et cette valeur «^^ est elle même de la forme p + qi. 
Dans la formule (7.) au contraire les valeurs toutes réelles ou toutes 
imaginaires de (+-1)” donnent ‘aussi nécessairement celles de o" de 
cette forme. 


5. 

La formule (6.) présente la puissance (2cosx)” sous la forme (8), 
et c'est évidemment le nombre arbitraire y qui produit Ja multiplicité 
des valeurs du second facteur à droite. Si donc on veut connoitre les 
valeurs toutes réelles ou toutes imaginaires de (2cosx)" et notamment 
les tirer de celles de (-- 1)", il faut chercher à réduire la forme de l'ex- 
pression (6.) à celle de (7.), c'est-à-dire, il faut soumettre l'expression 
(6.) à la condition que les valeurs toutes réelles ou toutes imaginaires 
de (+1)" doivent comporter les valeurs semblables de (2 cosa)". 

- En vertu de cette condition on aura 
11. Ssinm(c+ Qyz) = 0, 
car sil iS sin z (x 4- 2v7) n'étoit pas zéro, cette quantité se combineroit 
avec les valeurs toutes réelles ou toutes imaginaires de (-|-1)" et pro- 
duiroit une partie imaginaire dans le premier et une partie réelle dans 
le second cas, qui, suivant l'hypothése, ne doivent point exister. 

L'expression de (2cosx)” (6.) se réduit donc à 

12. (2cosx)" — (+ 1)" $ cosm (x avr). 
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Maintenant il sagit de chercher la valeur du nombre arbitraire y 
pour laquelle la quantité S sin zn (x 4- 2v7) peut étre zéro. Cette valeur 
de y donnera ensuite celle qui convient au facteur i$ cosm(x--2ym) (12. 

En développant les deux quantités S sin 7 (c-H2y7) et NEL. 
on trouve: 

13. $sinz(x-IL-2y«) = cos2myr Ssin mx + sinomvz $cosma etc. 
14. S$cosm(x--2v«) = cos2myr S cos m x — sin 2m yz S sin mx. 


Puisque la première de ces quantités doit être nulle, on tire de l'équa- 
tion (13.) 
15 4 .Ssinmx | __ sinma-}+-my,sin(m—2)x-+ m, sin(m—4)x .... 


tang 2 7 y ——————— m | 
5 S cos mx cos ma m; cos(m—2)« m, cos(m—4#)x .... 


Dans cette équation la quantité tang9myz à gauche est discontinue, 


puisque y ne peut être qu'un nombre entier. . Elle ne peut varier que 


Ssinmx , 


par intervalles. Au contraire la quantité — - à droite est conti- 
Scos mx 


nue, et si elle varie avec x, cela ne peut se faire qu'insensiblement. 
Il suit de cette contradiction que la quantité à droite est invariable 
et que parconséquent celle à gauche le doit être également, c'est-à-dire 


qu'une seule et méme valeur de » doit convenir également à toutes les 
valeurs différentes de x, ou qu'au moins Y ne peut avoir d'autres valeurs 
que celles qui. donnent une seule ou même valeur à tang2myz', -ou. ce 
qui est la même chose, à sec2mv ou bien à cos amyr et sih 2727. 
On tirera là méme conclusion de l'équation (12). Dans cette équa- 
tion la quantité (2 cosx)" à gauche est continue et celle Sos: (x: -l- ay 7) 
est en partie discontinue et ne varie que par intervalles, si y change 


de valeur, puisque dans ce cas cos2 my et sin272V7 ne conservent pas 
la méme grandeur; comme le fait voir l'expression (14.). 
| % 
Puisque les mêmes valeurs de cos2myr et sin2myz conviennent 
à toutes les valeurs différentes de x, on pourra choisir indifféremment 


of 


une valeur quelconque de x pour trouver celles de cos2myz et sin9myz. 
Choisissons la valeur zéro de x, parceque nous pourrons trouver pour 


cette valeur celle de v. Si lon fait x — 0, on a Ssinmx =O et 
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S cos max = 1+ m,+ m+.... — 2", donc en vertu de l'équation (14): 
S cos (x -I- 297) = cos2 mv z.9", et en vertu de celle (12.): 
(+2) = (+ 1)" cos2 mvz. 2", 


De là on tire : 
16. cosamyr = 1. 


C'est la valeur cherchée de cosmyz. Elle donne sin2m y — 0, et puis 
en vertu des équations (13. et 14.): 
17. O = Ssinmx et 
18.. Scosm(x--9v7) = Scosmz. 
8. 
En introduisant l'expression (18.) dans celle (12.), on aura 
M hide 19. (2cosx)" = (--1)"Scosmz, 
20, (2008127. == 
(cos2mnr+isin2mnr) [cos 722 + m, ar UNUS MERE QU 
où 7 est un nombre entier arbitraire. 
Voilà l'expression complète cherchée de (2.cos x)". Conjointement avec 
cette expression il subsistera toujours l'équation (17.), c'est à dire l'équation 
| 21. sinmx + 7m, sin (7—2)x + m,sin(m—4)x.... — 0. 
9. 
Les équations (20. et 21.) supposent x compris entre —27 et + iz. 
Si x est compris entre (27—4)4 et (2.7 -- 17), il faut écrire x—27 au 
lieu de x dans les deux équations. Si x est compris entre --i7 et 
zm, Cest à dire si cosx est négatif, il n'y a qu'à écrire x—7 au lieu 
de x et à multiplier par (— 1)" comme nous l'avons) fait voir ($. 2.). 
Donc on a pour les cosinus négatifs: 
22. (2cos x)" = (—1)" [cos m (er) m 1 Cos(m—2)(ac—m) -- m 4 cos(m—4)(x—)....], 
ou bien | 
23. (2cosx)" == (cosam(n- ı)r+isinam(n-+1)r) 
* [cosm(x—#) + 71; cos (m — 2) (x — 7) -p 7,cos (m —4) (x —z)....]. 
L’équation (21.) est dans ce cas 
24. sinm(x—z)-+m, Erb oak nis sin (zÓn—4) (x —7).... — 0. 
Pour les puissances des sinus on aura en vertu de (§. 2.) pour sain’ positifs 
25. (2sin x)" = ne 3 
(cos 9mnr*k i sin 2mnz) [cos m (ate 10) m; E rs cos(m- 4)(ac—1m)....] 
et pour les sinus: négatifs: | 
26* 


\ 
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26. (2 sinac" = (cos 9m (n -- 1) a+ isin2 m (1 -]- 1) x) 
x ju Son ot vi cos (m — 2) (x -]- 3 2) -- mà cos (m — 4) (a+ 1 2) . . .-]- 
10. 
En développant l'équation (21.) on trouve: 
sin 71x + 7 sin zn 2 cos2, x -]- 7, sin zn x cos4x.... 


h ] = 0 
— m,cosm « sin2.3 — 7,cosma sin4x.... ^ 


et de là: 
m, sin? x -]-m, sin4 x -]- m, sin6 x.... 1 
1 -]- 4 cos2 x + m, cos 4 x -]I- m, cos 62. ... 
Cette équation aura lieu pour une valeur quelconque de x, comprise en- 
tre — iz et liz. 
Puisque la quantité sinzax-+ z,sin(m-—2) x + m,sin(m —4)x.... ° 

est invariable et nulle, leurs différentielles le seront également. Cela donne: 

m cosm a + m, (zm—2) cos (m—2) x + m, (m—4) cos (m—4) x.... — 0, 
28. im? sin ma-- m, (m—2) sin(m—2) x + m, (m—4y sin (m—4A) x... . — 0, 


et généralement: 


27. tangmx = 


29. m%sinmx + m,(m—2 “sin (m—2)x + m,(m—4 * sin (m—4)x.. .. =0, 
et 
30. m: Pcosma-|-m,(m-—9)* 'eos(m—9)x-|-m,(m- —4 y cos(m—4)a «... 0. 
De là on tire, en développant: 
m; (m —2)* sin 2x + m, (m— 4) sin 4x + m, ( (m —6)* sin 6 x aire 

met m x(m—2)5 cos2x -|-m 4 (m—4)* coskx + m, (m—6)# cos6ac. .... 
met Lm, (m — 2)** cos2 cm; (m — 2) Hi cos 4 ac. . .. 

m; (m — 2)**' sin 22-- m, (m — 2)*+ sin 4 HN 
L’équation (32.) donne, en supposant x = 0: 
33. meh 4 m, (m —92y*^ + m,(m — eh ARZT 

pour une valeur quelconque positive de 77. 


31. tangzxz — 


32. tangmx = — 


II. Expressions des cosinus et sinus des arcs multiples en 
puissances des cosinus et sinus des arcs simples. 


| df. 
La formule 


34. cosmx#tisinmx = (cosx + isinx)" 
a lieu, comme on sait, pour un 77 et un x quelconques. Mais nous nous 


bornerons comme ci-dessus aux cas où x et m sont réels. 


er 
e 


* 


- 
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Puisque cosx = cos(x-+-2nm) et sinx = sin(x--277), la for- 
mule (34.) donne | 

35. cosm(x-- 27) + sin m (e+ 9n7) = (cosx + isinz)", 
et il s'agit de trouver les expressions de cos;zzx et sin;74 en puissan- 


ces de cosx et sin. 
12. 


Nous remarquerons d'abord qu'on pourra toujours ramener les cas 
où cosr ou sinc est négatif à ceux où les cosinus et sinus sont posi- 
tifs. Car si x est un arc dont le cosinus ou le sinus est négatif, le 
cosinus ou le sinus de x— 7 sera positif, et on aura 

| 86. cosmx = cosm(x-——7)cos7 % — sin zn (x —7) sin zz, 

37. sinmxz = sin71 (x—7)cos mz 4 cosm (x — 7) sinma, 
et l'on pourra appliquer immédiatement à ces formules les expressions 
quon aura trouvées pour les cosinus et sinus positifs, 

Les cas des m négatifs se réduisent sur le champ à ceux de 77 
positifs, car cos— 71x — cos7z, et sin—7naz-— — sinm x. 

On pourra donc toujours supposer cosx, sinx et 72 positifs. 

13. 
Mettons la formule (35.) sous la forme 
cosm(x+anr) +isinm(x+2n7) = (cosz)"(1--itangx)", ou bien 
cos (x 4-227) +isinm(x+onx) = [cosz|" (+ 1)" (1 zc i tang x)" : 
m. (+ 1)” = cosamyr +isin2myr, 
on aura 
38. coszn(x-]-2nm)-- isinzm(x-1-227) —|cosx|"(coso7v 3- isingmva)(1--itg x)" 
En développant le dernier facteur à droite, on trouve 
39. cos7 (x + 227) 3- isin m (x 4-207) — |cosz|" (cos2 mz 3- isin2mvz) 
| X [1—m,tang a? + m, tang x* — m,tang&°.... 
Dio: ta ern ad 


et en multipliant les deux derniers facteurs à droite: 
40. cosm(x-|-2nz)- isinz(x--227) 
—|cosx|" cos2myr—m, sin 2.72 Vr tang x — 7,082971 yr tang x? 
+ m,sinamyr tang x? + 72,cos 2 m ya tangx?.... 
+i(sin2mvm + m, cos2 my tang xz — m, sin 27 Vz tang x? 


— n,cos2mvr tangx? + m;sin2mvr tangx"....) 


L4 
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Puisque les parties réelles et les parties imaginaires de cette formule 
doivent étre égales séparément, on en tire: 


41. cosm (+ 277) == |eosx]"(eosamyr — m, sin 27 yrtang a 
— 7,008 2n yz tang x? + zmjsin2 7 yatangx? + mn cos 277 yrtangx* en 
42. sinm(x--2nz) = |cos |" (sin 27 Vz + m,cos2myzr tang» 


— m,sin2m Vz tanga?— 77, cos 27 yz tang x? + msingmymtangxt.. a à 


Il s'agit maintenant de trouver les valeurs de y qui conviennent à une 


valeur donnée de z. Pour cela nous remarquerons que les formules (41. 
et 42.) ont été soumises à la condition que cosx soit positif. Donc pour 


trouver v, on y pourroit faire x — 277; car en vertu de la condition 
établie, les valeurs de x doivent être comprises entre (27—1)z et (9 7+4) 7, 
et d'ailleurs il est clair, que pour une valeur déterminée de 7, ow plutôt 
de cos2mya et sinQ yz, et pour une valeur donnée de 7, il ne peut 
convenir qu'une seule et méme valeur de y à tous les x compris entre 
(27—2)z et (27-4-1)z; car sans cela la quantité à droite varieroit par 
intervalles, pendant que celle à gauche varie suivant la loi de la conti- 
nuité, ce qui est impossible. Mais la valeur 2 rm de x. ne donneroit pas 
explicitement la valeur correspondante de y, comme cela, est facile avoir 
Il faut supposer 7—0 si l'on veut la trouver, c'est à dire x —0, et 
cela est permis, car on ne diminue pas la généralité des formules en 
écrivant seulement 277 au lieu de 277-L-27-. Mais il y.a à remar- 
quer qu'en supposant x —40, on réduit les formules à n'étre désormais 
applicables qu'aux cas où x est renfermé entre les limites — iz et +17. 


La supposition x = 0, faite dans les formules (41. et 42.), donne: 


43.  cos2mnr == cosQnmyz et sinQmnz = sin 2771 V7, 
done on a | 
44, cosm (@@-+2nm) = [cos z|" [cos 72 2 z —n, sin27n7rtangz 
—n,cos 2772 SM en -]-micos2mn z tangat. ...]. 
"49. sin: (z 4-247) = [cos z |" [sinam nz + m, c0527m n7 tanga 


MAE. singm 7 tang x — Ms 0082 mn tang a? 4 m; sing zn tanga? EE 


où 7 est arbitraire. „En supposant 2 ==0; ona 


St 
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46. cosmx == [|cosz|" (13 —7,tangz? + m,tangz* — rm tanga. ...), 


47. sinmz = [|cosa|" (mtange — 75tang 2: -- m,tanga’....). 

Voilà les expressions complétes des cosinus et des sinus des arcs 
multiples en puissances de cosinus et sinus des arcs simples. Ces for- 
mules sont soumises à la condition que z soit compris entre — Z7 et 
+37 et que m soit réel et positif. | 

Puisque cos7x à la méme valeur pour un z positif ou négatif 
de la méme grandeur, et que sina — —sinma, si x esi négatif, il 
faut que les formules (46. et 47.) se reproduisent, au signe prés, si l'on y 
met —z au lieu de +z. C'est ce qui a effectivement lieu comme il 
est facile de voir. 


14. 

Mais les résultats (46. et 47.) sont encore soumis à une autre re- 
striction. Car en examinant le développement général (39.) on verra 
sans peine, que la série à droite cesse d'être convergente, si tangz est 
plus grand que l'unité, Donc, passé z — +47, les expressions (46. et 47.) 
ne sont plus hors de doute. Il faut donc borner leur application aux arcs 
compris entre —Zz et --iz et il s'agit de trouver d'autres formules 
pour les arcs plus grands. 

Cela se fera comme suit: 

I Si x est un arc entre 47 et $a, l'arc z— fam sera compris entre 
— Im et 417, et les expressions (46. et 47.) seront applicables à ce der- 
nier arc. Puisque | | 

48. cos(r—£i7) = +sinz et tang (x — 17) = — cotr, 
les formules (46. et #7.) donneront . 
cosz(x—iz) = |d-sinz|" (1— m, cota? 4- 7,cota*....) et 

ee jh m(x—i7) = — |J sinz|" (m,cotz — m;cotz°....). 

Mais 


cosma == cosz(rx—iz)cosimz + sinm(xz—z7)singznz, et 
' sin ma = sinz1(z — I7)cos 1 ma + cosim(2— 37) sin} mr, 


donc dans ce cas 


51. cosma = |+ sinz|” [+ cos 7n « (1 — 7m, cota? - 7, cota*....) 
—'sin 4 mr (m, cot z —71,cotz?....)]. 
52, sin ma = [+ sin z|" [— cos 2 zn z (m, cot z — m; cota...) 


— sin img (1 — m,cota? + 71, cotz*...)]. ^ 


— 
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IL Silarcx tombe entre 27 et $7, l'arc x —7 sera compris entre 
— iz et +47, donc on peut se servir des formules (46. et 47.). 
On a $ à | | 
93. cos(x—7) = —cosx et tang(x—7) = + tangx, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): | 
su, et a == |—cosx|” (1 — m,tangz* + m;tanga*....) et 
sin zn(x—z7) == |—cosx|"(m,tangx — m;tanga°....). 


ss, jeosmx = cos7 (xx — 7) cosm a + sinm(x—7)sinmr et 
= sin7:(x——7)c0877-— COS 77 (X—7) sin na; 


56. cosmx == |— cosx]|" [cos zn z (1— m;tangx”, + 71, tang x*... -), 
+ sinmm(mtangx—m,;tangx....)] et 
57. sinmx == |—cosx|"[cos77 (m, tange— m;tangx°....) 
_ — sinma (1 — m,tang x + m,tang x*...-)] 
dans ce cas. 
IT Si Parc x tombe entre 27 et 27, l'arc x— 27 sera compris 
entre —47 et + 17, donc les formules (46. et47.) conviendront à ce dernier. 
On a 
98. cos(x—$47) = —sinx et tang(x—iz) = — cotz, 
donc en vertu des formules (46. et 47): - 
99; Mi un = + |—sinx|”(1 — 777, cota? + 71, cotz*....) 


sinz1(x—47) = —|— sinx|" (m,cotx — m;cotX°....). 
Mais 
60. E = cosm(x——iT)cosimz + sinim(x—37)sin3mz7 et 
sin 711 == sin m(x*c—2z)cos3ima — cosm(x—3i7)sinimz, 
donc 
61. coszz — |—sinz|" [+ cos mz (1—m,cotz*-+ 77, cota*....) 
a — sin 3 zz (7n, cot z — m;cotx°....)] et 
62. sinziz = |—sinz|"[— cos 2 mz (7, cot z —77:, cot 2? . ...) 


— sin$ mz (1— 7,cota* + 71,cotz*....)] 
dans ce cas. 
IV. Silarc x tombe entre 47 et 27 l'arc x —27 sera compris entre 
4—77 et 0; donc les formules (46. et 47.) seront applicables à ce dernier, 
Ona - | 
63. cos(r—27) = --cosr et tang(r—27) = + tangz, 
donc en vertu des formules (46. et 47.): | 
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Gy, jeosm (2—27) = |4-cosx|"(1—m,tangx*-+m,tangx*....) et 
sin m (c—27) = |4-cosx|" (m, tang x —7 tang x’....). 


Mais 
65, feos mo = cos 7 (c— 27) cos 2 mr + sinm(x —27)sin2mz et 
- [sin mx = sinm (x —27)cos2 m7 — cosm(x— 27) sin2mz, 
donc 


|-+ cos x|”[cos 2 7 z (14 — m, tangx? + m7, tang x*. ...) 
-+ sin2 mz (m,tangx —72,tang x?^....)] et 
|+ cos x:|" [cos 271 7 (mn, tangx — 7i, tang x? ....) 
— sin 27 (1—7n,tang 2? 4- m,tang x*.. ..)] 


| 


66. cosmx 


67. sinmx 


dans ce cas. 
V. Si l'arc x est plus grand qu'un autre compris entre 0 et 27, 


d'un nombre 27 de civconférences, l'arc x— 27:7 sera compris entre 0 
et 27; donc l'une ou l'autre des formules ci dessus lui sera applicable. 
En supposant pour abréger: 
68. 1—7m,tangx'--m,tangx*.... — D, Mesi onde 2 | 
69. 1— 77, cot x* + m, cotx*....— P, m, cot x — m; cotx’.... =Q,, 
les formules trouvées donnent les suivantes: 
{ I imeem = |+cosx|”P,, 
sinzz == |4-cosx|"Q,, 
pour les arcs entre O et 27; 
IL xul = + |+sinx|"[+P, cosi mz — Q,sinimz], 
sin mx = —.|--sinx|" [+ P, sing nz + Q,cos 271 7], 
pour les arcs entre $7 et i7; 
LIL, PEN = -++ |—cosx|"[-+ P, cosz 2 + Q, sinn], 
sin mx = —|— c0sx]|” [+ P, sin 27 — Q,cosmzr], 
pour les arcs entre $7 et $7; 
IV. Tide = + |—sinx|"[+ P,cos ? mz — Q,sinz mz], 
sin znz = — |—sinx|" [+ P,sin à 717 -- Q; cos à mz], 
pour les arcs entre iz et 17; 
y coszx == |4-cosx|" [4- P, cos2 7n z + Q,sin2mz], 
UAR = |-+ cosx|"[—P, s$in 271 7 -+ Q, cos2 77], 
\pour les arcs entre $7 et 27. 
Maintenant on a; | 
i kereicdm = -+ cosa, tang (x — 277) = + tangx, 


sin(c— 27) == +sinx, cot(x—227) = + cots, 
27 


1% 
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Bane les quantités P,, Q,, P,, Q, et les facteurs [ES cos ;]" et Abe sin x|" 
sont les mêmes pour les arcs x et pour les arcs x—92727. On a en second lieu: 
zi ER = cosm(x—2nz)cos9mng + sin m (x —2,27) sinQmng et 
sinmax == sinm(xc— 2n7)cosamn# —cosm(c —2nr)sin?m nT. 


Donc si dans ces dernières formules on substitue au lieu de cos m (x —92 n7) 
et sin zn (zx — 277), les expressions ci-dessus de cos77 x et sin 72%, on trouve: 


c0s 772 2 = | + cos rl" [P, cos27n 2 7 + Q,sin27n7], 
| es = |-+cos2|™ [Q,cos2mnr— P, sin2m nz], 
cosm x = |-++ sinz|" [(P,cos 1 mz — Q,sin 1 mz) cosomnz 
D» — (P,sin$ ma -- Q,cos 1m z)sin2 mar], 
sin mz = |-4-sinz|" [—(P,sin 1 mz + Q, cos 12m z) cosomnz 


— (P,cos ma — Q, sin E m7) sin2m n7], 


coszn 2 == |— cos«|" [(P, cos zz + Q, sin zz) cos2 m nm. 
— (P,sinn# — Q, coszz)singmnz],- 
43 "Jsinza& = |— cosz |" (—(P, sin mz — Q, cosz2 x) cos2 nz 


— (P,cos mz -]- Q, sin zn 7) sin omn], 
|—sinz|" [(P, cos 3 zn z — Q, sin 3m z) cos9 mn 
Br — (P, sin 27 z -]- Q,cos 2 m) sin 2mnr), 

sinn == |— sin z|" [—(P, sin 172 7 + Q,cos 1 mr) cosa mn 
—(P,cos 27i y — Q, sin 1 7 z) sin 2mnz], 
C087722 == |-F cosz|" [(D, cos 9. 7n z -]- Q,sin2mr)cosa mn 
an + (—P,sin2m#--Q,c0s2mr) sin27 n 7], 
sin? x == |-+ cosz|" [( —P.sin2 72 z + Q, cos 27m z) cos2mnr 


—(P,cos2m = + Q, sin 2771 7) sin 2771 nz]. 


cos 772r = 


Cela donne, en réduisant: 


4 ee re cos2|"[-+- P,cos2mn7 + Q,sin2mnrl, 
sinz1 3 = |—+cosx|"[+ Q, cos2 zn nz — P,sino.m nz], 
74, Jpour les arcs entre ana et (2n-]-Z)7; À 
‘4 It joi | sinz|"[4- P, cos (2 + 2) mz — Q,sin (22 --3) mz], - 
sinziz = |-+ sinz|" [— Q,cos (27 + imm—P, sin (ar + Hm], 
pour les arcs entre (2n--2)z et (25-27; | 
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fm ie |— cos z|" [+ P, cós (2.2 l-1)mzs--Q,sn(2 a + 177 |, 
sin zzz = |— cosz|" [+ Q, cos(2 5 + 1) mz — P, sin (2n + 1)7217z], 
pour les arcs entre (22 -]- 3) et (an4-3)z; 
LOANS | — sinz|” [+ P, cos(2 2 + 2) z — Q,sin (22 +3) 7], 
sin x == | —sinz|"[—Q, cos (2 1-3) 7— P;sin (22 3) v], | 
pour les arcs entre (22+5)7 et (@n+ ZT; 
v. oben |+ cos z|" [4- P, cos2 (^ + 1)z-FQ,sin2(z + 1) 7], 
sin m x = |-- cosz|"[-- Q, cos2 (2 -- 1) 7 — P, sin2( 4- 1) 1, 
pour les arcs entre (27;-]- Z)7 et 2(241)7. 
Si z est négatif, D,, Q,, sing et sinzaz changent de signes, mais 
P,, Q,, cosz et coszzx conservent les leurs; donc on trouve dans ce cas: 
pilot [+ cos x |" [4- P, cos 2 m A7 -|- Q,singmnz], 
sin ma — |-+ cosz|" [— Q, coso mn + P,sin27mnz], 
pour les arcs entre —anz et —(2n--1z; 
uitium | — sinz|" [— P, cos (2.2 + Dmz t Qsin(an 4-2) mz], 
sinz1z = |—sinz|" [— Q, cos(2. + 2) mz — P, sin (an 4- Lin z], 
pour les arcs entre —(2n4-i7 et —(2n+3)7; 
cosma = |— cosz|" [4- P, cos (27 -- 1) mz -- Q, sin (27: 4- 1)7], 
DIM mz-|—cosz|"[— Q , cos(2 -]- 1) mz + P, sin(22 4- 1)7], 
pour les arcs entre —(an-+-3)r et — (2n+3)r; 
cosmx = |+ sin z|" [— P, cos (22--3)7 4- Q, sin (224-3) Tj 
I mir | sinz|" [— Q, cos (22 + 2) z — P,sin (22 + 3)2], 
pour les arcs entre —(2n4- 3) et —(2n-+ 3m; 
isis [+ cosz|”[+ P, cos2 (1 4- 1) z + Q,sin2 (n - 2)7], 
More [+ cosx|” [— Q, cos2 (2 + 1)7 + P .sin 2 (n-4- 1) z]. 
our les arcs entre — (27 ]- Z)7 et 9(n -- 1)z. 
Les formules (74.) offrent le tableau complet des expressions des 


cosinus et sinus des arcs multiples positifs, et celles (75.) le tableau 
des expressions des cosinus et sinus des arcs multiples négatifs. 


Pri 


- 


+ 
" 
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15.) i 
En passant nous ferons remarquer les focmulsa suivantes, qu'on . 
tire aisément des expressions ci-dessus. En quarrant les expressions cor- 
respondantes de cos;:2 et je et ajoutant les quarrés, on trouve re- 
spectivement 
76. [seca|*" == P?-+Q? et [cosec«|” = PS + Qi, 
c'est-à-dire: 
77. |secsx|?" == (a— m, tang "+ my tang x^.) "-]- (mm, tang x — 77; tang 0.000)", 
pour les arcs entre = ang et + + (an +27, entre + (an Hi) et + - (9 2 iT 
et entre --(224-1)- et c 2(n--1)m, et 
78. |coseco |" — (1— m, coto? + 7m cot... —Æ (m; cot — m; cotx y 
pour les arcs entre +en+3)r et ECL SOLE et entre (2nd 5) et 
tnam 
Si x---imc, ou x — ims, on a tangx — cotx =1 et 
secx == cosecx == y 2, done ce cas din: 
79. 9" = (1—m;-4r....)4- (m,—m;--7....Y, 
pour un 77 quelconque réel et positif. 
Les formules (46. et 47.) donnent séparément: 
80. (1—m,J]- 7:1..." —2"(cosimmy, (m,—m;]m,....y-2"(sinimsy. 
. . On peut tirer encore d'autres expressions remärquables des formu- 


les (74. et 75.), en calculant les valeurs de cos a?— sinn x* == cos2mx, 


et de 2cosz xsinmo — sin272x. Nous ne nous y arréterons pas. 
i | 16. 
Les formules (74. et 75., §. 14.) expriment cosmx et sinmx par 
les cosinus et les sinus de l'arc x méme. Si lon veut y introduire un 
arc x compris entre —4 et +47, auquel les formules (46. et 47.) sont 


applicables, on trouvera les expressions suivantes: 


I. Pour x méme compris entre —4i7 et +47 les formules (46., 
47. et 68.) donnent: 


81. cosmx —{|cosx|"P et sinmx = |cosx|" Q, 
où 


82. P=1—m,tangx’+ m,tang x^—.,.., et Q=m,tangx —775tangx...., 
x étant désormais toujours compris entre —3a et +47, et les quanti- 
tés P, et Q, étant désignées simplement par P et Q dans ce cas. 

II. Si l'arc donné tombe entre (2n —X)m et (224-3). ou entre 
(—2n-—21)m et (—22--1)m, on pourra lexprimer par xd-29nm«. Mais 


= 


E 
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coszm(x--9nm«) = cosmocos2mnm + sinmx sinQ ana, 


83. | 

donc: zo. Taj sas) e : 
4 je [o8 2|" [P cos 277 nr + Osinzmne], 
sinn (x 2n7) = |cosx|"[Qcos272 22 + Psinamne]. 

Ill. Si l'arc donné tombe entre (22 - Ar et (2n+ 3)æ, ou entre 
(—2n2-3)4 et (—22-3)m, on pourra l'exprimer par x--(27--1)7, 
et l'on trouve d'une maniére semblable: 

8: Vii rep pn^ i oy COM quc i 
"lain zn (x-- (22 4- 2)) =|cosa|”[Qcosm (2n + Do Psinm(an4- Dn]. 

IV. Si Farc dénné tombe entre (2n2-3)m et (2 + i)7-, ou entre 
(—2n--3)m et in n+5)æ, on pourra lexprimer par x--(22-]-1)7v, et 
on aura: 

sem (rs: (2 +3) 9) = oss [P cos mm (2 -]-3)s 3: Qsin m (22 |-1)2], 
sin m(x+(2n+1)r)=|cosx|" [Q cos m (an +1)r+ Psin m (27 4-3)7]. 

V. Si l'arc donné tombe entre (2 ns $m et (223-2)m, ou entre 
(—2n--$)m et (22477, on pourra lexprimer par x + (27-1 3)z, et 
Yon aura: 

eer (x + (er + 3)7)— |cos x” [Pcosm (22 .- 3) a5. Qsinm (an + 3) wl, 
sin n (x: (22 + 3) x) =|cosx|” [Qcosm (an + 3) m + Psinm(2n 4- i)«]. 
Les quatre couples de formules (84. 85. 86. 87.) embrassent tous les cas, 
et il ne sy présente que cos x et les quantités P et Q (82), prises toutes 
les trois pour une valeur de x comprise entre —17 et -- iv. 
17. 

Les séries trouvées ci-dessus pour cos;7:: et sin77x vont en crois- 
sant suivant les puissances ascendentes des tangentes et des co- 
tangentes de l'arc x. On peut demander des séries qui aillent suivant 
les puissances ascendentes ou descendantes des cosinus et des 
sinus. Cherchons ces séries, sil en existe. 

D'abord nous remarquerons qu'il ne s'agit que des séries: 

gg JP =1- m,tang x* + mitangæ*.... et 
| Q = m,tangx — m,tangx! + mistangax.... 
pour un x entre — Iz et --I7z, car à l'aide de ces séries on peut, 
comme nous l'avons vu ($. 16.), exprimer cos77 et sinzmx dans tous les cas. 


sinz(x--9n«v) = sin7n x cos272n« + cosmo sin2mn a, 


| 


* 


. 89. cos ma = cos a"(14- m; 


a 4 EL 2 
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E " > 18. 1809 2 
Les expressions (46. et 47.) donnent: 
| cos x? —1 Mona. (cos zc? —1)3 
cos 3j? "7 ogden’. / dto EUN 2) et 
90. sinmx= 


cos xz? — 1 Lem af atia nas x 
"leosu* : cos 5^ in mí ! cos x? : m 
Pour plus de simplicité nous avons écrit cosx” au lieu de |cosz|”; la va- 
leur absolue ou toute réelle |cosx|” de (cosx)" est sous- entendue. La. 
forme des expressions (89, et 90.) semble annoncer que cosmx et sinn T 


cosa" sing (m, +77; 


peuvent être exprimés sous cette forme: 
91. cosmx = a,cosx" + a, cos 27? 4 CORE 6 3's 
92. sinzix = sinx(b,cosx™ + b, cos x" > + oe 
Cherchons les coëfficiens @,, @ eves 0,4, ba eos. 
En développant les expressions (89. et 90.), on trouve: 
93. cosmx = cosa"(1-p7,-- mom mig Miossec) 
— 0052”? (m,+2,m 4- 3, ms + 4, m; +5, mus. - -) 
+ cost ( + m +3: +4%ms+ 5. NL seb 


— cosaz"-9 ( a. mg Ar 4m, -- 5, id) 
-- cosa"? ( Ms +5: LLL 


= cosa" (m,d-m,d- md m + m+ eio n 


04 sin ma 


Sin T 
— cosa"—( m;--2,72,4-3,m; + 4,m, 4-5, mc.) 
+ cosa" —( m; +3,m, + 4,775 + 5,m,....) 
— cosx”77( m, + 4, m,--5,m,....) 
+ cos x"7-?( mg 4-5,m,...»). 


Cela posé, soit z une variable quelconque, on a: 

IE (a+ 25" LG —25") = i-Mmz-44mzAcgmes.... et 
-$\m __ — zi m 

(EE MECS) == mn tm - MR + mire oe 


Si dans ces expressions on fait z— 1, les séries à droite donnent les coéfiiciens 


95. 


» a #4 sin m x ° Fe 
de cosz" dans coszix et de cos x" dans — "az (93. et 94), et il est aisé de 


voir que si l'on prend les différentielles "i premier ordre et des ordres 
sulvans des expressions (45.), qu'on y fait z==1, et qu'on les divise suc- 
cessivement par 1; 2; 3.2; 4.3.2 etc., elles donneront les coëfficiens de 
cosx^-*,eosz"-? etc. de (93. et 94). Mais on voit en méme tems que 


EL * 


Bi 
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zh ye 


les différentielles des parties A" et ua des expressions (95.) 


conservent toujours la quantité. 1— 74 comme facteur, et cette quantité E 


est nulle pour z — 1, tant. que. leur. ‘exposant. est: positif. Donc pour trou- 
ver les coëfficiens de (93. et 94), . al ne s'agit, que des différentielles des. 
t Aes où 


premières parties (14 29" e des’ expressions (95. » Soit 


iü-4:"—pe eias on a pana , et cela fait voir 


que Op donne 9, si, aprés avoir divisé par 77 et multiplié par 2, on y met 
m. au lieu de m —1. Donc aussi O*p, Op, .Q* p etc. donneront 09, 9*9 .... 
sous la méme condition, et il ne s'agit que des différentielles de p. Puisque 
as mIEL d on a: 
EURO NEUES GE) " 
I. (22-22) 9p = mp, donc 
| (z-*--2)80p + (2z5-I-22)0"p — rip, ou bien 
IL (2284-22) p = (m —92-—2-3)0p, et de Ta 
(ZF 4-2) 8% pk AH) 17 80p -4- jn—2—2-9)9*p, ou bien 
96. AUI. (2252-22) 8 p — (m —4—22-5)0*p-]-1z-30p, et de là 
(ED) pe een 
3527 20%, et de là 
IV. C 2 z eyes Sem 32) jp 3 2-2 03p— 32-2 Op, 
etc. 
Si dans ces SPP TER on fait z — 1, elles donnent: 
L p= de = om, 


2°0p—(m—3)0p, donc 
Ill. dp= m.(m—3)97, 
2° 0p=(m—6)0p+10p=m(m— 3) —6)2"75 + 77,974 
37. =m(m— 4) (m —5)2”"", donc: 
IV. &p—=m(m—4)(m—5) 2", 
2 0 p = (m—9) PF pt-3p—sIp. |. 
. ==m(m—A4)(m—5)(m—9)2”""7 + 3m ( (m—3)2"- 3m 2", 
V. 0p — m(m—5)(m—6)(m—7)2"", 
etc. ud 
et de là on tire en vertu de la remarque ci-dessus, savoir: qu'aprés avoir 
divisé par 77 et multiplié par 2, il faut mettre 7? au lieu de 7? — 1: dans 


LE | 
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ap, Op 9.» 9 


g, = 9", 


I. 
IL dg = (m—2)275, 
98. (IL 1097 = (m — 3) (m — 427, 
IV. 8g = Mo er) ie, 2, 
ele. -- TIT 


En introduisant ces expressions Le (93. et 94), on trouve 


99. Q2cosmzacr 


= (2cosz)" — m (acosay-* + FRE a cos ay 


ot ml Fs ( m— 
pews 


- 


m(m--5Y(m—6)m—7) 


73) los ey ^c XE: 


(o eis a) tig oY. 


400. x mx — sine le cos x)" — (m — 2) (2 cos 2)" 


4L (3 (m — 3) suede aay © (2 cos ay — im a. en (3 cos v)" Tor | . 


Voilà des expressions, de. cosz1x et sinznx dela forme (91. et 92.), 
c'est à dire à puissances descendantes de cosz. Mais il faut bien avoir 
attention que ces expressions n'ont pas lieu si 72 m'est un nombre, en- 
tier. Car si 72 étoit une fraction ou irrationnel, la quantité (1— 25)" 
dans (95.), en différentiant ces formules, entreroit dans le dénomina- 
teur, dés la z"* différentiation, si par exemple m est plus petit que 
1, donc si l'on y faisoit z—1, on. auroit des. valeurs infinies pour tous 
les coëfficiens, passé le n—1"°. Donc les séries (91. et 92.) sont diver- 
gentes toutes les fois que 77 n'est un nombre entier, c'est à dire, elles 
ne subsistent que dans ce dernier cas. 


19, 


D'ailleurs si lon suppose que 77 soit un nombre entier, on peut 
trouver avec moins de peine les coëfficiens de (91. et 92.) de la manière 
suivante. D'abord les formules (74, et 75.) font voir que dans ce cas les 
expressions de coszz et sinmx peuvent avoir effectivement la forme 
(91. et 92.) pour une valeur quelconque de x. Car si m est entier, une 


des deux p 


arties du 


sévanouit dans tous 
stituant les valeurs 


la forme: 
101. 


cos m x 
sin 777% 


ou celle- ci: 


second facteur à droite dans les formules (74. et 75.) 


les cas et il ne reste. que là Seconde; donc en sub- 
de P,, P., Q,, Q, (68. 69), les formules prendront 


== = cosx” (1—m, tang x* + z,tangx*....), 
== tb cosx” (mn, tangx —m,tang x^... .), dide 
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102. es == ct sin x” (1—m, cot x? + 77, cot x". s+. My 
sinzao == + sinx” (m, cots — m4cotz?....), 
et cela fait voir que les expressions de cosz72 et, sin7 x peuvent avoir 
toujours la forme (91. et 92.). | Donc on peut supposer ee Le 
pour une valeur quelconque de x: 
103. Mu = a,cos x" + a, cos x:"^*  0,cosa”?,... et 
sinzix == sinx(b, cos x" -- 0, cos x"? --5,c08x"77 ,., .). 
Cela posé, on trouve, en différentiant la première de ces formules: 
104. msinmz—ma,cosz"-'sinz-|-(m—2)a,cosz"^sinz-]- (7m —4)0,cosa"- sin... 
et en différentiant celle-ci: 
105. m*cosmz-ma,cosz" --(m—29)ecosz"7? — +-(m—4)a,cosz™* ..,, 
— m(m—1) a, cosz"? sina?— (m—2)(7m—3) a,cosz"-* sin z* 


aa Bian — (m—4)(m—5)a;cosz™ sin a*, . .» 


106, zn*cosamx == (m + n (m— 1)) a, eos x" 
+ [m — 2 4- (m—2) (in—3)) à. —ın obla a,]cosx”T° 
+ [(n— 4+ (m—4) (n—5)) a; — (m—2) (m-——3) a,] cos x"? 
+ [(m — 6 + (m—6) (n—7)) a, — (m—4) (m—5) a5] cos 77^ 


ee Ur he te eine 
En égalant cette expression de m°cosm% à celle que fournit la première 
des équations (103.), savoir à | 
107. m’cosmx = m°a,cos x” + m*a,cosx"-?-]-m*a,cosx"-*,..,, 

on trouvera les valeurs des coéfficiens @,, @,, @3 + » . +5 car puisque 
les suppositions (103.) qu'on a faites, sont admissibles pour une valeur 
quelconque de z, il est permis de supposer aussi cosz — 0, comme 
cela est toujours nécessaire, si lon veut tirer d'une série, égalée à une 
autre, les coëfficiens indéterminés qu'elle renferme, 

Nous remarquerons en parenthèse, que dans les cas d'un ın frac- 
tionnaire ou irrationnel, les expressions des cosmæx et sinmx, qui peu- 
vent prendre la forme (103.) sont bornées aux. valeurs de 2 comprises 
entre Far — 3)m et +@r+1r, c'est à dire à celles auxquelles con- 
viennent les formules (74. 1. lll. V. et 75. I. IH. V,), car les autres ex- 
pressions (74 IJ. IV. et 75. IL IV.) ne peuvent pas prendre la forme (103.) 
à cause du facteur |sinz|" qui, développé, n'a pas.des termes de la forme 
|cos x|". Mais si x est compris entre + (2r—})# et --(274-1)w, sa 
valeur ne peut pas s'évanouir, donc on ne peut pas se servir du développe- 


ment actuel des co&fficiens dans ce cas (103,). Nous revenons à notre objet. 
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- Les coéfficiens de cosz", cosz"-? etc. dans les deux équations 
(106. et 107.) étant égaux, on trouve | 
ma, = m’a,, 
({m—2)a,—m(m—1)a, = m’a,, 
108. (Gn——4ya,— (in—2)(m—3)a, = m'a; 
(12 — 6)? a,— (m —4) (m — 5)a, = m'a, 
e e e e e e 6 e L] [] ® e. LÀ e. e 


Ces équations donnent: 


i asm 
"Mb m-—3 .. m (m —3) 
109-4 Ha" Ue ae 2? ML 
— 4)(m—5 m —4)(m—5 
a =" ioi a, = "ua Le, 
etc. 


Le premier coefficient e, reste indéterminé, mais on le tire immédiate. 
ment de cosmx exprimé sous la forme (89.). Il est 1-]-m,-4- 7m, + ın.... 
et cette quantité est comme on sait, = 2"^* (97. L). Donc on a: 


110. 2cosmx = (2cosx)" — m(2cosx)" ^ 


À —4)(m—5) (| 
+ u (2. cos x)"T* "Pe COSX)" ss 


et l'équation (104.) donne: 
111. sinmx = sinx [e cos x)" — (m — 2) (2 cos x)" 
+ im) n 2 35 (2 cos x)" — (anal ven Gr (0:008) e eU | d 


Ces expressions s'accordent avec celles (103. et 104.) ci-dessus, et 
elles ont lieu pour tout 7 entier positif et pour un z quelconque. 
| 20, | 

Les équations fondamentales (101. et 102.) donnent aussi sur le 
champ les expressions connues de cosmz et sinmz de la forme 
119, jeosmz = «a,cosz" --a,cos2"*sina? -- a; cos z"-*sina*.... 
yn max —=(b,cosx""+ b, cosz" sina? -|- 5 cos z"- sin x^, ...) sina. 
Nous ne nous y arréterons pas. 


A 


21. 
On peut aussi chercher des expressions de la forme: 
113 icis = (a, sin z"-'-- asina" cosa^....)coSa, et 


sinmz = (Wsinz" +ß,sinz”?cos2?.... 
ou | 
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114 Le = «,sinz" -la,sinz"-*cos x° -- «sin z"-* cos z^, 1 

sinnz — (ß, sin 2" -]- D, sin x"? cos a? + D, sin x" cos 25... .) cosz. 

Mais les expressions (113.), de méme que celles (112., 110. et 111.), 
ne subsistent que pour un 7? entier positif. Car les valeurs de x, pour les- 
quelles les expressions générales (74. et 75.) pourroient prendre cette forme 
à cause des facteurs |cosz|" et |sinz|", sont compris entre +(2r+2)# 
et (272 i)v et entre (att i7 et -- (2 7 3- 1)7, et de toutes ces va- 
leurs de x aucune n'a zéro pour sinus. : 

| 22. 

Généralement les expressions (74. et 75. I, IIL. V.) et (74. ILIV.) 
ont respectivement les formes: 

115. qaid = cosz" |». (1—m, sinat m sinzt IR .) 


sin nx cos x? 2 cos x ^ 
(m sin © 3h sinc? )] ét 
— Gem — M. 
Ff * cos x ME ls 


| P P 
us, [| = siet (m Spas ms ee) 
cos © 'cos x 3 
T 9: (m, sina 3 snas *** Jl 

Mais cosa”, quel que soit 7, peut être développé suivant les puis- 
sances ascendantes des sinus, et sinx” suivant celles des cosinus. 
Donc cosmz et sinmz peuvent prendre la forme d'une série qui va en 
croissant suivant les puissances, respectivement de sina et de cosz, c'est 
à dire on peut supposer pour un 77 quelconque 

117. dinis = 0,--o,sinz + e, sinz? + 0,sinx ut .... 

sinmz = b, + b,sinx + f sina? + b,sinz + .... 

dans les cas (74. et 75. I. UL et V.) et 

118. ume = à, + a, cosx + 4,cosa? + ,c052°.... 

sinmx = 6, +2,cosz +ß,cosz’+P;cos2’...» 

dans les cas (74, et 75. II. et IV.), et il s'agit de trouver les valeurs de 
coéfficiens indéterminés de ces séries. 

En différentiant la premiére des séries (117.), on a: 
119. —:n. Hd abad den Dip COEF. 
et en différentiant de nouveau, on trouve: 
— m? cosmz = — a,sinz — 2,0,sin 1? —3 a,sina? — 4 a,sinz* —5 a;sina*.,.. 

+ 20, cos a? + 3.2.0,5in x cosa? + 4.3.2, sin a? cos a* + 5.4.0; sin z^ COST v4, 

ou bien: 
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120. m'cosmz —a,sinz l-2a,sina? + 3a;sinx + &a,sinz*.... 
T-22,5sina* 4- 3.2. e,sina^ + 4.3. Mur sr 
—90,—3.0.0,sinx—4,3.a,sinz—5.4,0;sinx—6,5.468in".... 
En égalant cette expression à celle 
121. m°cosmz = m°a, + m’a; sin x + m°0, sin a^ Lire a; sin 2° 1n*a, sin Deane 


que fournit la premiere des.équations (117.), on trouve; 
2 


m'a, —2,, donc GT 
n$q,—:0G,—3.9.3,, donc 4, = ee 

122. éd 4a, — 4.3.04, donc te, =- ded arcus. 
m'a; 9a,— 5.4.0,, donc a Q5 eer 
ma, = 16a,—6,5.0,, donc a= Er POE m*(m*—4)(m*—16) 


546 74777777558 04:5 eee 


ro nm, 0 65e uude 
ou la loi de la formation des coéfficiens est facile à saisir. Les deux 
premiers coéfficiens @, et @,, qu'on n'a pas trouvés, peuvent être tirés des 
équations (117. 119). En effet sinz est zéro pour r-bims,etz peut 
avoir cette valeur dans les cas (74. et 75. I. III. V.) pour lesquels les sup- 
positions (117.) ont été faites. Donc en supposant z—=+7, la première 
équation (117.) et celle (119.) donnent: 


@, == COSMTT, 
123. sin mt zx . » 
Q, = — M, T— = HE msnmc, 
x cos T 7 


selon que T est impair ou pair. 


En introduisant les valeurs trouvées des  co&fficiens dans ( 117. et 
119), on a: 


194. ‘cosina = 


, Re ia 2 PR n 
cosm s (1 — 5 sina"? 2 3. sin I — mm ie 10) sip a^, , 


à ace |: T ids 
+ sina (sinz "sin + €" >= aha D sina gros 


195. sinmr= 


K À Bl a R a REM 2l— J 
cosmz m (m'sinz —? = — a in Zo 4 cos æ 


; x ViLT aye 2 
SE sinwt (1 sine pe =) sin at mis .) cosa. 
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Ces formules ont lieu pour les arcs compris entre +(r—: i)m et 
(+ i). Il reste à chercher les valeurs des coéfficiens &,, &,, æ,, ...- 
2°, Q,, B, .... des équations (118). Si l'on y écrit Zz--z, la forme des 
équations (118.) rentre dans celle des expressions (117.); donc les équa- 
tions qui donnent ces coéfficiens coincideront avec celles (122.). Seule- 
ment les valeurs des deux premiers coëfficiens «, et o, différeront de 
a, et a,. Elles seront: 


126. | 


% == cosm(r2-i)m et 
| a, = m-tmsinm(z-2)m, 
donc on aura: 


127. cosmz = 


. F2 m? (m? —. TU 
cos m (7 z- (ce RUE paa 3. me) cosa? i] 


1 cos ee N Cos? A) 


+ sinm(r+4) (cosz — "> 


198. sinmzrz-— 


1 Apt d 2/2,2. AV ns 46 T 
cosm(r+1i)r (we cos M cosa?-- icc vcn Jv p ass.) cosa’ 


2.4 tt 
QD MD eos xt... Jeosa 


Ces formules conviendront aux cas ou l'arc x est compris entre 
+(r+ 1x et cim et entre -- (7-3) et t -4- im. 

Voilà un tableau à peu prés complet des points essentiels du dé- 
veloppement des puissances des cosinus et sinus des arcs simples en co- 
sinus et sinus des arcs multiples, et des expressions réciproques. Les ré- 
sultats qu'on vient de trouver différent comme on voit essentiellement 
de ceux auxquels on parvient ordinairement. Néanmoins ils ne semblent 
pas être défectueux. Les développemens des fonctions angulaires sont de 
ces parties de l'analyse qui appartiennent aux élémens, et il semble étre 
de toute nécessité et de la plus grande importance de poser inébranla- 
blement les principes et les théorémes surtout dans les élémens, et de 
les éclaircir parfaitement; car on ne peut pas aller en avant avec sürcté 
sans avoir bien posé le fondemens. Donc il seroit beaucoup à désirer, que 
les géomètres éclairés, et surtout ceux qui autrefois ce sont occupés des 
problémes que nous venons de traiter, voulussent bien accorder leur atten- 
tion aux remarques ci-dessus et faire connoitre leurs objections, sil y en a. 

Berlin le 15. Septembre 1829. 


. 3e 
+ sinn(r 45)” (1 cosa? 
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16. 
Aufgabe. 


Bekanntlich läfst sich, wenn fx eine beliebige Function der veränder- 
lichen Gröfse x bezeichnet, und x und xr-]-« zwei um @ von einander ver- 
schiedene Werthe von x sind, f(x + a) durch folgende Reihe ausdrücken. 


Sat) = fet $afe+ Oan er 
ME (a= D An hag 


d. sas RE 
wo e willkürlich ist, und Afx, A fa ete. die Differenzen lad fx nach 
e von den verschiedenen Ordnungen bedeuten, nemlich so, dafs Afx = 
f(x +e)—fx;, A fa =f(x+2e) —2/(x+e +fx etc. ist. 
Nun läfst sich aber auch die nemliche Gröfse f(x+ a) auf fol- 
gende andere Weise ausdrücken: 3 


aci Ofx ja dfx, a 83 fa a” Orfx 
fap a) = St +0. S. Oz? Foto To 2 2 0 ee 


—.... die Differentiale von fx von den verschiedenen 


Ordnungen sind. 


Da nun die Differentiale STE . . « nichts Anderes sind, 
A 2 4 à ! LUE 
als N sah: eo... für e gleich Null, so müfste die erste Reihe in 


die zweite übergehen, wenn man darin e—=0 setzt. Man sieht aber 
nicht, auf welche Weise nothwendig a (a— s) (a—25)....(a—(n — 1) s) 
gleich a” ist für 7 — oo; denn wenn man z. B. das willkürliche « gleich 
— setzt, was auch Null ist für 2—, so ist der letzte Factor in 
&(a—2£)(a—22)....(a—(n—1)s) nicht a, sondern Null, und. das Pro- 
duct kann also nicht @” sein, so dafs es scheint, es müsse aufser der Be- 
dingung s — 0 noch eine andere Bedingung für diese Gröfse erfüllt wer- 
. den, damit die Differenzen von fx in die Differentiale übergehen. 

Die Aufgabe wàre, diesen Umstand zu erläutern und auf eine be- 
friedigende Weise zu zeigen, wie die zweite Reihe aus der ersten in 
"aller Strenge hergeleitet werden kônne. Diese Nachweisung ist zu wün- 
schen, weil die obigen Reihen die Grund-Formeln eines grofsen Theiles 
der Analysis sind. | | 


17, Cournot, du mouvement d'un corps sur un plan fixe. 19903 


17. 
Du mouvement d'un corps sur un plan fixe, quand on 
a égard à la résistance du frottement, et qu'on ne 


» AY 
suppose qu’un seul point de contact, 
(Par Mr, A. 4. Cournot, Dr, és sciences à Paris,) 


(Suite du mémoire No, 9, cah. precéd,) 


1. Designons, comme dans le N°. 1. du Mémoire N°. 9. cah. précéd., par 
M la masse du corps, et par 4, B, C, ses moments d’inertie relatifs aux 
axes des x’, y‘, z/; par Ë, 4, € les coordonnées suivant les mêmes axes 
du point de contact entre le corps et le plan fixe; par «, (2, y les coor- 
données du centre de gravité rapportées aux axes des x, y, z, fixes dans 
lespace, le plan fixe étant pris pour celui des xy; par p, 9, r les com- 
posantes du mouyement de rotation suivant les axes principaux des x’ 
y’, z'; par X, Y, Z, les composantes suivant les axes des x, y, z de la 
résultante des forces continues qui sollicitent le corps; par L/, M', IV’ les 
sommes des moments de ces forces, estimés relativement aux axes des 
x’, y', 2‘; par R la résistance du plan fixe, ou la pression quil supporte 
au point de contact. Désignons en outre par f la résistance due au frot- 
tement, qui s'exerce en sens contraire de la vitesse du point de contact; 
et par fi, f,, les composantes de cette résistance suivant les axes des 
x, y. Faisons enfin 

| g:*—.c0823, D e coszy'. c. 


Cos z z/, 
Ue. C08 LD, OY eesucog asy Oy erc COR TZ) 
p 2 0,-— y; 4 = E 
0, = cosyx', bb cosyy’, € — cosyz' 
On aura, pour les six équations du mouvement: 


d? d? d? 
1. MTL—X+f, nu T Y, mot ZB 


AP 4 (C —B)g ro L'A- «(Re fe, 4- f 0) — RES b+ f 9) 
2. BU 4 (4— O)pr = M!4- 2(Ra+f,a,4-f,0,) — E(t e - fies + fc), 
CB 4p =N 3 EQU LS ode f) — n (Ra d fins dr fan. 
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Les quantités p, 9, r; a, b, c; a,, etc. pouvant s'exprimer en fonction 
de trois angles 0, Q, «p, ainsi qu'on le trouve expliqué dans les traités de 
mécanique, ces six équations ne renferment implicitement que neuf in- 
connues a, Q, y; 0, Q, xp; R, A, fa, dont il faudrait obtenir la valeur en 
fonction du temps /. . Mais d'abord, au moyen de ce que la vitesse du 
point (Z, n, €) suivant les z, doit être détruite par la résistance du plan, 
on aura (1* mém. N°. FÉ. à; 


ot + E(rb—gc) + n(pe—ra) + £(ga —p5) = 0; 

et comme la variation infiniment petite de cette vitesse, due à l'action 
des forces continues pendant l'instant d£, doit pareillement être détruite, 
on aura, en différentiant l'équation PR 
2 
ee +92 Ga— E+ E8— 19) 

d(c—£b) , dQa—Ec) , dEb—n0) 

PET re Fe MT ET ED SEP A 

Maintenant deux cas se présentent, selon que la résistance due au 
frottement, sera ou ne sera pas suffisante pour anéantir la vitesse du point 
(£ n, €) parallèlement au plan fixe. Dans le premier cas il est clair 
qu'on aura, relativement aux axes des x, y, des équations analogues à 
celles que nous venons d'obtenir relativement à l'axe des z, c’est-à-dire: 


7 Ergo) Hnpa—ra) + Eg — ph) = 0, 
+ E(rb,—9 C2) d 1(pe, —ra;) + E49 —pb) = 


et par suite 
2- 2 ne — bye ER qo, —Eo)- Hes, —70,) 
CA —} ul eng d(£a, Eel uar dius Biete 


PE Pa) + fa — En) + 5 E600.) 


EL. d (1 6, — € 5.) d (Ca, — £c) d(Eb, — na.) 
Spr eR CUM Me t E 


Des lors on conçoit, abstraction faite des difficultés de l'intégra- 
tion, que les neuf équations (1., 2., 3. et 5.) suffisent pour déterminer 
complétement les neuf inconnues du probléme, c'est-à-dire pour assigner 
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en chaque instant la position du corps, l'intensité de la pression et celle 
du frottement, ainsi que la tangente de l'angle que fait avec les x la 
droite suivant laquelle le frottement exerce son action: ces deux der- 
nières quantités étant respectivement égales à y (f? -7) et = Il fau- 
dra que la valeur de la pression soit positive, sans quoi le plan fixe ces- 
serait de gêner le mouvement du corps au point (6, 1, C), et ce point se 
détacherait. De méme aussi, d'aprés la maniére dont nous concevons le 
“ mode d'action du frottement, il faudra que celui qui a lieu en pareil cas, 
et qui suffit pour anéantir la vitesse du point de contact, soit moindre 
que celui qui aurait lieu, si ce point prenait un mouvement, et surmon- 
tait la résistance que le frottement lui oppose. On devra donc avoir 
FAHRER, | | 
A étant une quantité déterminée par l'observation et par la théorie phy- 
sique du frottement, ainsi que nous allons l’expliquer. 
Si le frottement ne suffit pas pour anéantir la vitesse du point de 
contact, les équations (4. et 5.) ne subsisteront plus, mais en revanche 


^on aura 
6. f4f- 


et comme alors le frottement ne peut s'exercer qu'en sens contraire de 
la vitesse du point (€, #, €), estimée parallélement au plan fixe, il viendra 


*, "E ies + E(rb.— 26) + (pe, —ra,) + £94, —p) 
E E(rb, — ge) + 1(pe, —ra) + (ape) 


fi 
d'où, en ag pour abréger: 
SECO, — 90) + al(pe,—ra,) + Gap) = 1 
= BL Eb ge) + Mime T ege —pb) = 


on tire 
f, ES ise AJ 

h : — VU EJ5) TER AT CETTE) 
h et le radical V (Z-1- J?) doivent être considérés comme des quantités 
essentiellement positives, afin que f,, f; soient toujours respectivement ‘de 
signes contraires à f et J. D'ailleurs la pression À ne doit pas cesser 
d'étre positive. | 

2.. D'après ce qui a été expliqué dans le mémoire précédent (N°. 5:), 
les formules qu'on vient d'écrire subsistent. de méme, soit que les: coor- 
| 2 


- 
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données £, s, @ aient des valeurs constantes ou variables; en autres ter- 
mes: soit que le contact du corps avec le plan ait lieu par une pointe 
vive, ou par un point d'une surface continue. Dans le premier cas, et 
lorsque d'ailleurs la résistance du frottement n'est pas surmontée, il se- 
rait plus avantageux d'intégrer d'abord les formules par lesquelles on dé- 
termine d'ordinaire le mouvement d'un corps autour d'un point fixe, qui 
serait ici le point (E, 7, €). Quand on aurait obtenu de cette maniere 
les valeurs de «, (2, y en fonction de £, celles de f,, f,, R seraient don- 
nées immédiatement par les équations (1.). 

Si la surface du corps est continue, et que le contact ait lieu suc* 
cessivement par une suite de points de cette surface, les coordonnées va- 
riables £, n, €, seront déterminées 1° par l'équation de la surface; 2° par 
deux autres équations qui expriment que le plan tangent à cette surface, 
au point (Ë, 1, 2), se confond avec celui des xy. Lorsqu'en outre la ré- 
sistance du frottement n'est par surmontée, ou que la vitesse du point de 
contact demeure nulle, on dit que le corps roule parfaitement, ou 
sans glisser; et au contraire il roule avec glissement, quand la 
vitesse du point de contact ne sévanouit pas. 

A la rigueur, on ne peut pas réaliser physiquement l'hypothése 
dune pointe parfaitement vive; et méme il ne paraît pas qu'on ait dé- 
terminé par des expériences un peu précises, la nature du frottement des 
corps qui glissent en s'appuyant sur des aspérités anguleuses. On n'a 
étudié avec quelque soin que le.frottement des corps qui glissent en s'ap- 
puyant sur une face plane, ce qu'on nomme le frottement de la pre- 
miére espéce; et encore en supposant que le corps se meut paralléle- 
ment à lui méme, sans éprouver de rotation autour d'une droite perpen- 
diculaire au plan fixe. En conséquence on pose sur un plan uniformé- 
ment poli, un corps tel qu'un prisme ou un cylindre droit, construit et 
situé de maniére à ce que le plan vertical, mené par le centre de gra- 
vité du corps perpendiculairement au plan de support, divise le corps en 
deux parties symétriques; puis lon fait croître graduellement linclinai- 
son du plan, jusqu’à ce que la résistanee du frottement soit vaincue par 
l'effort de la pesanteur, et que le corps commence à glisser. ll est clair 
qu'en cet instant l'énergie du frottement sera égale au poids du corps, 
multiplié par le sinus de l'angle que le plan fait avec l'horizon. On.a 
été conduit ainsi à admettre que l'intensité du frottement surmonté, ou 
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la quantité désignée par A dans le N°. précédent était sensiblement indé- 
pendante de l'étendue des surfaces frottantes et de la vitesse du mobile; 
qu'on pouvait la supposer proportionnelle à la pression, et la représenter 
par eR; e étant un nombre donné par l'observation, qui dans beaucoup 
de cas diffère peu de la fraction +, et qui paraît dépendre du degré de 
poli des surfaces frottantes, de leur contexture physique, peut-étre aussi 
de leur nature chimique et de la durée du contact. On peut consulter 
à ce sujet le Cours de Mathématiques de Bezout, à l'usage de l'Artil- 
lerie, T. IV., N*. 734., et le Précis élémentaire de Physique de M. Biot, 
T. L, livre IL, chap. 23. 

Le frottement dit de la seconde espéce, c'est-à-dire celui des 
corps qui roulent en glissant, est encore moins bien connu; on admet 
par analogie que son intensité 4 peut aussi être représentée par une 
fonction de la forme eR, e ayant, toutes circonstances égales d'ailleurs, 
une valeur moindre que pour le frottement de la premiére espéce. Au 
reste notre objet, dans cet article, n'est point d'exposer de nouvelles re- 
cherches sur la cause et la nature physique du frottement, mais de dé- 
duire les conséquences mathématiques des hypothèses communément ad- 
mises. Pour étudier ces consequences, il faut encore ici, et à plus forte 
raison, recourir à des considérations indirectes, telles que celles que nous 
avons employées dans le mémoire précédent: car les équations du N°. 1. 
sont rebelles à toute intégration, hormis dans un si petit nombre de cas, 
qu'on ne pourrait se borner à les considérer, sans courir le risque de 
trop particulariser la question. 

3. Examinons d'abord ce qui arrive à l’origine du mouvement, 
quand le corps, posé sur le plan fixe, est tiré de l'état de repos par l'ac- 
tion des forces continues X, Y, Z. Dans ce premier instant, les valeurs 
de p, 9, r sont nulles; celles de a, 5, c, a,, etc. sont censées connues; 
les équations (2., 3. et 5.) se réduisent à 


ASP = L/-E n(Re + foe, fc) — £(R5 4- f. b. tb), 


dt 


8. (Bo = M'-- (Ra + f, a, fa) — E(Be 4-f e the) 


dt 


En I i i Ned 
9. Fr HP) 23 (Qa—Eo) -- 7, E6—12) = 


EN 
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d d d dr 
EE (ne, —65) + 22(£a, — E06) + (Ed — 2) = 0, 
S 72 & A 
d^ B dp d d 
(Te + Gere Sb) + FC te Ee) + Eb. — 12) = 
Si le frottement détruit la vitesse du point (§, n, @), les neuf équa- 
tions (1., 8., 9. et 10.) détermineront les valeurs des neuf inconnues 


d'a a Body dp. dg dr 
1 Gr qe ae? ae? de? aed PJ fe 


relatives au premier instant du mouvement; et il faudra que ces valeurs 
satisfassent aux deux inégalités 

12. Ro, Sy ee 
Si au contraire le frottement est surmonté, les équations (10.) ne subsi- 
steront plus; on aura en leur place les équations (6. et 7.), dont la pre- . 
mière devient, au moyen de la valeur adoptée pour #*: 


fp qe 
A l'égard de la seconde, son second membre prend d ce cas la forme $ 
dB 


attendu que les quantités © b s Te Pr? s'évanouissent ; mais en diffé- 


t ? 
rentiant les numérateur et dénominateur de ce second membre par rap- 
port à #, et faisant: 


Erb) HERE) 4 FE) = T, 


ay 
in + Pine, — (02 + Ran Ec) + TEL n9) hl 
on à - | 
Sesion 
NR: 
d'où Y ; 
= ER I eRJ 
13: Á mer TV? m 1A 


~ VIF I)’ 

Tıe nombre des équations nécessaires pour la détermination de toutes les 
inconnues, se trouvera ainsi complété; et quand on en aura déduit leurs 
valeurs, il n'y aura plus qu'à vérifier l'inégalité R>>0. 

Avant d'aller plus loin, nous insisterons sur une remarque essen- 
tielle pour ce qui doit suivre, Admettons que le corps ne parte point 
de l'état de repos, mais qu'à l'origine du mouvement il subisse une per- 
cussion de. la part d'un corps étranger, ou qu'il vienne choquer le plan 
fixe avec une vitesse connue: l'effet de cette impulsion ou de ce choc se 
produira dans un intervalle de temps ir?npréciable, durant lequel on 
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pourra négliger l’action des forces continues analogues à la pesanteur. 
Cet effet équivaudra à celui d’un certain système de forces, dont on peut 
assigner la résultante et le couple résultant, et qui agiraient sur le corps, 
aussi dans un intervalle de temps inappréciablé: pour la commodité du 
langage, nous les désignerons sous le nom de forces instantanées. 
Désignons aussi par X,, Y,, Z,, les projections de la résultante de ces 
forces, parallèlement aux axes des x, y, z; et par L/, M{, IV’, les som- 
mes de leurs moments relativement aux axes des x‘, y‘, z'. Les va- 
leurs initiales des quantités | 
T T 

ne seront plus nulles; et il faudra assigner ces valeurs pour déterminer 
celles des constantes arbitraires. qui entreraient dans les équations! du 
mouvement, aprés la premiére intégration. ' Pour cela il faut tenir compte 
de la résistance que le plan offre au point (£, 7, C) dans le sens des z 
. positives, résistance qui est la somme des pressions exercées pendant la 
durée inappréciable de l'action des forces instantanées: cette somme de 
pressions sera ce que l'on appéle d'ordinaire une percussion, et nous 
la désignerons par P. De méme le frottement total, correspondant à la 
percussion P, sera la somme des frottements qui correspondent à cha- 
cune des pressions dont P se compose. Nous représenterons par # sa 
valeur numérique, par F\, F,, ses projections sur les axes des x, y; par 
H la valeur de F, quand le point (£, s, €) surmonte la résistance que 
le frottement lui oppose; et enfin nous admettrons que £7 est de la forme 
eP, ce qui résulte, si non d'expériences précises, au moins de l'analogie. 

Cela posé, en vertu des principes connus de dynamique, les ya- 
leurs initiales des quantités 

" 14. ze, ed 27; P hrs PLB, Fo 

seront données par les équations suivantes: 

15. MIX HF, MÉET+E, M £t eZ, p 


Ap = Li 4 s(Pe EF, c, 4+ Fc) — ¢(Pb+ Pb + Fb), 


16. (Bg M. + &(Pa+ Fio, + Fa) — E(Pe+F,c, + Fc), 
\Cr = IN! 4+E(PO+K,),+F,b, — «(Pa q- F, a, ary 


17. a + p(ne—£5) +9(Ga—Ec) + r(E6 —12) = 


Li 
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auxquelles il faudra joindre, quand le frottement détruit la vitesse du 
point de contact: - 


le + pue — b) + 9(Ca,—Eo) +r Eb,—n2,) = 0, 
P+ pere — 02 + 1G, Eo) + rE ne) = 0; 


ce qui comportera les inégalités 

19, P>0, FHF<eP, 
Si au contraire le point (£, s, €) prend une vitesse parallèle au plan 
fixe, on aura, en conservant aux lettres J, J, la signification qui leur a 
été attribuée précédemment: 


18. 


e PI ohh ePJ 
20. F, = VER)’ F, Sc TO VU 


Maintenant il est visible que les formules (15.— 20.) se change- 


ront dans celles (1., 8. — 13.), si l'on écrit 
X, Y,Z2; Li M, NG B, fis Sas 


X, Yo, Zos Li, M, SG PF, Ky 
et qu'on substitue les inconnues (11.) aux inconnues (14). Ainsi, l'ors- 
qu’on se borne à considérer les circonstances du premier instant du mou- 
vement, la question est absolument la même, soit que les forces qui 
tirent le corps du repos, lui communiquent dans ce premier instant une 
vitesse finie ou infiniment petite. Ce point au reste semble assez évi- 
dent, pour que nous n'ayons pas cru devoir y insister dans le précédent 
mémoire; mais en raison des difficultés que peut amener la considération 
du frottement, il n'était pas inutile d'y revenir ici avec plus de détails. 


au lieu de 


4. Reprenons l'hypothèse où le corps est tiré du repos par des 
forces continues. Si le frottement détruit la vitesse du point de contact, . 
la résolution des neuf équations (1., 8., 9. et 10.) ne saurait offrir d'em- 
barras, puisqu'l ne s'agira que d'éliminer entre des équations linéaires; 
mais dans le cas contraire, les équations (10.) étant remplacées par cel- 
les (13.), et les inconnues du probléme, qui entrent dans Z', J‘, se trou- 
vant enveloppées d'un radical carré placé en dénominateur, on voit que 
lélimination conduirait en général à des équations finales de degrés éle- 
vés, et susceptibles de plusieurs racines réelles, Cependant on conçoit 
que la question, de sa nature, ne peut comporter qu'une solution et qu'un 
seul systeme de valeurs pour chacune des inconnues. Il faut donc que 
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les équations finales n'aient qu'une seule racine réelle, ou, si elles en ont 
plusieurs, que toute soient exclues, hormis une, par des conditions d'in- 
égalité telles que celle R>0: c'est ce que nous aurons lieu de vérifier 
dans la suite, 

Les formules se simplifieraient beaucoup, si lon connaissait a 
priori la direction du mouvement que doit prendre le point (Ë, 1, €); 
car en menant suivant cette direction laxe des x dont la position sur 
le plan fixe est arbitraire, J’ s'évanouirait ainsi que fj; f, se réduirait à 

enr 
v (1?) 
ou à +eR, selon que J’ serait positif ou négatif, à cause que le radical 
doit toujours être pris positivement. Toutes les équations redeviendraient 
linéaires, mais il en résulterait une ambiguité dans la valeur de f,: car 
il faut bien remarquer que la valeur et le signe de f, dépendent de la 
valeur de À et du signe de J‘, qui peuvent varier à leur tour, selon qu'on 
a substitué pour f,, dans les équations (1., 8., 9), la valeur —eR ou 
celle +eR. | 4 

Généralement on observe en analyse que lorsqu'un terme algébrique, 
affecté d’un signe radical, devient pour certaines valeurs particulières un 
carré parfait, il en résulte une discontinuité dans l'expression des fonctions 
qui en dépendent. C'est ainsi que les formules pour l'attraction des sph& 
roides, quand elles peuvent s'obtenir en termes finis, changent brusque- 
ment de forme, dans le passage des points intérieurs aux points extérieurs. 
C'est encore ainsi que, dans le mouvement d'un point matériel pesant, 
la direction de la vitesse varie d'une manière continue, si le point dé- 
crit une parabole, tandis qu'elle varie brusquement, quand le point, aprés 
s'être élevé en ligne droite, retombe verticalement en sens contraire; ce 
qui est dû à une circonstance semblable à celle qui nous occupe ici. 


Désignons par J, 1°, les deux valeurs que prend J’, selon qu'on 
substitue pour f; la valeur —¢R ou celle +¢R, et par R,, R,, les va- 
leurs correspondantes de A, il faudra que les deux. systèmes d'inégalités 

oy. Jh 220, 1,20, 
|| Uh, «o, 
ne soient pas simultanément satisfaits; car autrement il s'en suivrait qu'on 
n'aurait aucune ‘raison de décider si le point (£, 4, €) se meut dans le 
sens des x positives ou deni celui des x négatives, ce qui serait absurde. 
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Par la méme raison, sil a été reconnu que le point ne peut, ni se dé- 
tacher du plan fixe, ni être rendu immobile par la résistance du frottement, 
il faudra que l'un des deux systémes (21.) soit nécessairement vérifié. 

Quand on considére d'autres instants du mouvement, ou lorsquà 
lorigine de ce mouvement le corps a déjà pris une vitesse finie par l'ac- 
tion de forces instantanées, les mémes difficultés ne se présentent plus: 
car alors les valeurs de f,, / sont données par les équations 

UL eRI pe sRJ 

1 7 V (P+ PR)? 2 «Y 3-33)? 
dans les quelles Z, J sont des nombres, censés connus pour l'instant que 
l'on considére, On n'a plus qu'à éliminer entre des équations linéaires; 
et si l'un de ces nombres, J par exemple, devient nul, le signe connu 
de Z détermine immédiatement celui qu'il faut donner à f;. On voit 
done qu'il existe une différence essentielle entre les formules relatives au 
premier instant. du mouvement, et celles qui se rapportent aux instants 
subséquents. 

5. Il existe un cas ou l'on E être certain a priori que le 
mouvement du point de contact aura lieu constamment en ligne droite, 
et où par conséquant l'on peut choisir la direction de l'axe des x, de ma- 
nière à ce que: la composante f, du frottement soit constamment nulle. 
C'est celui où le plan des x'z' est perpendiculaire au plan xy, et com- 
prend le point de contact aussi bien que la résultante des forces qui sol- 
licitent le corps. Il est clair quil n'y aurait aucune raison pour que le 
point de contact sortit de la ligne droite qui fait l'intersection des deux 
plans x'z' et xy, et c'est d'ailleurs ce que le calcul montre. En effet, 
faisant alors coincider le plan des xz avec celui des x’z‘, on aura d’après 
les hypothéses admises: 

29; Og Ye eM Se hiss bye mc, ul, 
ce qui réduira les équations (1. is i 9.) à 


MTE=XH+f, M a Pf, M — =Z+R; 
AP= gg, Lure E = M+ Fo f) — Ede f 


d 
T + e 1( a— Ec) — 0. 


On aura 


Jia Far = A54 SS) 


1 
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il serait done impossible que f, fut de signe contraire à J’, et par con- 


séquent ceci entraine 


d? 8 dp. at 
lui lue cs dé TU 


Le signe de f, se déléfiminera d'aprés ce qui a été dit précédemment. 

Les mémes conséquences pouvant se déduire de proche en proche 
pour tous les instants du mouvement, il en faut conclure que p et r de. 
meureraient constamment nuls, ensorte que les équations à intégrer se 
réduiraient dans ce cas à 


MES = X+fs, MT = Z+4R; 


pM = m4 eet fa) ER tha) + 9(Ga—Ec) — 0; 


dans lesquelles on aurait, d’aprés les formules connues: 
il, e=— sind, e— cos), a, — — cost, c, — sin6, 
§ désignant l'angle des deux plans xy, x'y'. Il faudrait en outre y faire 
f,=+EeR, selon que 1’, 
2 
Tet nio) 
serait, dans le premier instant du mouvement, une quantité positive ou 
négative. Ainsi dans ce cas, avant d'intégrer les formules du mouve- 
ment, il faudrait déterminer le signe de la vitesse du point de contact 
au premier instant. Quelquefois ce signe sera évident sans calcul; mais 
_ plus généralement on devra construire les deux systèmes dice (215, 
et reconnaitre lequel est vérifié. 

6. Lorsque, dans un instant quelconque du mouvement, la vi- 
tesse du point de contact deviendra nulle, il faudra, selon l'observa- 
tion déjà faite par Mr. Poisson *), examiner si, à partir de cet in- 
stant, une partie du frottement eR ne suffit pas pour maintenir nulle 
la vitesse du point; et, si cela est, employer les équations (5.) pro- 
pres à ce cas. Autrement, et quand le point (&, 1, €) doit continuer & 
se mouvoir, l'intensité et la direction de la vitesse se détermineront par 
des formules analogues à celles qui se rapportent au premier instant du 


*) Voyez un Mémoire intitulé: Formules relatives aux effets du tir d'un canon sur les diffe- 
rentes parties de son a[fát, imprimé à Paris en 1826, ct une note du méme Géométre, sur le 
rit des corps qui tournent, insérée dans le Bulletin des sciences mathématiques, etc. T. IV. 


. 93. 
30* 
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mouvement, et sujettes aux mêmes observations. Dans le cas où le mou- 
vement du point de contact a lieu constamment suivant la méme droite, 
il pourra se faire que la vitesse change de signe, aprés avoir été nulle. 

Enfin il peut arriver que la vitesse du point de contact, quand 
une fois elle est nulle, demeure nulle en suite sans qu'il y ait frotte- 
ment; et dans ce cas il faudra que les valeurs de f,, f,, résultant des 
équations (5.), s'évanouissent. Cette circonstance se présente dans l'exemple 
traité par Mr. Poisson (Bulletin des sc. math. T. VI. p. 165.), où il s'agit 
d'une sphére homogéne, pesante, qui roule sur un plan horizontal, en 
vertu d'une impulsion dirigée dans un plan vertical mené par le centre 
de gravité, abstraction faite d'ailleurs de la résistance de l'air. A partir 
de linstant où la vitesse du point de contact se trouve nulle, les deux : 
mouvements de translation et de rotation deviennent uniformes et diri- 
gés en sens contraires, en sorte que la vitesse du point de contact reste 
nulle d'elle- méme et sans l'action du frottement. Le savant auteur ob- 
serve à cette occasion: ,,Que le frottement qui suffit pour ramener au 
repos les corps qui glissent sans tourner, ne fait donc que réduire à l'u- 
niformité les mouvements de ceux qui tournent en glissant” Mais il est 
clair que cette remarque ne peut s'appliquer dans les mêmes termes, 
qu'aux cas trés particuliers, où s'évanouissent les valeurs de f,, f;, dan- 
nées par les formules générales. ' 

Nous ferons encore observer qu'il serait beaucoup plus commode 
pour le calcul, de supposer le frottement proportionnel à la vitesse du 
point de contact. Alors les valeurs de f, f, seraient de la forme — eZ, 
—eJ; toutes les équations redeviendraient linéaires, et quand J s'éva- 
nouirait, il n'y aurait pas d'ambiguité de signe dans la valeur de f,. 
A la vérité, si le corps partait de l'état de repos, le frottement se trou- 
verait nul dans le premier instant du mouvement, supposition qu'il sem- 
ble peu naturel d'admettre. Pour échapper à cette conséquence, on pour- 
rait supposer que f,, f, deviennent alors égaux à — e7', — eJ'. Lhy- 
pothése de la proportionnalité du frottement à la vitesse s'est présentée 
d'elle-même aux Géomètres qui se sont occupés les premiers d'intro- 
duire dans le calcul la considération du frottement. L'expérience montre 
qu'elles n'est pas admissible, quand il s'agit du frottement de la premiére 
espéce; mais il pourrait se faire qu'elle ne s'éloignát pas autant de la 
réalité physique, pour le frottement de la seconde espéce. 
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7. Reprenons plus specialement le cas où le corps est tiré du re- 
pos par l'action de forces instantanées, et pour simplifier, supprimons les 
indices qui affectent les lettres X^, Li, etc. Par la méme raison faisons 


da —— / dr / dy 
di mae amm qp 


23. n. —(b —^, Ca—Ec=p, Eb—na=vy; 
| fc, —Cb,=A),, .... 10,—Cb, — X, etc. 
les équations (15. — 18.) prendront la forme: 
24, M!=X+F, MP'=Y+F,, My =Z+P; 
Ap + Li + PrA+ FA, + FN, 
Bo =M+Pe+lu the, 
Cr=M+Py + hy, MES 
26. ytprAa+tguetry 0, 
RL Et A — 0, 
P+rRn tra tr, = 0. 
I] est bien entendu, d’après tout ce qui précède, que les mêmes équations 
sont propres à déterminer les circonstances du premier instant du mou- 
vement, quand le corps est tiré du repos par des forces Mes pourvu 
que X, Y, etc. représentent des forces de cette nature; «/, 2’, y" les va- 


d? d? d? 
leurs initiales de a dé dy, 


DH 


et pourvu enfin qu'on remplace p, 7, r, 


ae’ de? 
a d d dr 
FP 2, Patsy ae dí! "n TERRE: 


Ainsl, bu le cas où le frottement détruit la vitesse du point de 
contact, en pp, entre les neuf équations précédentes, et faisant 
pour Vs: 


-ut2 CHÈRE Se DH ee 


1*5 77 PUE pu Vy 
Toi = art CG? RC Br. 5 


C , etc. 
Z, LA N'v RUE LIA Y 
pao +4, Det etes, Der 


ee SAN le neh non, 2 id ds 
il pep. 
P= 


1 (U (S, $,— — 77.) +7 NU Ts — 8S, U;) + To (UT, — 18, 0,)}, 
(U,(99,—175,) + 7,10, To — 5, U) + 7,,(7 75. — S UJ, 
IU (88,54 19) E T: DUIS 4088. D] + TOT EY 


^j 
on ae 


- 
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Si les nombres 7,,, Tiii Er venaient à s'évanouir, les valeurs 
de P, F,, F, se réduiraient simplement à 
| UV, U, 
aro. EK Nm; S,? 
et elles seraient respectivement de signes contraires à UY, U,, Ü,, attendu 
que i$, 5,, S, sont des quantités positives de leur nature. 

Lorsque la vitesse du point de contact n'est pas détruite, les deux 

équations (27.) ne subsistent plus, et l'on a en leur place; . 
£g 
RER UP RI NAE tae 
mais la détermination des valeurs générales de P, F,, F, entrainerait 
un calcul pénible, en raison du degré auquel monteraient les équations 
finales. 

8. Eclaircissons d'abord la question par quelques exemples fort 
simples; et pour considérer en premier lieu le plus simple de tous, ad- 
mettons que le corps soit une sphére homogéne, d'un rayon égal à e. La 
direction des axes principaux devenant arbitraire, on pourra supposer 
qu'ils sont parallèles à l'origine du mouvement à ceux des x, y, z, et 
que celui des z’ en particulier coincide avec l'axe des z. La condition: 
du parallélisme donne en général: 


Omamb=b, —0( 0,0, l=c=a=b, 
et par suite 
28. ı=n, L=—#, v=0; A,—0, HG V, — 1 A= — & KO, ym E. 


On a de plus, pour le cas particulier de la sphére: 
29, £20, n—0, Ê——e,; A—B=0C; 
au moyen de quoi les équations (25., 26. et 27.) deviennent: 
30. Ap=L'+er,, Ag=M—er,, Ar=N'; 
Y=0; a'—9pg20, L'+ep—=0. 
Attendu que y’ s'évanouit, la troisième équation (24.) donne P= —Z: 
cette valeur de P est la même, que la résistance du frottement soit suür-- 
montée ou non. Pour que la sphére ne se détache pas du plan, il faut 
qu'on ait Z «c O0. 
Quand la vitesse du point de contact est anéantie par le frotte- 
ment, l'élimination entre les équations (24. et 30.) donne, en substituant 
pour M, 4, leurs valeurs connues en fonction de e: 
VL $ / 
ig a gee 


E * n 
d » 


| : FA { ' 
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Il faut' qu'on ait à PLP CEP, 
st 31. (5M—206X)+(5L/+90Y} — 49e eZ. | 

Si la vitesse du point de contact n'est pas détruite, les deux der- 
niéres équations (30.) n'auront plus lieu; elles seront remplacées par 

2 2 F, I 
32. += EP eg oL = zur 

En substituant dans cette derniére équation ‘a valeurs de a’, P', p, 9 
tirées des équations (24. et 30.), il vient 

u MASS Pa ES 
ANTE C end E pera 
Wm 4 L/ 1 E d 

aptent rt) 


d’où l'on déduit immédiatement par la théorie des proportions: 


X em 
dao As _ 20X —57W , 
$735 io BIS Yel. 26Y F5L'" 


(b vous maintenant que A (33.) étant la méme que la 
seconde équation (32.), les numérateur et dénominateur de son second 
membre expriment les composantes, suivant les axes des x et des y, de 
la vitesse prise par le point de contact. Dés lors, d'après la manière 
dont agit le frottement, il faut que F,, F, soient respectivement de signes 
contraires aux numérateur et dénominateur de ce second membre, ce qui 
suppose 1°: que F\, F, n dope tan de signes contraires à 


ds AM 
coii i PANELES EL 
2° que F, F, sont nee Send pus petits que 
X em eL/ 


ou que - 
20 X —51' 20Y 451, 


. og ae id 76 
En vertu tes équations (32. ot 34), et au moyen de ce que Z doit être 
une quantité négative, on satisfait à la première condition, en prenant 
F, jte erm s EA ar: 
= Vigex—5M 4 QeYTT 5L 
"uoo 23-23. PORT 
2 Y[Qex—5a7y T error) 
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La seconde condition se trouve alors satisfaite d'elle mêmes En effet, 
si elle ne l'était pas, et qu'on eüt par exemple: 

1 242 M 
EODD ina pm » 
| WPF — (26X—52Mf'f, 
P, se trouverait de méme signe que le numérateur du second membre 
de l'équation (33); il faudrait donc, pour que cette équation pit subsi- 
ster, que F, fit aussi de méme signe que le dénominateur de ce second 
membre, et par suite que l'on eût 

WEP > G@oT+SLE 60 
Ajoutant ces deux dernières inégalités, et substituant pour #°<+Æ sa 
valeur &?Z?, i) viendrait | | 
4922? Z* > (20.X — 5^ 4- (20 Y -5 L5; 
mais puisque, par hypothèse, la vitesse du point de contact n'est pas dé- 
truite, cette inégalité, qui est la méme que celle (31.) ne saurait être 
vérifiée. N 
Si maintenant nous comparons les équations (32. et 34), nous en 


tirerons p OB Dont : 
Pre qur 
M.*5 ou 


ou 


et comme le premier membre de cette dernière équation est ia même 
chose que le second membre de l'équation (33.), il résultera de l'analyse 
- précédente, que les numérateurs et dénominateurs des deux membres de 
l'équation (35.) seront respectivement de mémes signes. 

Or, dans le cas où l'on supposerait que la sphère vient choquer le 
plan fixe avec une vitesse connue, il faudrait, pour avoir les éléments 
de son mouvement aprés le choc, remplacer dans les formules qui pré- 
cédent, X, Y, L', M', par Mai, MG‘, Ap,, 49; a! désignant la valeur 
de a’ immédiatement avant le choc, et ainsi de suite. ere (35.) 
donnerait donc 

ER rq | re État 
Prep É, + epo’ 


on en devroit conclure ,,que la vitesse du point de contact, décomposée 
parallèlement au plan fixe, serait dirigée Pyivant la méme droite, 
et dans le méme sens, avant et aprés le choc:' ? propriété remarqua- 
ble et particuliére à la sphère. da 


. 
"2 
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En admettant, ce qui est le cas déjà traité par Mr. Poisson 
(Bulletin, T. VI. p. 172), que Y, L', et par suite F, s'évanouissent, on 
a, quand la vitesse du point de contact est détrnite, à la place de lin- 
' égalité (31.), celle: 
36. (IP 943)  — Tg, 
le signe st. étant choisi de manière à rendre le premier membre positif, 
et le second l'étant toujours, à cause de Z «0. Si cette inézalité n'est 
pas satisfaite et que le frottement soit surmonté, on aura "= --sZ, 
selon que 

a — eg Z0, 
Mais dans la première supposition . 


A X om 
«gap ipte) gu eX — 5M Teed), 
A dans la seconde au SR 


a —eg = qs (20.X —5 M'— 7 08 Z). 


Il] faut que les deux inégalités 
dy. nh e Tee Z >> 0, 

20X —50M'— 7esZ «0, 
ne puissent pas être satisfaites simultanément, et que l'une d'elles le soit 
toujours. Or supposons, pour fixer les idées: 5 

2eX—5M'>o, 
l'inégalité (36.) pourra s'écrire 

20X —5M+TeeZ — 0, 

et puisqu'elle n'est pas vérifiée, la première inégalité (37.) le sera néces. 
sairement; tandis que la seconde ne saurait l'être) puisque son premier 
membre est la somme de deux nombres positifs: 2 0.X — 5 M'et —7geZ. 
L'inverse aurait eu lieu, si l'on ayait supposé 20.X— 5 M’'< 0. 


9. Si la sphère venait choquer le plan fixe, et qu'elle füt douée 
d'élasticité, ainsi que cela arrive toujours dans la nature, la percussion 
au point de contact, au lieu d'être égale à — Z, ou à — My (y! dé- 
signant la valeur de y’ immédiatement avant le choc), prendrait pour 
valeur —(1-+w) My, en indiquant par c le coéficient de l'élasticité, 
qui deviendrait égal à 1, si l'élasticité était parfaite. Il semble naturel 
d'admettre, avec Mr. Poisson, que le frottement total 7 est toujours 
proportionnel dans ce cas à la percussion ou à la somme des pressions, 
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et de la forme eP. En partant de ce principe, qu'il serait bon toutefois 
de voir vérifier par l'expérience, la condition qui doit subsister pour que 
la vitesse du point de contact s'évanouisse aprés le choc, sera, au lieu 
de l'inégalité (31.): : 

(59, —20 0, + (5 p, 2e D « 4988 ty. 
On aura d'ailleurs, d'aprés ce qu'on a vu dans le N*. précédent: 

We 944 qo —20 Mo, p EL 94 po 3-20 M B; , 

1 ; 7 ? 2 7 ? 
et si l'on fait la substitution des valeurs de /,, F,, P dans les équations 
(24.) qui deviennent 1ci 
38. Ma! = Ma, TE, ML'= MER. +F,, My = My. P, 
puis qu'on remplace M et 4 par leurs valeurs en fonction de e, il vien- 
dra, toutes réductions faites: 
a == 7 (Sa + 209); Q'—s:(58,—2e0p), Y—=—0Y. 


Désignant par « l'angle de réflexion du centre de la sphère, on aura 


tango = 


End cooler ae DER IE Ne Riera XLI OS 
VERT) VI6%-f209)° + (955,—28po)*] 

Au contraire, quand la vitesse du point de contact ne s'évanouit 
pas, on a, d’après ce qui a été dit précédemment: 


FF cm S rca -- oy My", M elo i 


PUE Eie da ee epa 
ce qui, joint aux équations (38), donne: 
Pa HEURE MU 2 ito) CA eg. 
H Y [(e,—4 qo)? F(R He p9)*1? 
p'— g' das AOAC Se heats ot On rine Po 


| 7 VIe - red: 6 qe) F(A 4-6 po)^1 ^ 
Dans le cas particulier où Ci, Po, et par suite (2^ et 7, sont nuls, on en 
déduit: | 
/ 
a ct awe A am e zm y 

en sorte que l'angle de réflexion est alors indépendant de la vitesse de 
rotation de la sphére, comine Mr. Poisson en a fait la remarque dans 
le mémoire cité (p. 175.); mais ce résultat ne subsiste pas pour les va- 
leurs générales de a‘, O', telles que nous venons de les écrire. 


10. L'analyse du N°.8. sapplique non seulement à la sphère, 
mais à tout corps de révolution homogène, dont laxe de révolution est 
perpendiculaire au plan fixe. Considérons maintenant un ellipsoide, dont 
Yun des axes principaux, celui des =’, coincide encore avec l'axe des z, 
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ensorte qu'on puisse prendre les x, y, respectivement parallèles aux x’, 
y’. En désignant par 2e la valeur numérique de l'axe des z/, les équa- 
tions (28.) et les trois premières (29,) subsisteront toujours; on en dé. 
duira de méme y'— 0, P— — Z, et Z «0, condition pour que l'ellip- 
soide ne soit pas soulevé, et qui doit avoir lieu, soit que la vitesse du 
point de contact s'évanouisse ou non. 
Dans le premier de ces deux cas, on aura 
39. Ap=L'+el,, Bg=M'—el,, Cr=N; 
a —gg =0, Pi-+ep= 0; 


et ces équations, jointes a celles (24.), donneront: 


p. KeM—X y. | KeLHY 
; BETTER, 1-- Ke? 


expressions dans les quelles on a fait, pour simplifier: 


M OC OIL sith 
Home Aine ey 


Il faudra de plus que l'inégalité 


K'eM—X Ke LUNA, 5, 
=D. qus 1-J-X'e? =) "S fie 1+ Ke ) <eZ 
se trouve vérifiée. 


Si elle ne l'est pas, et que le e vini soit surmonté, on aura, 
au lieu des deux derniéres équations (39.), celles (32.), dont la seconde 
devient, par la substitution des valeurs de «', 2’, p, 9: | 

F, X—K/eM/4(14+ Ke?) F, 
F, — Y-rKeL-r(ü--Ke?)F, 
Posons, pour un instant: 
Foca a, NW EA E X—K'eM'— m, 1+K'e?=n, 
Y--KoL'zsm', 14+Ke =n’, 
on aura, pour déterminer x, et y,, les deux équations: 
x am nw 
41. x, dry, ME P", nA ser LL. 
Le lieu de là premiére est un cercle, ayant son centre à l'origine des 
coordonnées rectangulaires x,, y,; la seconde peut s'écrire: 
49. (n'—n)x,y, + m'x,—my, = 0, 
et sous cette forme elle est évidemment celle d'une hyperbole équilatére, 
ayant ses asymptotes paralléles aux axes des coordonnées, et passant par 
Yorigine. Le centre de cette hyperbole a pour coordonnées parallèles 


aux axes des x,, y,: 


í 
* [4 
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x, et y, sont les lignes représentées (Tab. lil. Fig. 1.) par ÓP et PC; 
leurs signes dépendront de ceux des quantités 77, m’, n'— nm. Pour fixer 
les idées, on peut supposer que le point € tombe dans l'angle Y,OX,, ou 
que les coordonnées x,,, y,, sont lune et l’autre positives: les raisonne- 
ments seraient les mémes dans tout autre supposition. 

Maintenant il est clair 1° que le cercle (41.) et l'hyperbole (42) 
ont en général quatre points d'intersection, désignés sur la figure par JV, 
IV', IY", N“; 2° que, puisque la branche NON! passe par l'origine O, il 
y a au moins deux points d'intersection JV, JV’, situés, l'un, dans l'angle: 
F,OX,, l'autre dans l'angle X,OY,,; 3° que les deux autres points d'in- 
tersection, s'ils existent, sont situés dans le même angle Y,OX, qui com- 
prend le centre C de l'hyperbole. On concoit done la possibilité que ®,, 
y,, ou F,, F,, admettent quatre systèmes différents de valeurs reélles. 

Mais en remontant à la seconde équation (41.), il faut observer 
que, par la nature de la question, x, et y, doivent être respectivement de 
signes contraires à m --nx, et 7n'--n'y,; ce qui suppose: 1° que x, et 
Y, ‘sont respectivement de signes contraires à 77, m'; 2? que nx,, n'y, 
sont numériquement inférieurs à m, m’, PE que 


43. > user 


La première condition suffit, d'après nee de la figure, pour montrer 
que les points JV’, VV’; iV’ donnent des solutions étrangères à la question; 
il faut prouver qu'à l'égard du point /Y, la seconde condition, exprimée 
par inégalités (43.), est aussi satisfaite. Or si l'on avait, par exemple: 
2 
ar LÉ 
m se trouvant de signe contraire a nx,, et numériquement plus petit, 
tandis que 7‘ est déjà de signe contraire à ‘y, , il résulterait de la se- 
conde équation (41.) que m’ serait aussi numériquement plus petit que 


_n'y,., On aurait donc 


m’? 2 
ni? vt X, 2 
et en conséquence 
pers nn n? Laity h? ? 


ce qui serait Ja méme chee que l'inégalité (40.) qui, par hypothèse, n’est 
pas vérifiée. Donc en définitive, il y a toujours un système de valeurs 
pour F,, F,, et il n'y en a qu'un seul qui satisfasse à la question. 


- 
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11. Occupons nous maintenant de traiter d'une manière générale 
le cas où l'une des composantes du frottement, J,, s'évanouit, en vertu 
des conditions (22), expliquées au N’. 5. On aura d’abord 

Q — A m ym AL, 
les équations (24. — 27.) se réduiront à 
44. Ma'zX-£E, My =Z+P; B=M' + Pet Ky 
Ytye=0, e'd- 29 79; 
et si l'on fait a 
—AK', S=1ı+Kw, Ss=1+K, TE, 

U=Z+K uM, OC, = XK pM, 
on en tirera pour valeurs de P,F,, dans le cas où la vitesse du point 
de contact est détruite: 

; N RUN AS PLAGE A 
NUES “SS ie Tea? Lahn SS pT on 


N 


DE 


Il est trés essentiel d'observer que 
45. SS,— 7° = 1 + Kw? +p), 

en sorte que le dénominateur de ces valeurs de P, F, est essentielle- 

ment positif. ! 

D'après ce qu'on a vu dans le précédent mémoire (N°. 8), il faut 
que la quantité Z/ soit négative, sans quoi le point (£, C) se détacherait 
du plan fixe. © exprime la vitesse que prendrait le point (£, C) par 
l'action des forces X, F, Z, s'il n'y avait en ce point ni percussion ni 
frottement; ou bien, en supposant que le corps vienne choquer le plan 
fixe, U exprime la vitesse du point (=, @), immédiatement avant le;choc. 
Or on a vu dans le mémoire qui précède, que lorsqu'on faisait abstrac- 
tion du frottement, la condition Z/ — 0 entrainait celle P7 0, et vice 
versa: mais ici il n'en est plus de même, et comme P doit toujours 
être une quantité positive, il faut poser, indépendamment de la condition 


U <0, celle 
UT SU Oo. 


Il faut en outre que le frottement Z^, soit numériquement inférieur à e P, d'où 
+ UÜT—SU)<e:d,T—S,U), 
le signe + étant choisi de manière à rendre le premier membre de l'in- 
égalité positif. | 
Quand la résistance du frottement est surmontée, la derniére équa- 
tion (44.) est remplacée par ,= +eP, selon que 
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e! + qu ZO 
Or la supposition F, = —eP donne: 
U dun SU -UT—#(U,T—S,U), 
p LES RP QU ee 


et celle 7, —sP, donne par la méme raison: 
us U ; _ §U,—UT+#(U,T—S, U). 
Diss zog pi Mt n Mx Erie irre BA 
Ainsi, P devant toujours rester positif, les systèmes d'inégalités propres 
à chacune de ces deux hypothèses, seront: 


U SU,— 1 JT—e(U, T—S, U) 
ST Se PONS À CET D t mnc) eem ec 
SU, — UT 4- £(U, T—S, U) 
— gis S+ET. —— fe 


Mais puisque Z/ est négatif, sans quoi le corps se détacherait du plan, 
on peut remplacer la première et la troisième de ces inégalités par 

S —2:77»0, Ste7T>0 
et dés lors la seconde et la quatriéme peuvent s'écrire, en supprimant 
les dénominateurs positifs 


SU, DT AD PISS oe 
SU, — UT + «(U,T—S,U) <0. 


12. Le cas où l'on a Z7 0, et où le point (£, €) se détache du 
plan sans percussion ni frottement, exclut évidemment tous les autres, 


En le mettant à part, il faut prouver que les systèmes d’inegalites, re- 


latifs aux trois autres hypothéses, sont de telle sorte que l'un d'entre eux 
est nécessairement vérifié, quel que soit le nombre empirique e, et que la 
vérification d'un seul entraine l'exclusion de tous les autres. Pour plus 
de clarté, grouppons ensemble ces divers systémes, on aura: 

1°. Si le frottement détruit la vitesse du point de contact, 

(A) (a) O,T—S,U>0, 
ee + UT—SU)<:( U, T—S,U), 

le double signe ayant pour objet de rendre le premier membre de la 
dernière inégalité toujours positif. 

2°. Si le frottement ne détruit pas la vitesse du point de contact, 
et que ce point se meuve dans le sens des x positives: 
(B) o S—:7T 0, 

(0) SU, — UT-—:(U,T—$,U)7 o. 
3°. Si le point de contact se meut dans le sens de x négatives: 


i 
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(B,) (b) SteT>0, 

"Uo du) SU,—UT 4- «(U,T—5,U) <0. 
D'abord les systèmes (4) et (B) sont incompatibles; car si S7, — L7 7 0, 
l'inégalité (0^) est l'opposée de (2^); et si au contraire SU TO, 
au moyen de ce que l'inégalité (2) serait satisfaite, le premier membre 
de celle (2^) serait formé par l'addition de deux termes négatifs, en sorte 
que cette dernière inégalité ne pourrait être vérifiée. Par une raison ab- 
solument semblable, les systèmes (.4) et (B;) ne peuvent subsister si- 
multanément, Enfin on prouvera quil en est de méme à légard des 
systémes (B) et (B,); car des inégalités (5^), (b°) on tire: 

(8—:T)U, > (T—:8)U, (Spe T)U, — (T4-68) D 

or, puisque (2) et (5,) seraient vérifiées par hypothèse, on peut diviser 
les inégalités précédentes par les facteurs positifs i$ — 7, S-+eT, ce 
qui donne T ; T--:S,)U | 
U > U,« CEST, 


(T+ES,)U _ (T—eS)U 
SET SET ^? 
ou en faisant disparaître les dénominateurs positifs, et réduisant: 
9. e U (8,8, — 1?) > 0. 
Mais U est négatif, donc on devrait avoir $/9, — I? «70, ce qui est ab- 
surde d’après l'équation (45.). n 


et par suite 


ll reste à prouver que l'un des trois systèmes (4), (B), (B,) est 
nécessairement vérifié. Or, pour que cette proposition ne fût pas vraie, 
il faudrait qu'en assignant de certaines valeurs aux quantités e, U, U,, 
etc., l'une au moins des deux inégalités qui entrent dans chaque système, 
ne fit pas satisfaite. Formons donc toutes les combinaisons 3 à 3 qui 
peuvent avoir lieu, en prenant une inégalité dans chacun des systèmes, 
et indiquons les par la notation suivante: 

[e, 6, B,], [e', 2, ], [a, 5^, di], Te’, 5, LT, 

[e, b, bi], [e, 5^, à], [e^ 5, b]. Le‘, 6°, 8,1; 
en sorte, par exemple, que le symbole [a, 5, b,] désigne la combinaison 
des trois inégalités (a), (5), (5), dont aucune ne serait satisfaite, afin 
que par suite aucun des trois systèmes (4), (B), (B,) ne pat avoir lieu. 


1° et 2^. Il est clair d'abord que les deux combinaisons [a, 5, 5], 
je‘, b, b,] sont superflues à considérer; car selon que l'on aZ > ou <0» 
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l'une des deux inégalités (5), (5,) est nécessairement satisfaite, à cause 
que S et S, sont des quantités positives de leur nature. 

3% La combinaison [a, 5’, b'] est impossible; car, des deux in- 
égalités : 

SU,—UT-—s(U,T—S,U)«o, SU, — UT +. U, T—S,U)>0, 
on tire, en éliminant 8, --DT: 
TU T — i9; t. 505 
et par conséquent si les deux inégalités (5^), (7) ne sont pas satisfai- 
tes, celle (a) l'est nécessairement. 

4. La combinaison [a’, 5‘, b‘] répugne encore évidemment; car, 
selon que SU,— UT 7 ou «C0, l'inégalité (2^) sera directement l'op- 
posée de (5^) ou (b'); et dès lors, si lune n'est pas vérifiée, l’autre 
doit l'être. 

5° et 6°. La combinaison [a, 5, b°] suppose que l'on ait: 

U,T—S$,U-« 0, S—sT-—0, SU,—UT+:(U,T—S,U)>0. 

En vertu de la seconde de ces inégalités, T est positif; la pres 

miére ef la troisième donnent alors: 


S,U TALES.) UF 
oe he ; 
d'ou un 
Cr éS,)U 
TIR EHE 


et en réduisant 
ce qui serait absurde, ainsi qu'on la vu plus haut. On démontrerait de 
même l'impossibilité de la combinaison [@, 2‘, 5]. 

7? et 8. Il est clair que la combinaison [a’, 4, &,] implique con- 
tradiction, dans le cas où UT—SU, — 0, puisqu'alors (@’.) est directe- 
ment l'opposée de (d‘). Si au contraire on a UT — $U, «70, de ce que 
les inégalités (2), (a) ne sont pas vérifiées, ıl résulterait 

S—eT<0, SU, —UT tU, T—5, U; 
le premier membre de cette derniére inégalité étant positif par hypo- 
these, et le second l'étant aussi, sans quoi l'on retomberait sur la combi- 
naison [@, b, bj] qui vient d'étre démontrée impossible. En vertu de la 
première inégalité, on peut mettre Ja seconde sous la forme 


> (ES; —T)U : 
Dre 8 T— ME 
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et comme on a d'ailleurs, d’après la supposition UT —SU, <0, 
UT 
U, > us. 2 


(e$; — T)U 
PSY >= » > 


il en résulte 


ce qui conduit encore à la conséquence absurde U(SS,— T*) 7» 0. Un 
raisonnement entièrement semblable ferait rejeter la combinaison [a’, 5’, b,], 

Ainsi en définitive, quelles que soient les valeurs de s, U, U,, etc. 
pourvu seulement que U soit négatif, un des trois systèmes (.4), ( B), 
(B,) est nécessairement satisfait, et il n'y en a qu'un seul. 

Mais si U était positif, il pourrait se faire que les systèmes rela. 
tifs aux autres hypothèses, par exemple le système (4) (qui ne change. 
rait pas de forme), ou les systèmes (B), (D,) (dans lesquels il faudrait 
changer les signes > en <<, et réciproquement), fussent encore satisfaits. 
Ceci fait voir que dans l'ordre du calcul, l'hypothése qui consiste à sup- 
poser que le corps se détache du plan sans percussion ni frottement, doit 
avoir la priorité sur les autres; c'est-à-dire qu'elle exclut les autres 
hypothèses, même quand les conditions relatives à celles-ci se trouvent 
vérifiées: au lieu que cette première hypothèse une fois exclue par la 
relation U «7 0, l'ordre dans lequel on essaiera les trois autres systèmes (4), 
(B), (B,) est indifférent; puisque dés lors un seul de ces systèmes peut 
se trouver vérifié. Tous ces résultats n'ont rien que de conforme à l'or- 
dre logique des idées; et si l'analyse qui sert à les établir, offre quelque- 
chose de trop minutieux, nous pensons qu'on le pardonnera en raison de 
la nouyeauté du sujet. ! 

13. Lorsque 7'est nul, ce qui arrivait dans les cas de la sphére 
et de l'ellipsoide, traités précédemment, la valeur de P se.trouve égale 
‘à ny que le frottement soit surmonté ou non. | Ainsi, pourvu seule- 
ment que U soit négatif; les inégalités (a), (^, (bj) sont satisfaites d'el- 
les- mémes; celles (a^), (b^, (07) se réduisent à 

SU, <—:US, SU, >—eUsS,, — SU > US. 

Si la première de ces inégalités n'est pas vérifiée, Ja seconde ou la troi- 

sième le seront, selon. que. U, >> qu «70; d’où l'en conclut que la vitesse 

dà point de contact au premier instant du mouvement sera de même 

- signe que U, et comme; dans. le: casroù le corps vient frapper le plan 

fixe, U, exprime la vitesse du point:de contact. avant le-choc, estiniée 
Crelles Journal d. M. V. Dd. 3. fift. 39 
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parallèlement aux x, il en faut conclure que sa vitesse aprés le choe, : 
sera dirigée dans le méme sens. 

Mais dans le cas général, et lorsque la résitance du frottement est 
surmontée, le point de contact se mouvra dans le sens des x positives ou 
négatives, selon que les quantités U, Z'— 8,7, SU,— UT seront de mêmes 
signes ou de signes contraires: or delà ne dérive pas la nécessité que Z/, 
soit positif dans la premiére hypothése, et négatif dans la seconde; les 
vitesses du point de contact, parallèles aux x; pourront donc être dirigées 
en sens contraires, avant et aprés le choc. 

Mr. Poisson, à qui Yon doit d'avoir remarqué cette circonstance, 
dans les deux mémoires cités plus haut, en conclut la nécessité de par- 
 tager en deux périodes distinctes, le temps extrémement court, pendant 
lequel s'opère le choc du corps contre le plan. En effet, observe-t-il, 
une percussion n'étant qu'une somme de pressions qui se succédent dans 
une durée très courte, et le frottement total la somme des frottements 
partiels, correspondants à chacune de ces pressions, il faut concevoir que 
la vitesse du point de contact, dirigée d'abord, par exemple, dans le sens 
des x positives, s'éteint graduellement jusqu'à ce qu'elle soit nulle; aprés 
quoi, la vitesse croissant de nouveau dans le sens des x négatives, le 
frottement s'exerce aussi dans une direction contraire: il faut donc cal- 
culer séparément les effets de la percussion et du frottement dans ces 
deux périodes, pendant lesquelles celui-ci s'exerce suivant deux direc- 
tions opposées. 

Mais nous ferons d'abord remarquer que cette opposition dans les 
signes de la vitesse, avant et aprés le choc, n'est qu'une application parti- 
culiére des formules du N°. 7., d’après lesquelles la composante parallèle 
au plan fixe de la vitesse du point de contact, doit en général étre diri- 
gée suivant des droites différentes, avant et aprés le choc. Il faudrait 
donc, d'après le: même principe, considérer la vitesse, et par conséquent 
le frottement, comme variànt en direction par degrés insensibles, depuis 
celle qu'elle avait.avant le choc jusqu'à celle qu'elle prend aprés le choc. 
Il faudrait donc distinguer dans la durée inappréciable de la percussion une 
infinité ‚de périodes distinctes; ou plutôt, si l'on savait comment la pres- 
sion élémentaire varie pendant la durée du choc, et: quellé est cette 
durée, il faudrait intégrer des formules analogues à celles du N°. 1., et dé: 
duire de cette intégration toutes les circonstances du mouvement, relati- 


d 
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ves à l'instant qui termine le choc. Mais on ne peut apprécier en au- 
cune façon ni la durée du choc, ni la loi suivant laquelle Ja pression et 
le frottement varient pendant cette durée: les calculs que nous venons 
d'indiquer seraient donc inexécutables; et par la méme raison, dans le | 
cas particulier. qui a donné matière à ces remarques, on n'aurait aucun 
moyen de connaître l'instant où la vitesse du point de contact a changé 
de signe, ni de calculer séparément les denx périodes du choc. 

Nous observerons en outre que, si lon a bien suivi les explica- 
tions qui précédent, on doit comprendre que les formules relatives au 
premier instant du mouvement sont les mêmes, soit que le corps vienne 
choquer le plan fixe, ou qu'il subisse lui- méme une percussion, ou enfin 
quil soit tiré du repos par l'action d'une force continue telle que la pe» 
santeur. Or dans ce dernier cas, les formules que nous venons de don- 
ner sont d'une exactitude rigoureuse; et lon ne pourkait subdiviser un 
élément qui est, dans le sens absolu et mathématique du mot, infiniment 
petit. Concluons en donc que la méme analyse doit s'appliquer égale- 
ment au choc, quand on en considére les effets comme sensiblement in- 
stantanés, ce qui est jusqu'ici le seul moyen connu de les soumettre au 
calcul: ear d'ailleurs, si l'on a égard à la réalité physique, et si l'on par» 
vient à réduire analytiquement la théorie de la percussion et du frotte- 
ment à celle des actions à distance, il est clair que l'observation de Mr, 
Poisson «st de toute justesse, | 

Si l'on adoptait tout autre hypothése sur la nature du frottement, 
que celle de la proportionnalité à la pression, on aurait des relations de 
forme trés différente, qui pourtant devraient toujours, par la nature de 
la question, entrainer des conséquences analogues à celles que nous avons 
développées. Mais il suffit à notre objet d'avoir indiqué cette nouvelle 
application du calcul des inégalités, en partant de l'hypothése communé- 
ment adoptée par les physiciens. On peut juger aussi par ce qu'on vient 
de lire, et d'aprós les détails donnés dans le mémoire précédent, de la 
complication que. prendraient les calculs, si l'on avait à considérer l'ac- 
tion du frottement en plusieurs points de contact: les remarques que ce 
sujet comporte trouveront peut-être leur place dans un autre article. 

"Villiers, prés Paris, le 8. juin 1829. 
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18. 


Anwendung . der elliptischen Transcendenten auf die 
sphärischen Polygone, welche zugleich einem kleinen 
Kreise der Kugel eingeschrieben und einem andern 
umgeschrieben. sind. 

(Von Herrn Stud. Richelot zu Kônigsberg in Pr.) 


E 
In dem ersten)Hefte des dritten Bandes dieses Journals hat der Herr 
Professor Jacobi, das Problem: , die Relation zwischen der Distanz der 
Mittelpuncte und den Radien zweier Kreise zu finden, von denen der eine 
einem unregelmäfsigen Vielecke eingeschrieben, der andere demselben 
umgeschrieben ist" auf die Elemente der elliptischen Transcendenten zu- 
rückgeführt. 

Wenn man auf diesem Wege die bekannten Relationen für das 
Dreieck u.s. w. ableitet, so wird dies durch folgende einfache Betrach- 
tung sehr erleichtert, wonach aus der Bedingung für das x Eck ohne 
Weiteres sich die für das 27 Eck ergiebt. Nennt man nemlich, jener 
erwähnten Abhandlung gemäfs, R’ und r’ die Radien der Kreise für das 
2n Eck, und e@ die Distanz ihrer Mittelpuncte, während bei dem z Ecke 
diese Grofsen respective durch R, & und r bezeichnet sein mögen; be- 
zeichnet man ferner den ersten Winkel des 272 Ecks am Mittelpuncte C 
durch 2% und beim 2 Eck durch 2%,, indem beide Polygone wieder von 
dem festen Puncte P aus, wo die durch die Mittelpuncte des grofsen und 
kleinen Kreises gezogene Linie die Peripherie des gröfsern Kreises schnei- 
det, construirt sind, so ist der analytische Ausdruck für die Relation obi- 
ger Art bei einem 27 Eck, welches nur einmal die Peripherie durchmifst: 

K 


wo Æ und /^ nach der in obiger Abhandlung gebrauchten Bezeichnung 
aus folgenden Gleichungen p bestimmen: 


am (XX) = + und” am(/^) = «, 


P 


+ 
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so dafs die elliptischen Integrale: 
2 dp N 7 H dg AU 
A V (1—c? sing?) x nan FK. Y (1 — c? sin 9?) T 
gesetzt werden, worin c die in der oben erwähnten Abhandlung ge- 
brauchte willkürliche Constante x bedeutet. 
Der analytisclie Ausdruck für das 7 Eck wird hingegen: 


P 2K ty 
e = 7L 

worin: 

am(/):z %;: 
und daher 

Xe Ubi. uis be 

1 2 VC; sing?) 
1st. 


Hieraus folgt, dafs 
BL m 


ist, und folglich die Formeln für die Verdoppelung der elliptischen 
Transcendente gelten, welche Herr Legendre in seinen Exercices p. 25. 
gegeben hat, wenn man statt Q, «, und statt 9,, a, schreibt. 
So erhält man: 
i 1. tangio, = ve A (a) 
und 


Aus ue folgt: 


2sin 3 «? privet cos €, + Aa, t a. 2sinic* 
sind? az? cos gerer M A Ae hea ang & ees Cos GLA de 
"PRAE 1+A— x . 
2 


was in (1.) substituirt, giebt: 
* cose, d- ^A e, 


MU Ced TE cosc; +1 
Nach der oben angeführten Abhandlung ist aber: 
4. A(e,) = ÿ(i—csin(«)) = EIL cos (%,) == Riz 
Td oo (R—«)?—r? 
5. 1—cc 2 1— xx = (RHa) 7" 


Dieselben Form, gelten für a, R’, a! und r’. 
R'— a! »/ 
6. Al) = va — c* sin (e) = Re? c03(4,) = RES 
R'! —a’ 32: ff 
7. 1—cce — 1— x» = = I CUT y. 


Setzt man also: 


] 


^ - j N 
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R+a._ R—a 
Ra PANIER Dus 
r' Ps "Ea ju go 4 


so ist aus (5. und 7.): 


(Ge) = Ge). 


Ferner giebt die Substitution von (4. und 6.) in (3.): 


| lin RSS a 
P 1 sre 429 
woraus folgt: d x 
QNT 1 (5.4) 
pt TN gi MC Y 


Aus den USER ates Gleiehuggnp folgt: 
gp^— pg = ^ —p^, 99° P — 1) — pp Ga) = p — g^, 
woraus man ableitet: 
Bu us gre po pp? 
, q?— Metis 9 
Ma igit gh 
poor qi pena: 
Setzt man diese Werthe von 9 und p in die Bedingungsgleichung für 
das nEck, so erhält man die für das 27 Eck. 


9. p= 


Es ist die Eulersche Bedingungsgleichung für das Dreieck: 
(R+a—r)(R—a—r) = r, | 
und für das Viereck: 
(R 4-a — r) (R—a—r) (I 4- a 4-7) ((R—a 4 r) = rt, 
welche nach Einführung per Grofsen p und 9, 


p= Ea und 9 — ans 


9 
folgende Form bekommen; 
(p—1)(g—1) — 1 und (p—1)(g—2) = 1. 
Für das Fünfeck findet man folgende sehr einfache Formel, welche auf 
die langeren Bedingungsgleichungen der Herren Steiner und Fufs nach 
einigen Reductionen gebracht werden kann: | | 
RI 1) = Hg pro). 
Wenn man nun in diesen 3 letzten Formeln die W. . ipht von P und 9 
aus (8.) und (9.) substituirt, so erhált man n Fortlassung der Striche 
bei den. Buchstaben p' und 9’: - 
für das Sechseck: 


APP) A) = Qr — pian 
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fiir das Achteck: | x 
16p'g (p — 1) (p —12) le, 
für das Zehneck: 
| 346p? (pi— 1) (g— 1) 
in [un cure PNEU SU A + Ip! PEEUM "by 
PETE 

Die hier aufgestellten Formeln für das Sechseck und Achteck lassen. sich, 
nach einigen Reductionen, auf die von Herrn Steiner und Fufs ange- 
gebenen bringen. 


Substituirt man in die Formeln für das Sechseck und Achteck 
die Werthe von p und 7 aus (8. und 9.), so erhält man nach Weglas- 
sung der Striche bei p/ und 9° folgende Formeln: 

für das Zwölfeck: 
64 p* g* (ph — 1) (p — 1) 
S fe (pig) Tee (pig —p*)* Hip Hol?) Ly, 


—— nn u nn nn 


für das Sechszehneck: 
256 p*9* (p — 1) (p — 1), 
Pa (= PP)? 4 [*— (PP —pYT + Dr*g* — (0? Pai ie A 
To [pfg* = (p*«—a*Y*](p* +97 — p? q*) 
IT. | 
Die Bedingungsgleichungen für das sphárische Dreieck und Vier- 
eck findet man auf folsendem geometrischen Wege. 


Es seien (Taf. III. Fig. 2.) auf der Kugel-Oberfläche zwei kleine 
Kreise gegeben, von denen der eine, mit dem Pole C und dem Abstande 
der Peripherie von dem Pole — E, den andern mit dem Pole c und dem 
Abstande der Peripherie vom Pole — r, umschliefsen möge. Die Distanz 
der beiden Pole, eben so wie À und r, Bogen eines grofsten Kreises, heifse a. 
Aus irgend einem Puncte 4 des Kreises C lege man den Bogen eines 
grofsten Kreises als Tangente an den-Kreis c, und zwar am Puncte W, 
welche den ersten wieder in 4’ schneidet; auf gleiche Weise ziehe man 
an den Kreis c die Tangenten 44A", 4" 4^" u. s. w., wo 4, 4’, A” us. w. 
in der Peripherie des gröfsern Kreises C liegen, sd 4 4' A", ,.. ein um- 
schlossenes sphärisches Polygon ist, das dem Kreise € eingeschrieben 
und dem Kreise c umgeschrieben ist. Man lege durch cC einen grofs- 
. ten Kreis, welcher die Peripherie des Kreises C, rechts in P und links 
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in Q schneidet, so dafs (da 
CP RR, cP=R—a und cQ — R-4a 

ist. | 
Man nenne ferner die - Winkel 

ACP. = 20, A'CP = 20, A CP = 20") us. Ma. 
Wenn man aber in der Figur von P aus eine Tangente obiger Art an 
die Peripherie des Kreises c legt und sie den Kreis C in P’ schneidet, 
so sei PCP’ = 28. 


Es gelten für die rechtwinkligen sphärischen Dreiecke ZMe und 
A'Mc folgende zwei Formeln: 
cba WAT cos Act . ey USE AR N 


cosr cosr 
rin A! Ros o-LsioR sin « Geil 
i __ cos Æ'o __ cosficosa-]- sin R sina cos 2y 
cos A'M = cosr ^ cos rz 
Nun ist; ! 
at AM ae EE: à Re AM Me AA 
n 5 D) sin 9 Vo = US " 
Wenn man folglich setzt: 
cos R cosa À sin H sina 
x = -——————— und x! = — 
cosr cosr 


$0 ‚erhält man: 
10. 2sinR sin (9 —0) = 


V i-e» cos20)] [1d- (44 x/e0520?]] Ly {T1+(x+%/c052@)] nie cosa]. 
Wenn man hierin 29 — 0 und 2Q/— 2( setzt, so erhält man eine Re- 
lation zwischen R, e, r und ß; welche nach Einführung der Werthe von 
x und x/ wird: 

Y {[cosr—cos(R—2a)] [cosr--cosR cosa+sinR sina cos2(2]] 
+ {[cosr-t+-cos(R—a)][cosr—cosR cosa—sinRsina cos2(]] 
Wenn man statt cos2 und sin die Werthe durch tangß? ausgedrückt ; 
schreibt, nemlich: 


= 2sinZl cosr sinQ. 


1—tangf? . : o tang 
UG und sin = Tans 
ao erhalt man nach einiger Reduction: 

V {{cosr—cos(R—a)]? tang? [cosr + cos(R+a)][cosr—cos(R—a)}} 
+Y {[cosr—cos(R—a)]? + tangA?{cosr—cos(R+a)][cosr-++ cos(R—a)]} 
Hieraus erhält man nach einigen Reductionen folgende einfache Formel: 


tA 5 Sr cos R? sinr? 2 


cos2ß = 


* 
= 2sinR cosr tang/. 
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Wenn man nun von allen sich schliefsenden n Ecken, welche um den 
Kreis c beschrieben und dem Kreise C eingeschrieben sind, dasjenige 
nimmt, dessen eine Ecke in P liegt, und man die Ecken der Reihe nach 
P', P" u. s. w. P"? nennt, so ist es klar, dafs in diesem speciellen Falle 
ler gröfste Bogen C c das n Eck in zwei gleiche und ähnliche Theile theilt. 

Hieraus folgt, dafs wenn man die Winkel alle von CP an nach 
einer Richtung rechnet und P" eine beliebige der Ecken ist: 

|| ZPCPM +. / POP == Qn ist. 
Ist daher 2 — 24, so ist: 
/PCP® -L/PCP^ = 27, PCP) m. 

so dafs also die Ecke P? in Q fällt. 

Ist 2 — 25-]-1, so ist: 


E Z PCP® +. POP) = 925, 
woraus folgt: 
arc P? () = arc P^*9 0; 


(£2) CE) | 
also steht der Bogen P^? ^P*?" auf PP’ senkrecht. 
Wenn man ferner die Berührungspuncte der Tangenten PP’, P'p" 
u. s. w. M‘, M" u.s. w. nennt, so fällt für »==24+1, M? in den Bogen Ce. 


Für das sphärische Dreieck ist also: 
ZP'CM" zm-—26(, 


und daher: 
/ ij. tang M”C 
cos P'CM" = "Cung PC ? 
oder, da | 
| MVC -—M'U—COCc-—r-—a, 
so ist: 
tang (a —r) 
cos22 = ———— 
tangR ^? 
woraus folgt: : EN 
1— 00528 _ tang R— tang(a —r) 
14-cos28 ^  tangH-]-tang(a —r)? 
oder 
tang (?* — sin(R4A-r —a) 


ron ue sin(R—r+a)" 
Dies mit der obigen Formel (11.) 
Sin(R—a)?—sinr __ sin (R-Ha—r) se Ho 
cos.H*sinz? foe cos R? sin r? 


tang(?* = 
gleich gesetzt, giebt: 
sin(R+r—a) __ mq st Meer 
sin(R--a—r)  ' . cos R? sinr? 
| 19. sin(R—a—r) sin(R + a—r) = cos sin. 
Crelle's Journal d. M. V. Bd. 3. Ht. 33 


oder 
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Setzt man den Radius der Kugel ©, und behält die Gröfsen der 

2ten Ordnung, so erhált man: | 
(R—a—r)(R-e—r) = 

welches die bekannte Relation fiir das Dreieck in der Ebene ist. | 

In dem Falle, dafs a — 0 ist, haben beide Kreise einen Pol, wel- 
cher Fall der Concentricitát der zwei Kreise in der Ebene correspondirt. 
Es gilt daher die Bedingung: 

tangR = 2tangr, 

für ein gleichseitiges sphärisches Dreieck. 

Beim Vierecke ist: 

ZPCP'+ ZPCP'= 9. und ZPCP' 2 &,. ZZ PCP! = 2. 

Folglich, setzt man in der allgemeinen Formel 


2 d und 99 


so ist: 


(XE OK MM M MT n 
+y ([cosr4- cost cosa--sinRsinacos 20] [cosr—cos(14-2)]] | 
Setzt man ; i 
—1ang 5? 
Tr = cos2ß und TERRE FT cos D, 
so erhált man: 

V {[cosr— cos(R—a)] [cosr- LANTA La) FEU EPA Sb D 2. cos( R4 -a)?]] 
+-V {[cosr-}- cos( Ft —2a)] [cos r—cos(R-]-a)] 4- tang? [cos r* —cos(-4-a)?]] 
woraus man nach einiger Reduction erhält: 

tang 2? MN cos R? sinr* i 
; sin (R Ha)? —sinr?? 
dies der obigen Formel (11.) 
tang(? = 
gleich gesetzt, giebt: 
odes [sin (R + a) — sin r°] [sin (R — e) — sin r*] = cos lU sins’, 


13. sin(R-J-a-I-r)sin(R-]-a—r)sin (R—a--r)sin (R—a—r) = cosR'sinr‘, 
welche Formel Herr Steiner im 3ten Hefte des 2ten Bandes ohne Be- 
weis mittheilt. 

Setzt man den Radius der Kugel =», und behält nur die Grofse 
der 4ten Ordnung bei, so erhált man die bubus Formel für die Ebene: 
(R4- a -r) (f -Fa —r)(—a--7)(fi—ae-—r) = r'. 


Setzt man 2 — 0, so ist 


| —2siulcosr, 


sin (R — a)? — sinr? 
cos R? sin r? 


tang Io = 2tangr: 
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die Bedingungsgleichung bei einem gleichseitigen sphärischen Viereck, 
welches dem Kreise A eingeschrieben und dem kleinen, zu demselben 
Pole C gehôrigen Kreise r umschrieben ist, 
|  Obgleich endlich beide Formeln, die für das sphärische Dreieck 
und Viereck, nur für den speciellen Fall berechnet sind, dafs eine Ecke 
derselben in P liegt, so wird es sich später zeigen, dafs sie auch für 
jedes beliebig liegende Dreieck und Viereck gelten; indem allgemein der 
Satz bewiesen wird: 
»Wenn zwischen zwei kleinen Kugelkreisen, von irgend einem Puncte 
des grofseren aus, sich ein geschlossenes spharisches Vieleck yon 
der Art beschreiben läfst, dafs die Seiten Tangenten des kleinen 
Kreises werden, und der grófsere ihm umgeschrieben sei, so läfst 
sich von jedem andern Puncte des grofsern Kreises ein geschlossenes 
sphärisches Vieleck von obiger Beschaffenheit und mit eben so viel 
Seiten beschreiben,” 


11. 
Vermittelst der elliptischen Transcendenten kann man die vorge- 
legte Aufgabe in aller Allgemeinheit lösen, indem man sie auf die Thei- . 
lung dieser Transcendenten zurückführt. 
 Nimmt man in (Taf. Ill. Fig. 2.) eine an 44’ unendlich nahe Tan- 
gente DD’ an, so dafs D4 und D/A’ unendlich kleine Gröfsen sind, so ist: 
Z ADM = 180°— ZMD’4' und ZAMD= 7A HD'. 
Wenn man sich aber der früher angegebenen Bezeichnung bedient, so ist: 
AD = sinR9(2Q), A'D'= sinRô(2@"), 
sin 4 D : sin AM = sin AMD : sin ADM, 
sin 4 D': sin 4/M = sin 4/MD':sin MD' A', 


also 
V [cos À cos a -]- sin PET. CAE 
90) qut. Fait cos r? 
8(2 ph V(i— i/, [cos R cos ane a cos (2 VI 


oder, wenn man x und x/ wieder einführt, nemlich: 
cos R cos, sin R sin a 
see Se atid ER, 
cosr cosr 


so erhalt man: 
14. E! ORE P = ae: q^) 
Y[t—(x4-*co529)9] - VIG x cos2977]' 
Setzt man nun: 
33* 
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P ‘ut S [ nay! 8(2g) d i 
vent 10957] Vene] o EAT 
Ei (2) 


Pire = Ne; 
1129 = 129) + Ile) 


das vollständige Integral, indem die der Differentialgleichung (4) will. 
kürliche Constante desseiben dadurch bestimmt wird, dafs sie, da für 
D—0, Q'—Qist, —II(28) wird. , 

Nach einer, der von Herrn Professor Jacobi gegebenen analogen 
Bezeichnung ist: 


Lee = ZU, Neg =U, Wes) = 
20' = AMD), 20 = AMD), 2ß at AMT), 


U O+T 
das vollständige Integral der Differential- Gleichung (14.). . 
Das algebraische Integral derselben aber ist die Formel (10.): 
2sin A sin(Q/—(Q) = v i[1 — («-4-x' ces2 Q)] [1 + (» + x'cos20')]} 
Y {lit +2 0052 9)] [1 — («4-9 0032.0^]1. 


m = *&-d-xcos9Q und m’ = x +%x"cos2@" : 
ist, so wird das algebraische Integral: is 
V(Q—m) (+m) + v (Qa 4- m) —m^) = 9 in Rsin(P— 9). 
Hier ist sinR die Constante, welche aus der letzten Formel und dem 
Differential derselben: 


so ist 


und 


und daher 


Aber wenn 


Na m)a— m) — Vat mat my ren 4. sina og) 


== sink cos(Q'/— Q) (020 — 02 Q^, 


eliminirt, 
029 029 
; Y (1— (x-4-x' cos2 q)?) T Vu dioses 
giebt. 
PVR TE | : 
Die Constanten x und z' geben folgendes constante Verhältnifs: 
cos Zl cosa : sin Ai sina : cosr- == 9 :x': 1, 
oder 


cos (i— 0): cos(fi-+ a): cosr = (xx): (u—x!) ry, 
welches in unserer Figur ist: 
cos Pc : cos QC: cosr = (xe: un 1. 
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Man kann dies anwenden um die Multiplication obiger Transcendente 
für jeden beliebigen Winkel 2( zu construiren. 
Da nun aus (11.) die Relation zwischen R, a, r und ß gegeben ist, 


nemlich: 
sin (R— a)? —sinr? 
cos Ai? sin r? 
so kann man hieraus und durch die zwei Gleichungen 
cos R cosa ; sin R sina 
154 COSA) WS. eg cósr ^ 
für jedes ß, x und x’, R, a und r bestimmen. 

Während nemlich in der Ebene r und a für jedes beliebige « 
und ein festes R bestimmt werden kann, ist hier r und @ schon durch 
A allein gegeben, und folglich B für jedes A constant, da es ja auch 
nur einen kleinen Kreis giebt der zu dem NT um C eine solche 


Lage hat, dafs 


tang. = 


? 


cos (R— a): cos (R-]- à) : cosr 
ein constantes Verhältnifs wird. 
Es ändert sich also mit dem jedesmaligen auch das H, und 
zwar nach folgender Gleichung, welche man erhält wenn man in (10) 
Q —0 und Q'— Q macht: 


ig, AU CESTA pe tv on 2 We etat MAIRES MM 


a und r bestimmt man dann aus den Gleichungen für x und x’, nemlich: 


16. tanga = = eotang Ii, 

und 

cos H? sini? * 
X? sin Ft? -- z/ cos R?° 
Um also den Winkel 20’ zu finden, der die Eigenschaft hat dafs 

120) = II(29) J- N20) oder = U--T 
ist, beschreibe man zwei kleine Kreise um einen beliebigen Punct C, 
deren Lage und Gröfse durch die Gleichungen (15., 16. und 17.) be- - 
stimmt sind, mache PCA=29 (Taf. III. Fig. 2.), und lege 44° als Tan- 
gente an den Kreis c, so wird PCA‘= 20’ sein. 
Legt man von 4’ eine 2te Tangente 24/4" an den Kreis c, so ist, da 
peat 0 


Nae”) = eo’) -- H(28) = II(29) 4- 211 (2 B), 


oder, wenn nach der vorigen Bezeichnung 


bch eos Fo 


ist: 
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(29°) = AMD") 
DEE TT PEUT 


Schneidet die nach einer Richtung gelegte zte Tangente den Kreis 
C in A”, und ist PCA), nach derselben Richtung genommen, = 20” 
so ist: 


18. II(29 7) —II(299-») + 11(28) = 120%) HolTap,,,,—112® + 21120, 


oder wenn 


ist: 
, 


29" = AM(Uo), 


Uo = O+mT, 
Um einen Winkel ©”) zu finden, von der Eigenschaft dafs 
H@29") = I(29) --2II(20) oder OM = O+nT 
sei, lege man von 4’ eine zweite Tangente an den Kreis c, aus 4, wo diese 
den grofsern Kreis schneidet, eine dritte u. s. w., alle nach einer Rich- 


tung. Es wird dann 4”), wo die zte Tangente den grofsern Kreis schnei- 
det, so beschaffen sein, dafs man erhält: | 


ZPCAN = 29%, 
nach derselben Richtung gemessen. 
Um endlich einen Winkel 2ß,, von der Beschaffenheit zu finden, 
dafs folgende Gleichung Statt findet: 


19. .11@B,) = nil (20) oder, 25, = 57, 
26, = 4M(T,) 


ist, SJarf man in der obigen Construction nur Q — 0 machen, oder die 
nTangenten von P aus zu legen anfangen. 


ist: 


worin 


V. 

Die analytische Bedingungsgleichung für die Lage und Grofse 
zweier Kreise ist, damit von einem beliebigen Puncte 4 aus ein umge- 
schlossenes sphárisches 7 Eck von obiger Beschaffenheit den Bogen 29, — 29 
in der Peripherie des grofsen Kreises von 4 aus durchmesse, die Formel (18.): 

II2Q5,, = II20 4-211120 oder 2 = Z-4-nT. 
Wenn man X’ durch die Gleichung 
AM(K!) = 2m, 
bestimmt, d. h. 
1er) = X, 
setzt, so ist, wenn 2 eine ganze Zahl ist, 
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H@ir+2@) = II(2iz) + (29), 
20. (oder, von beiden Seiten 4M genommen, 
Qim + AMU = AM (i K' 4- U), 
denn Beides folgt aus der trigonometrischen Natur des Integrals IT, wel- 
welches mit 27 periodisch ist. 
Setzt man also in (18): 
| 20,—9209 = Qin, 
in welchem Falle das von 4 aus construirte Vieleck sich in 4 schliefst, 
so ist, da nach (20.) 1 
II(29,) — II2 = lain 
21, Hoir =-n.42ß, 
die Bedingungsgleichung für das sich in .4 schliefsende Vieleck. 


ist, 


Da in dieser Formel Q gar nicht vorkommt, so kommt es auf 
den Ort des Anfangspunctes 4 nicht an. Es ist hierdurch der Lehrsatz 
von (HL) bewiesen, und die Einschränkung erlaubt, von P aus das Viel- 
eck zu construiren. 

So ist das vorgelegte Problem über die sphärischen Vielecke auf 
die Theilung der elliptischen Transcendente TI(2”) oder X’ in Theile 
zurückzeführt, und es ergiebt sich folgendes Theorem: 


Theorem 1. Wenn A und r die gröfsten Bogen sind, mit denen 
zwei kleine Kreise auf der Kugel um C und c beschrieben sind, von 
denen der eine einem sphärischen z Eck umschrieben, der zweite ihm 
eingeschrieben ist, und man den Bogen eines gröfsten Kreises,C c — 
setzt, so ist immer 

Par iv PR EMO 8 0(29) 
à Y[1—(x4-xcos29)?] —_ nd, Y [t —(x-4-x c0s29)?]’ 
wo i die Anzahl der Umläufe des Vielecks durch die ganze Peripherie . 
bedeutet, und ß, x und x‘ durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 
sin(R— DM uas HL Se iniit xi Sn sine 


cos R? sinr* Tas €087 
Hieraus erhält man: zugleich die analytische Bedingungsgleichung zwi- 
schen A, e und r; will man sie algebraisch ausdrücken, so geschieht 
dies mit Hinzuziehung des algebraischen Integrals (10.) unserer Diffe- 
rential- Gleichung: 
V (1—(x4- x cos2 Q)) v (A= e+ x cos 29... 2sin A sin (Q/— Q). 
LV (+ 4. x cos 2 Q) V (1 — (x + x' cos 2 Q^)) 
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ENT. 

Es ist wünschenswerth das obige elliptische Differential in die 
gewöhnliche Form der elliptischen Transcendente zu transformiren, um 
dann die Aufgabe von der Kugel auf die bei der Ebene im- Allgemei- 
nen zurückzuführen. 

Hiezu dient folgende Transformation: Die gewohnliche Form der 


elliptischen Transcendente, welche auch bei der correspondirenden Auf- 
gabe in der Ebene vorkommt, ist 
y 
Y (1—c? sin v?)' 
9(29). + 
V [1 — (x x' cos 2 cos 2g)?] 
Um letztere in erstere zu transformiren, setze man: 
: di en à. 
tang? = VG aia tangy, 

so dafs Q und «p zu gleicher Zeit —0 und =f werden. 

Setzt man den Factor von tangy, =g, so ist 


225 0wW - f 
EM ae | (£- Fg? tang y?) cos y? 


Unsere wár (14.) 


Ferner ist 
Y aw cos2Q)) = Y (à. + (« + x! cos2.Q)) y (1 — (x + «' cos 2.)). 
Setzt man nun: \ 
a) É—tangp? ^ 1—g? tangy? 
Ren 1+-tangg? ^. ite tang au? ? 
lea ey RSS 
1--g?tang v? 
bad 1 — (pec? 
= cosi V ( EE ) 
1 ;2 " 2 
Ferner erhált man: Ru quis 
/ 2 04/2 sees 
V (1.-- x +x/cos20) = Mas EF Een ett : ) 
1 x f 1 LIN DE ^y 
Vick) Ylrckrung aman), 


so ist 


V (2 — (x -- x cos e) 


1 


-]-g? tangy? (1— MEA UEM 
Aus den drei letzten: Formeln folgt: 
:4d3553 MR quiso! 2 ow 899 Y 
V'ü — +4 cos2q)2) T an T (fd) a) 
: Lyne abit es) 
FERNEN MER 1 
^y. : fs Late LUE um p LILY = " 
: 2 j. are TRY pu pipe on 


1 
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Da dies die Form des gewöhnlichen elliptischen Differentials ist, und 
die Construction der Multiplication und Addition desselben in der No. 1. 
erwähnten Abhandlung angegeben ist, so hat man auch die Construction. 
unseres obigen Differentials auf jene frühere zurückgeführt. | 
Wir haben oben für das sphärische 7 Eck obiger Beschaffenheit 

die Bedingungsgleichung (21.) gehabt: 

II(27) = n1II(20), oder- X’ — n.7, oder 

TU 029] Ly foa 9(29) 

J, Va—G-+y cos2¢)*) — o Y (1 — (-4- x cos29)*)' 

Hieraus wird Lud i^ 


RT = 
ins yos men er ~ sin y?) "foin TRE uL CENTIES Y 


so dafs zwischen ß AR, & die aus der Transformation sbvefbitele Be- 
dingungsgleichung statt findet: 


tang = VS 2 tang %. 


KH) 


Wenn man aber 


Ax is — e 
(14-2)? — »* tes 
setzt, und die mr von I. wieder angewendet werden, pemhieh; 
Te : 
| f ow 
1 ETC TIL sin inv?) = Fa, K d à SANS GA amus =r ; 
am? = ¢@, amÂ == 2 


so ist das letzte Integral: 
Fa —nFa oder “2K = nt. 
Dieses ist aber die Bedingung für ein 2 Eck in der Ebene, und daher 
folgendes Theorem aufzustellen: 
Theorem 2. „Die analytische Bedingungsgleichung für ein 7 Eck 
in der Ebene, damit es einem Kreise ein- und dem andern umgeschrie- 
ben sei, welche 


: 2K = 
ist, fir den Modul genommen: 
hs 4x! 
UE CC TER 


giebt, verbunden mit der Formel: 
tang 2. = (GaSe range, 
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den ersten Polarwinkel 2/0 — PCP’ von einem sphärischen Vieleck mit 
eben so vielen Seiten, welches zu 2 kleinen Kugelkreisen dasselbe Ver- 
halten’ hat, deren Grofse und Lage durch die Formeln (15., 16. und 17.) 


V T1— (Ha) V [12-4 - cos 2 B] EV I 4 HT Y [lL — 2 El cos 2 8] 


— sin À 
FUN Ssaf , 
tanga = “cotangR,  cosr* = fon HE fig HE 

idein WERE pee y ~~ &*sin H? --x'cos HR? 


bestimmt wird. 


vH. 
Wenn man statt der Grofsen x und x’ ihre Werthe pheiiele setzt : 
cos H cosa / sia FR sin u 
omm LI, me emm EB 
b cosr cosr 
so erhált man: 
gy Bie erty) us, (Rex) 
4 ius dp Ouen 2 2 
S NEU Ca LA wide or oc 
DR hired ar) Mani 
Ferner wird: 
2 TR cosr 1 
VAL x)? =x? 7, [m ein bet afr jg APES, -Jdi--acon Re 
pm ieget =) 
endlich wird: | 
Ax! sin À sina cosr 


TUE T Gs Aras ton ER M ,fR—a N Tr 


^ 


(EE) tne (E) 


woraus folgt: 


1—c? = 


tang —— pur R+a+r „ef oes 
Hienach wird das allgemeine eoe 
| ‘ cosr 
R— a +r R—a—r . R+a+r n Bute test , 
cos D] cos «XO pas sin "OW ae sin SW PENA Le. 
Ow 


y * 
CHR TELLS aM o did aus 
y de uc us o mu 


Die Formeln aus No.l. fiir cose und 1—cc mögen jetzt ver- 


glichen werden mit den Ausdrücken für diese Gröfsen auf der Kugel. 
Es war: 
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Cae 


: d 
SE OTS Fu ean gi 
und fir die Kugel - Oberfläche: ne 4 
R—a-r R—a—r 
à sin (R — a)? —sinr? angi zu FPT 
E LU de AN 7 er ns (et) 
tang — I! zT tang (HE) 
Mit Anwendung der Formel: 
/ {sin $= si nn 
tang? = V R--a—r. R+ta-tı HADE S. 
Se —— 
| 2 2 
erhält man endlich folgende Gleichungen: 
R—a-+r\, /R—a—r R—a\? 
tang | tang ( D =) = ) cs 1 


und 

woraus 
22; 
23. 
24, 
2. 

Es folgt 


tang —7z— 


4 sin 


folgt: 


RHat-r 


r 


R-+-a—r 


r 


Bar 


+ = ue sin 


sin 


si 


feng he R-calr dans ra 


tang 
R—-a—r 

—-CO 
coc A? snr? 
Site . H—a—r 


> en i 


i 


Bap 
2 


s s adr. 


CS 


2 sin 


2 


cos À sinr 


i cP I all 
2 sin — er Ft C05 


M 2 
xw cos R sinr 
Mw ake ER : 
in L7 es RE 


cos À sinr 


Se epo 


2 


FR — a + 
ann 


ara) 


R—a—r 


"EE 


r R—a—r 


il 


r 


__ sin(R+-r)-+ sina 


cos RA sinr 2 


sin(R—r)-+- siuna 


cos Rsinr , 


LL sin(R 4-r) — sina 


cos R sinr ; 


"t 
2sin- — cos ——— —— " : 
2 sin(R —r) — sina 

— — nn in Ü—M * 
cos H sinr cos R sinr 

tang R a sina — 

= = und oe 
tang r Tr cos À sin r^ 
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Es finden sich diese Formeln alle beim Dreieck und Viereck bestatigt, 
und im Allgemeinen gilt daher folgendes. Theorem: 

Thorem 3. , Wenn man eine Bedingunzgs- Gleichung zwischen A, 

a und r für ein x Eck in der Ebene hat, welche dem Kreise R ein- und 

dem Kreise r umgeschrieben ist, und man folgende Substitution anstellt: 

R __ tang wii sme 
r — tangr? r ^  cosHsinr? 

so erhält man unmittelbar die correspondirende Bedingungs- Gleichung 

zwischen R, r und a auf der Kugel-Oberflache für ein sphärisches Po- 


lygon von gleich vielen Seiten." 


VIE. 

Wir wollen dies Theorem am sphärischen Dreieck und Viereck 
obiger Beschaffenheit prüfen, wofür in No. III. die Formeln (12. und 13.) 
auf geometrischem Wege abgeleitet sind. 

Die Formel für das Dreieck in der Ebene ist: 

(R+a—r)(R—a—r) = Pr, 
hieraus folgt aus (23. und 25.) fiir das spharische Dreieck: 
sin (R-- a—r) sin(R—a—r) = cos? sinr*. 
Die Formel fiir das Viereck in der Ebene ist: 
(Ra—r)(R—a—r)(R+e+r)(R—a47r) = r5 
hieraus folgt aus (22., 23., 24. und 25.) für das spärische Viereck: 
sin(R-+ a+r)sin(R -a —r)sin(R — a - r) sin (R — à — r) = cos H^ sinr*. 
Beide stimmen mit den obigen völlig überein. 
Die Formel für das Fünfeck in der Ebene war: 
4p g(p—1)(g—2) = (r-rg—r.gy 
4p d (p—1)(y—1) = D —G^— (^ —»r- 
Dieses giebt, wenn man für p und g die Werthe setzt, 
_ R-+a R—a 
Ph cane SE t 
4(R+a)? (H—a) (R+a—r\ (R—a—r R-La)2—r? Hla p 
iniit ah us) SE) es yl 


r T 7 


oder 
und 9 = 


Da nun aus den Transformationsformela (22., 23., 24. und 25.) 
(R+-a)? (R— a)? re re 
ne ere , 


r* r cos R? sinr? 


so folgt für das sphärische Fünfeck folgende Bedingungs- Gleichung: 
4 (sin R* cos r* — sin a?) sin (E + a — r) sin (RR — a — r) cos R* sin r® 
= [cos R* sin r* — sin (R3-a 4-7) sin (R-]-a — r) siu (R — a ]-r) sin(R—a—7)p. 


LA 
L] 
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Die Formel für das Sechseck in der Ebene ist: 
4(RLa)? (R—a)? Ca) —r* (R—a) —r* 


r? %* T 


= bt). ee: 


r? 


Auf ähnlichem Wege als beim Fünfeck erhält man für das sphärische 
Sechseck folgende Formel: 
4 (sinÉ?cos r*— sina?) sin (Jtd- a4-r)sin (R+a—r)sin (R—a+r)sin (R—a—7) 
= [cos R* sin r*—sin(R-+-a-+r) sin (R+-a—r) sin (R—a-+r) sin (R—a—r)]*. 
Die Formel fiir das Achteck in der Ebene ist: 
16. (Bre, dies. (isset) i (Sask ns) 
rea nine DCE BND t EUER 


r É 


D 


LES ey 


T 
Aus denselben obigen Transformationsformeln (22., 23,, 24. und 25.) folgt: 
16 (sint? cosr* —sina?)*cosR*sinr*sin(R+a+r) sin(R+-a—r) sin(R—a--r) sin(R—a—r) 
= [cos R* sin r4—sin(R+a+r)sin(R+a—r) sin (R—a--r) sin(R—a—r)]*. 
Königsberg, den 1. Mai 1829. 


19. T - 
Über ein :neues Princip der Geometrie und den 
Gebrauch allgemeiner Symbole: und: unbestimmter 
Coëllicienten. 
(Von Herm Trof..Plücker zu Bonn.) 


1. Io neuester Zeit. ist die eine grofse Hälfte der Geometrie, die von 
Gröfsen - Bestimmungen unabhängig ist, und die H. Gergonne aus die- 
sem Grunde Géornétrie de situation genannt hat, mit besonderer Vorliebe 
ausgebildet. worden. Hier ist es, wo. die. verschiedenen Projections- Me- 
ihoden, vereint mit dem principe de continuité, auf eine überraschend 
leichte Art zu. einer unzähligen Menge von Resultaten führen. Hier ist 
aber auch das Feld, wo die Vortheile der allgemeinen analytischen Me- 
ihode sich am augenscheinlichsten darstellen. Ein Symbol, das die all- 
gemeine Gleichung der Livie irgend einer Ordnung bezeichnet, ;stellt 
mithin auch alle môglichen einzelnen ebenen Cürven dar, die man durch 
irgend eine Projections- Art einer, als gegeben betrachteten Curve dieser 
Ordnung erhalten kann. Wir brauchen also hier nicht zu projiciren. Die 
reinen Situations- Beziehungen gegebener Curven oder Flächen zu ein- 
ander sind durch Gleichungen zwischen-den, diese Curven oder Flüchen 
vertretenden Symbolen und unbestimmten Coëfficienten gegeben: wir brau- 
chen also hier nichts von der Proportionen- Geometrie (nicht die harmo- 
nische Theilung, nicht die Theorie der Transversalen) zu entlehnen; 
auch nicht in den einfachern Fallen, die das Projections-Verfahren nach- 
her zu verallzemeinern lehrt. Und endlich die Theorie der idealen Chor- 


den, die Hauptgrundlage des fruchtbaren principe de continuité, ist nach 


meiner Ansicht nichts Anders als eine geometrische Umschreibung der 


algebraischen Theorie der imaginären Wurzeln solcher Gleichungen, zu 


denen man gelangt, wenn man die Coordinaten zwischen den Gleichun- 
gen zweier Curven eliminirt: das Princip ist also schon von selbst in 
der allgemeinen analytischen Behandlung enthalten, und hat hier nichts 
Gewagtes, wie in der rein geometrischen Behandlung, für welche mir 
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19: 


Über ein neues Princip der Geometrie und den 
Gebrauch allgemeiner Symbole und unbestimmter 
Coefficienten, 

(Von Herrn Prof. Plücker zu Bonn.) 


1. In neuester Zeit ist die eine grofse Hälfte der Geometrie, die von 
Gröfsen - Bestimmungen unabhängig ist, und die H. Gergonne aus die- 
sem Grunde Geometrie de situation genannt hat, mit besonderer Vorliebe 
ausgebildet worden. Hier ist es, wo die verschiedenen Projections- Me- 
thoden, vereint mit dem principe de continuité, auf eine überraschend 
leichte Art zu einer unzähligen Menge von Resultaten führen. Hier ist 
aber auch das Feld, wo die Vortheile der allgemeinen analytischen Me- 
thode sich am augenscheinlichsten darstellen. Ein Symbol, das die all- 
gemeine Gleichung der Linie irgend einer Ordnung bezeichnet, stellt 
mithin auch alle möglichen einzelnen ebenen Curven dar, die man durch 
irgend eine Projections- Art einer, als gegeben betrachteten Curve dieser 
Ordnung erhalten kann. Wir brauchen also hier nicht zu projiciren. Die 
reinen Situations- Beziehungen gegebener Curven oder Flächen zu ein- 
ander sind durch Gleichungen zwischen den, diese Curven oder Flächen 
vertretenden Symbolen und unbestimmten Coëfficienten gegeben: wir brau- 
chen also hier nichts von der Proportionen- Geometrie (nicht die harmo- 
nische Theilung, nicht die Theorie der Transversalen) zu entlehnen; 
auch nicht in den einfachern Fállen, die das Projections-Verfahren nach- 
her zu verallgemeinern lehrt. Und endlich die Theorie der idealen Chor- 
den, die Hauptgrundlage des fruchtbaren principe de continuité, ist nach 
meiner Ansicht nichts Anders als eine geometrische Umschreibung der 
algebraischen Theorie der imaginären Wurzeln solcher Gleichungen, zu 
denen man gelangt, wenn man die Coordinaten zwischen den Gleichun- 
gen zweier Curven eliminirt: das Princip ist also schon von selbst in 
der allgemeinen analytischen Behandlung enthalten, und bat hier nichts 
Gewagtes, wie in der rein geometrischen Behandlung, für welche mir 


“ 
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dasselbe, dessen ungeachtet, die schönste und eine nothwendige Erweite- 
rung däucht. 

Das, was die beiden in Rede stehenden Metlioden mit einander ge- 
mein haben und wovon bei den alten Geometern, die mit ängstlicher Ge- 
wissenhaftigkeit alles Einzelne zusammenreihen, fast keine Spur vor- 
kommt, sind jene allgemeinen Gesichtspuncte oder Principien, unter 
denen sie die Sätze zusammenfassen und dadurch aus einzelnen bewie- 
senen Sätzen sogleich viele ableiten. Hierhin gehóren zunächst die Theo- 
rie des Projicirens und das principe de continuité, deren Vortheile, nach 
dem oben Bemerkten, in der Verbindung allgemeiner Symbole vermittelst 
unbestimmter Coéfficienten einschliefslich enthalten sind. Hierhin gehort 
die Poncelet-, Gergonnesche Theorie des polaires réciproques (principe 
de dualité), die jeden Satz verdoppeln lehrt und die nur ein specieller 
Fall des Princips der Variation der Constanten ist, über das ich bereits 
schon an einem andern Orte einige Andeutungen gegeben habe und das 
ich später mit aller Ausführlichkeit behandeln werde. Hieran reiht sich 
endlich auch dasjenige neue Princip, von dem am Ende dieses Aufsatzes 
kurz die Rede sein wird, nach welchen man sogleich alle Sátze der linearen 
Situations- Geometrie auf die Curven irgend einer beliebigen Ordnung im 
Allgemeinen, und insbesondere auch auf Kreise etc. übertragen kann. 

Zuvörderst ist es aber nothwendig zu zeigen, wie solche Sätze, 
die sich auf den Durchschnitt von geraden Linien beziehen, sich, in- 
dem man sie direct angreift, vermittelst allgemeiner Symbole und unbe- 
stimmter Coéfficienten heweisen lassen. Hier mufs ich mich auf ein 
Paar Beispiele beschranken, die einen Theil einer grofsern Abhandlung 
bilden. Neue Sätze zu beweisen, liegt hier natürlich nicht in meiner Ab- 
sicht, wohl aber, nebenher wenigstens, durch ein passendes Beispiel zu 
belegen, wie jeder hierher gehürige Satz, auch der zusammengesetzteste, 
sich ohne Mühe der Methode schmiegt. Hiernach wendete sich meine 
Aufmerksamkeit auf eine Gruppe von Sätzen die im Maihefte des Jahres 
1828 der zu Montpellier erscheinenden Annales des mathématiques 
zum Beweise vorgelegt worden ist, und die mir vorzugsweise elegant 
schien. Diese Auswahl mufste mir um so passender scheinen, als seit- 
‚dem durchaus nichts weiter über diese Gruppe von Sätzen erfolgt ist, 

und wie ich jetzt glauben mufs, auch ihr Urheber dieselbe nicht bewie- 
sen hat, da sie zum Theil falsch sind. 
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§. 1. 


Beispiele des Gebrauchs allgemeiner Symbole und unbestimmier Coéfficienten. 


2. „Wenn die Seiten zweier Dreiecke sich, paarweise genom- 
men, in solchen drei Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen, so 
: erhält man aufserdem noch sechs Durchschnittspuncte. Wenn man je 
„swei dieser sechs Puncte durch gerade Linien verbindet, so erhält man 
fünf und vierzig neue Durchschnittspuncte, von denen (die obigen drei 
in gerader Linie liegenden mitgerechnet) sechszig mal drei in gerader 
Linie liegen.” 
Wir wollen die Seiten der beiden Dreiecke durch die Gleichungen: 
PSS, fe DCR op PES, (MIU 

und diejenige gerade Linie, auf welcher die drei Durchschnitte dersel- 

ben liegen, durch; 
dd 
darstellen. Alsdann sind die Bedingungen des vorstehenden Satzes durch 
folgende Gleichungen ausgedrückt: | 
a-j-a/zd,*) bo +b=d, e--c'— d, 
oder auch, da über die gerade Linie d (deren Gleichung: d — 0) durch- 
aus keine nähere Bestimmung im Satze vorkommt, durch folgende: 
| ae = b+b=c+ ec" 
Wir erhalten alsdann, als einzelnen Fall des obigen Satzes, folgende 
drei Puncte: | 
[oun eo eye [O30 (a, cac) s Ley (ap boua $5) $535) 
die in gerader Linie liegen. 


*) Wenn wir durch a, a’ und d lineare Ausdrücke von der Form (y+ 4x+ B) bezeich- 

nen; so erhalten wir, wie bekannt, wenn die drei geraden Linien: 
4 — 0, a 'rz0, "d'z 0, 
durch denselben Punct gehen sollen, folgende Bedingungs - Gleichung: 
p à d- uh af = d, 

in welcher # und a’ zwei Coëfficienten bezeichnen, Statt dieser Gleichung können wir offenbar 
auch die Gleichung des Textes nehmen, wenn wir unjer a und a’ Ausdrücke von der allgemcinern 
Form (Ay -t- Bx 4- C) verstehen. 


**) Wenn (a) und (b) zwei Puncte bezeichnen, so stellen wir diejenige gerade Linie, die durch 
diese beiden Puncte geht, durch (a, 5) dar; wenn (a) und (b) zwei gerade Linien bezeichnen, so 
stellen wir durch (a, 5) ihren Durchschnittspynct dar. Hierpach ist [(2, b), (e, d)), oder, was wir. 
hiermit für identisch nehmen, [a, b; c, d], wenn (a), (b), (¢) und (4) Puncte bedeuten, der Durch- 
sebnitt der geraden Linien (a, b) und (e, d); wenn aber jene "Buchstaben gerade Linien bedeuten, 
diejenige neue gerade Linie, welche die beiden Puncte (a, b) und (c, d) verbindet, 
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Nach unserer Methode greifen wir diesen Batz ganz direct, oder, 
wie man sich hier auch ausdrücken kann, rein synthetisch an. Wir 
bilden zunächst die Gleichung für die geraden Linien (4, c^) und (^, c), 
dann für (a, c^ und (a', c), dann die Gleichung für die gerade Linie: 

(la, (5, c'; b^c)], [b, (a, es a'c)l}, 
und SHAE endlich, dafs diese Linie auch durch den dritten Punct 
{e, (a, à'; MT | 
geht. Wir kommen hierzu ungemein leicht auf folgende Weise: 
Aus der Bedingungs- Gleichung: 
b+b = c+c 


bc = c— b!. 
Da also die beiden Theile dieser Gleichung identisch sind, stellen 
4. b—c —0, c--b! = 0, 

dieselbe gerade Linie dar, und diese Linie geht, wie die Form der ersten 
dieser beiden Gleichungen (die eine algebraische Folge aus den Glei- 
chungen 5 — 0 und c’=0 ist) zeigt, einerseits durch den Punct (6, c^, 
und, wie die Form der zweiten Gleichung zeigt, andrerseits durch den Punct 
(5, c); ist also keine andere als die gerade Linie (6, c^; 5’, c). Diese Linie 
wird also durch jede der beiden identischen Gleichungen (1.) dargestellt. 


folgt : 


Ganz auf ühnliche Weise, oder auch durch blofse Buchstaben- 
Vertauschung, erhalten wir für die geraden Linien (a, c5 a’c) und 
(a, b'; a’, b) folgende Gleichungen: © | | 

2m 0 — 6 E0780 104—320: 

3. a—b= 0, b—a = 0. 
Hiernach sehen wir sogleich, dafs die drei AU Linien (2, c'; b’, c), 
(a, c'; j a’, c) und (a, b'; ab): 


_ 


N c—b’= 0, gc cc 0, bu = 0, 
respective von den geraden Linien: 
(3 C b = 0, ECCE ID. 


. in solchen drei Puncten geschnitten werden, die in gerader Linie liegen. 
Denn, wenn wir die bezüglichen Gleichungen addiren, so kommt: 
at+o—b/=0, a+b—c=0, b+c—a = 0: 
Gleichungen, deren erste Theile unter sich identisch sind und identisch 
mit dem ersten Theile folgender Gleichung: 
4. atbte—d=0. 
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3. Auf ganz ühnliche Weise kónnen wir den Beweis führen, dafs 

folgende drei Puncte 
CN QC 33442 Ple CM CC M IE GAL CAL AIT 
in gerader Linie liegen, was auch sogleich aus der Symmetrie der Be- 
dingungs- Gleichungen in Beziehung auf a, b, c und a’, b', c' hervor- 
geht. Und zugleich erhalten wir hiernach auf der Stelle für die Glei- 
chung dieser geraden Linie aus (4.) folgende: 
9. +’ +‘ —d=0. 

Wenn wir die beiden Gleichungen (4. und 5.) addiren, so ergiebt 

sich, mit isi ebrius der Bedingungs- Gleichungen: 
6. uw — 0. 

Es gehen also die drei geraden Linien (4., 5. und 6.), mithin drei von 
den sechszig im Satze der vorigen Nummer bezeichneten geraden Li. 
nien, durch einen und denselben Punct. In der 5. Nummer werden wir 
einen zweiten Beweis desselben Satzes geben. 


4. Es ist bekannt, dafs diejenigen sechs Durchschnitte der Sei. 
ten des Dreiecks a‘b’c', die nicht schon in die gerade Linie d fallen, 
auf einer Linie zweiter Ordnung liegen, und somit folgt der Satz der 
2. Nummer unmittelbar aus dem Pascalschen Satze vom eingeschrie- 
benen Sechseck. Mir kam es hier, indem ich den Schlufs dieses Auf- 
satzes im Auge hatte, darauf an, einen solchen Satz zu beweisen, der 
sich blofs auf den Durchschnitt von geraden Linien bezieht, und den 
Beweis blofs durch allgemeine Symbole und unbestimmte Coéfficieuten 
zu führen. 


Der Kürze wegen wollen wir die sechs Puncte (Winkelpuncte des 
eingeschriebenen Sechsecks): 


(5,0, (bc), (c5), (c4), (ac) (2,55, 
(1) QU NC (0, (9$) (6), 


bezeichnen, so dafs also die geraden Linien: 


(Qiu Q oper Fant Co Pre OH pt oF 


(5,6), (4,2, (3,4), (1,4) (3,6) (2,5), 
dargestellt werden. Hiernach stellt 3. B. die Gleichung (4.) diejenige 
gerade Linie dar, welche durch diejenigen drei Puncte geht, in welchen die 
im nachstehenden Schema untereinander gestellten Linien sich schneiden: 


durch: 


durch 
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(1,2) (53) ($4 

(4,5) ($6) (6,1), 
denn der Punct (1, 2) ist kein anderer als: [b,(c,a'; a, c^] u. s. w. In- 
dem wir die Aufeinanderfolge der Winkelpuncte des Sechsecks auf alle 
mögliche Weise ändern, erhalten wir 6.5.4.3.2.1 = 720 solcher ver- 
schiedenen Schemata, von denen aber zwolf und zwolf dieselben drei 
Puncte bezeichnen, so dafs wir nur sechszig solcher verschiedenen Li. 
nien erhalten. Der Kürze halber wollen wir die diese Linien darstel. 
lenden Schemata durch die Aufeinanderfolge der in diesen vorkommen- 
den Ziffern bezeichnen, so dafs z. B. das vorstehende Schema (7,) durch 
123456 bezeichnet wird. Auf diese Weise erhalten wir für jene 
sechszig gerade Linien, die wir, der Kürze halber, Pascalsche nennen 
wollen, folgende sechszig Symbole, die wir, mit Rücksicht auf das Fol. 
gende, sogleich in zwanzig Gruppen zu drei ordnen. 


142536 123456 162534 163452 
162435) I 163254? VI 142635) XI 123654) XVI, 
152634 143652 152436 143256 
132546 123465 162543 153462 
162345} II 153264) VIL 132645) XI, 123564! XVII, 
152643 143562 152346 . 143265 
132456 124356 162453 164352 
162354) II, - — 164253) VII, 132654) XIII, ^ 124653 XVII, 
142653 134652 142356 134256] 
132465 124365 152463 154362 
152364) IV, 154263) IX, 132564! XIV, 124563} XIX, 
142563 134562 142365 134265) - 
123546 125364 | 163542 . 0 145362) 
163245) V, - 145203 X 123645) XV, : 125463, XX. 
153642 135462 153246 135264 


^k yy) Wenn die Seiten zweier Dreiecke, paarweise genominen, 
sich in solchen drei Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen, so 
gehen diejenigen drei geraden Linien, welche die diesen Seiten gegen. 
überliegenden Spitzen. der beiden Dreiecke verbinden, durch einen und. 
denselben Punct." 
Bei derselben Bezeichnung, als in der 2. Nutimer, sind Herr drei 
sich in demselben Puncte schneidenden geraden Linien folgende: 
(a,b; 6, 0), (a,c; afc’), (b,c; b'c'); 
für deren Gleichungen wir, ganz ähnlich wie in der eben genannten 
30% 


274 19. Plücker, über ein neues Princip der Geometrie. 


Nummer, aus den Bedingungs-Gleichungen : 
a+e = b<+b = c+c! 
folgende erhalten: 


8. a—b—0, oder — (o/—i^) = 0; 
9. a—c—0, -  —(a'—c)z0; 
10. b—c —0, - —(b—c) = 0. 
UE wir die Gleichungen (8.) von den Gleichungen (9.) ab, so erhalten 
wir die Gleichungen (10.) Es gehen also die drei bezüglichen geraden Li- 
nien durch denselben Punct, und somit ist der vorstehende Satz bewiesen. 


6. Wenn wir wieder von dem einschreibbaren Sechseck ausge- 
hen, so sind die drei geraden Linien (8.), (9.) und (10.) keine anderen als 
diejenigen, denen folgende Schemata entsprechen: 

Oi het OST Ta > ORT 

5,6 6,3 [3,2] 6,5 5,2 [2,3] 4,3 3,6 [6,1]]- 
mithin die zweite, dritte und erste Pascalsche Linie der XVI. Gruppe. 
Hiernach finden wir durch Ziffern- Vertauschung, dafs auch die drei 
Linien jeder der übrigen 19 Gruppen in demselben Puncte sich schneiden. 

Dasselbe können wir auch direct für jede dieser Gruppen auf 
folgende Weise zeigen. Nehmen wir z. B. die drei Linien der I. Gruppe, 
denen folgende Schemata entsprechen: 

1,4 42 [2,5] . [1,6] 62 2,4 1,5 [5,2] 2,6 
$3 36 [61] [43] 35 51 6,3 [3,4] 4,1 
so können wir diese Linien, indem wir von den eingeklammerten Li- 
nien-Symbolen abstrahiren, durch die Durchschnitte der drei Linien 
(1,4), (4,2) und (2,6) mit den drei Linien (6,3), (3,5) und (5,1) construi- 
ren. Es liegen aber die übrigen drei Durchschnitte dieser beiden Li- 
nien -Systeme in gerader Linie, denn das Schema: 
1,4 42 2,6 
A E 3,5 95,1 
entspricht der 2. Linie der XI. Gruppe. Und somit ist nach der 5. Num- 
mer das zu Beweisende dargethan. (Wenn wir durch andere Durch- 
schnitte die drei Schemata (11.) construirt hätten, so hatten wir statt 
(12.) zwei solche Schemata erhalten, die den beiden übrigen Linien der 
XI. Gruppe entsprechen:) 

Man kann hiernach den allgemeinen Pascalschen Satz mit dem 

eben bewiesenen in folgende Aussage zusammenfassen: 
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Wenn in eine Linie zweiter Ordnung ein beliebiges 
Sechseck beschrieben ist, und man bildet drei Dreiecke, 
zwei aus den zweimal drei gegenüberliegenden Seiten, und 
das dritte aus den drei Diagonalen desselben, so liegen die 
neun Spitzen dieser drei Dreiecke auf solchen drei geraden 
Linien, die in demselben Puncte sich schneiden. 

Solcher Durchschnittspuncte erhält man für dieselben sechs, auf 
dem Umfange einer Linie zweiter Ordnung beliebig angenommenen Puncte, 
zwanzig verschiedene. Diesen zwanzig Puncten entsprechen die zwan- 
zig Gruppen der 4. Nummer. 


7. Von den zwanzig Durchschnittspuncten dreier und 
dreierPascalscher Linien liegen funfzehn mal vier in ge- 
 rader Linie, so dafs solcher gerader Linien. durch jeden 
Durchschnittspunct drei verschiedene gehen. 

So liegen z. B. die vier Puncte, in welchen sich die drei Linien 
jeder von den folgenden vier Gruppen schneiden, in gerader Linie: *- 


123456 123465 124356 124365 
163204 VI, 153264, VII, 164253, VIII, 154263 IX. 
143652 143562 134652 134562 


Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir wiederum keinen andern 
Satz zu Hülfe zu nehmen als den Pascalschen. Der Kürze wegen wol- 
len wir denjenigen Punct, in welchem sich drei Pascalsche Linien 
schneiden, durch die dieser Linien-Gruppe beigesetzte römische Ziffer 
bezeichnen, so dafs also z. B. die vier Puncte VI, VII, VIII und IX 
nach dem Vorstehenden in gerader Linie liegen. Wir wollen ferner 
die drei durch den Punct I. gehenden Pascalschen Linien in derjeni- 
gen Ordnung, wie sie sich in der ersten Gruppe finden, durch I,, L, I; 
mit den beigefügten Ziffern 1, 2, 3 bezeichnen und dem entsprechend 
alle übrigen, so dafs z. B. die gerade Linie 134652 durch VIII, bezeich- 
net wird. | 
Hiernach liegen auf der Pascalschen Linie VI, die drei Puncte: 
13. (1,2; 45), (2,3; 5,6), (3,43 6,1). 
Durch den ersten dieser drei Puncte geht auch die Pascalsche Linie: 
134562 oder IX,, 
durch den zweiten Punct die Linie: F 
123465 oder VII,, | #+ 


276 19. Plücker, uber ein neues Princip der Geometrie. 


und endlich durch den dritten Punct:, | 
124356 oder VII. 
Wir können also die drei Puncte bei en auch auf folgende Weise be- 
zeichnen: 
(4,2, IX), (6,6), VIL) (G,4, VIIL). 

Weil diese drei Durchschnittspuncte in gerader Linie liegen, so liegen 
ie Durchschnitte von 

(1,25 mit . VII, Ed VIII, 

(5,6) - IX, »- VL, 

(BREAKS VII 
alle sechs auf einer Linie zweiter Or 'dnung. Nun ist aber sogleich aus 
unserer Bezeichnung ersichtlich, dafs 

VII, und VIII,*) so wie VIII, und VII, sich auf (1,2), 

IX, - Vl - - VII, - IX, =  - (5,6), 

IX, - VIL - - VI, - IX, *- - 0° 
schneiden; so dafs mithin jené sechs auf einer Linie zweiter Ordnung 
liegenden Puncte sechs der neun Durchschnittspuncte der beiden Linien- 
Systeme: | 
| VIL, VHL, IX, und VIL, VIL, IX, 
sind. Die drei übrigen Durchschnitte, nemlich | 

CVD GeV IN) CV HT SVIES TX, x 4 
welche keine andere sind, als die drei Puncte Vu, VIII und 1X, lie 
gen also in gerader Linie. 

Wenn wir die Ziffern 5 und 6 mit einander vertauschen, so ver- 
wündelt sich die VIH. Gruppe in die IX., und diese gegenseitig in jene, 
die VI. Gruppe in die: VIL; und diese in jene. Es liegen also auch die 
drei Püncte "VI, VIII und IX, und mithin’ alle vier Puncte: VI, VII, 
VIII und IX, in gerader Linie, 

8 Es bleibt uns jetzt nur noch zu zeigen übrig, wie die in Rede 
stehenden zwaıtig Puncte sich zu solchen vier’, die in gerader Linie 
liegen, ERHEBEN) und wie viele solcher dac ut vier jener 
Puncte enthalten.  : 


*) VII und VIII, sind die durch folgende beiden Schemata bezeichrieten Linien: 
1,2 23 3,4 1,3 3,4 4,6 
45 05251 ^. 465152 2,4. 
Beide Linien gehen also durch den Punct ((1,2), (4 ‚695 dor, wir seine Bezeithnung anzeigt, auf der 
geraden Linie (1,2) liegt, QU N N 
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In der combinatorischen Zusammenstellung der in zwanzig Grup- 
pen geordneten sechszig Symbole (4. Nummer) ist Folgendes beobachtet 


uc c = — 20 verschiedene Ar- 


worden. Sechs Elemente lassen sich auf = 


ten zu drei combiniren, und also auf leas Weise in zweimal drei 
Elemente theilen. So erhält man z. B. 1, 2, 3 und 4, 5, 6. Schreibt 
man nun die drei ersten Elemente in die erste, dritte und fünfte Stelle, 
und die drei andern, nach einander, in die zweite, vierte und sechste, 
in die vierte, sechste und zweite, und endlich in die sechste, zweite und 
vierte Stelle, so erhalt man die erste Gruppe: 

142536 

1°6 284.385 | I 

152634! 
Diese Gruppe kónnen wir also durch das Schema (ae). mit welchem 


folgendes CB gleichbedeutend ist, darstellen.- Indem man die drei er 


sten Elemente, statt in der Aufeinanderfolge 123, in der Ordnung 231 
oder 312, und die drei letzten Elemente, statt in der Aufeinanderfolge 
456, in der Ordnung 564 oder 645 nimmt, bekommt man keine neuen : 
Linien. Man erhalt ebenfalls keine neuen Linien, wenn man die Per- 
mutationen 123, 231, 312, und zugleich die Permutationen 456, 564, 645 
in umgekehrter Ordnung nimmt. Hiernach wird also die I, Gruppe 
s. B. durch folgende gleichbedeutende Symbole dargestellt: 
^M. d 123 231 132 
(ase) (456) (546) 

Man erhalt aber eine neue Gruppe, wenn man die Permutationen 123, 
. 231, 312 umkehrt und die Permutationen 456, 564, 645 nicht umkehrt.. 
Diese neue Gruppe, die XL, wird z. B. durch folgende gleichbedeutende i 


Symbole dargestellt: 
(53 (22) ES 
\654)?  \456/- \456)' 
Auf diese Weise erhalten wir die obigen 2. 10==20 verschiedenen Gruppen. 


| Denjenigen vier Puncten VI, VII, VIII und IX, die, wie wir 

in der vorigen Nummer bewiesen haben, in gerader Linie liegen, ent- 
sprechen also folgende Symbole: CTI | 

135 136 [45V ^ 146 

(246) BED" (s is ERIE 


Es giebt also so oft mal vier Puncte, die in gerader Linie liegen, als 
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wir durch Ziffern- Vertauschung in dem letzten Schema, Schemata für 
neue Gruppen erhalten. 


Wir wollen zunächst untersuchen, wie viel neue Schemata wir 
auf diese Weise erhalten, in denen die Gruppe Ga also die VI. Gruppe, 


vorkommt, odér, was dasselbe heifst, mit wie viel mal drei Puncten der 
Punct (VI) in gerader Linie liegt. 


Wenn wir das letzte Schema ansehen, so ist klar, dafs wir das- 
selbe unmittelbar hinschrejben können, wenn wir eine Gruppe desselben 
mit dem ihr in jenem Schema zugehorigen Ziffern-Symbol, und die 
Stelle, die diese Gruppe einnimmt, kennen. Überdies ist leicht ersicht- 
lich, dafs jenes Schema dieselben Gruppen umfafst, welche Stelle wir 
jenem Ziffern- Symbol auch anweisen mógen. Nun wird aber die VI. 
Gruppe durch folgende 18 verschiedene Ziffern - Symbole: 


246)» Cio). 230)» (102)» G62)» cz)» (624) (G2) (623): 
(Gi2) (6) (8) (6) (426) (a) 262)» Gos)» (064): 
dargestellt, und noch durch eben so viele andere, indem man P) mit 


T vertauscht u. s. w. Jedem dieser Ziffern-Symbole entspricht ein 


Schema, das wir nach dem eben Bemerkten sogleich bilden kônnen. 
Unter allen diesen Schematen sind aber nur drei verschiedene, Um 
diese zu bilden, braucht man nur die drei ersten der vorstehenden Sym- 
bole zum Grunde zulegen. Man erhält alsdann, indem man denselben die 
ersten Stellen giebt, die drei ersten Schemata der dieser Nummer am 
Ende beigefügten Tafel. 


Wir sehen hieraus, dafs jeder der zwanzig Puncte, in welchen 
drei Pascalsche Linien sich schneiden, mit dreimal drei andern auf 


drei geraden Linien liegen. Wir erhalten also im Ganzen 20:3 2215 


solcher geraden Linien, auf deren jeder vier von jenen zwanzig Durch- 
schnittspuncten liegen.  Hiernach erhalten wir folgende Tafel, in der 
wir die Klammern fortgelassen haben. 


19, Plücker, über ein neues Princip der Geometrie, 279 


135 136 145 146 
246 245 236 21 
351 356 341 346 
246 245 256 251 
513 22516 543 546 
246 243 216 213 
365 361 345 5 341 
241 245 215 215 
615 613 645 643 
243 245 213 215 
431 436 451 456 
256 251 2300 4 231 
034 536 | 514 516 
216 214 230 234 
433 431 465 461 
201 265 231 235 
635 634 615 614 
214 215 234 235 
563 564 513 514 
214 213 264 263 
163 165 143 145 
245 243 265 : 263 
463 461 453 | 451 
251 23 261 263 
613 614 653 654 
254 253 261 263 
143 146 153 156 
256 253 246 243 
345 346 315 316 
216 248) 246 245 


| vi, VIL VIN, 
II, V, 
X, W, 


XI, VIL IV, 


X, VI, XL _ 


XV, XIII VIII, 


XIV, II, VIII, 


XII, XIII, X, 


XII, XIV, 


jv 

n 

ES 

| XIV, V, IX, 
} 

eet X V) 

| I, XIX, JV, 
} XVII, XE ME 

| xv, XIX, XVI, 


} XIV, XIII, XVI, 


XX. 


XVII. 


.9. Der im Eingange schon erwähnte, in CU EYE 8 Annalen 5 
zum Beweise vorgelegte Satz ist würtlich folgender: 
Six points, pris arbitrairement sur le périmètre d'une conique 
quelconque, sont les sommets de soixante hexagones inscrits et les points. 
de contact de soixante hexagoneg circonscrits (C arnot, Géométrie de 
position) lesquels jouissent des propriétés suivantes. 


*) Théorémes sur )Hexagrammum mystieum, proposés à démontrer par Mi J. Steiner, de 


Berlin. Gerg. Ann. vol. XVII, p. 339. 
Crelle’s Journal d. M. V. Bd. 2. Hft. 


iu 
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1°. Dans chacun des hexagones 
inscrits les points de concours des 
directions des cotés opposés appar- 
tiennent tous trois à une méme droite 
D (Pascal), de sorte qu'on obtient 
ainsi soixante droites D. 

2°. Ces soixante droites D con- 
courent, trois à trois, en un méme 
point p, de sorte qu'on obtient ainsi 
vingt points p. 

3*. Ces vingt points p appartien- 
ment, quatre à quatre, à une méme 
droite 6, de sorte qu'on obtient ainsi 
cinq droites 0. 

4°, Ces cinq droites concourent 
en un même point 0. 
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1°.. Dans chacun des hexagones 
circonscrits, les droites qui joignent 
les sommets opposés concourent tou- 
tes trois en un méme point P (B rian- 
cho n), de sorte qu'on obtient ainsi 
soixante points P, 

Ces soixante points P appar- 
tiennent, trois à trois, à une méme 
droite d, de sorte qu'on obtient ainsi 
vingt droites d. 

3% Ces vingt droites d concou- 
rent, quatre à quatre, en un méme 
point o, de sorte qu'on obtient ainsi 
cinq points c. 

4°. Ces cinq points & appartien- 
nent à une méme droite 0. 


5°. Les soixante points P sont les pôles respectifs des soixante droites D. 
i Les vingt points p sont les pôles respectifs des vingt droites d. 
. Les cing points & sont les pôles respectifs des cing droites 0. 
i Enfin, le point a’ est le pôle de la droite 0. 
Nach dem Vorhergehenden sind 3° und 4° und mithin 7 7° und &° 
nicht richtig, und von 3° an müssen wir Folgendes substituiren: * 


3* Ces vingt points appartien- 
nent à quinze droites J, dont cha- 
cune en contient quatre, de sorte 


que par chacun des vingt points pas- . 


sent trois de ces quinze droites. 


3°. Ces vingt droites concourent 
en quinze points c, par chacun des- 
quels en passent quatre, de sorte que 
chacune des vingt droites contient 
trois de ces quinze points. 


4, Les soixante points P sont les pôles respectifs des soixante droites D. 
5°. Les vingt points p sont les pôles respectifs des vingt droites d. 
. Les quinze points & sont les pôles respectifs des quinze droites 0. 
Der zweite Theil der doppelten Colonnen folgt: aus dem erstern 
unmittelbar nach der Zhéorie des polaires réciproques. 


§. 


2, 


Neues Princip der Situations-Geometrie. 
10. Die in der 2. und 5. Nummer angewendete Beweis- Art, die 
sich auf alle Sátze über den Durchschnitt von geraden Linien ausdeh- 
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nen lälst, können wir allgemein auf folgende Weise näher bezeichæen. Wir 
stellen alle gegebenen geraden Linien durch Gleichungen wie de dar: 
q^ez:.03! b 55:0, etc.) | 
Ada erhalten wir die Bedingungen, auf welchen ein solcher Satz be 
ruht, durch Gleichungen von folgender Form ausgedrückt: 
LRO SCT u, yr S0 ; 
in denen p, y, . . . unbestimmte Coéfficienten bedeuten, oder, richtiger 
ausgedrückt, solche Coëflicienten, die wir nicht zu bestimmen brauchen. 
In den Fällen der beiden angezogenen Nummern könnten wir solche 
Coéfficienten ganz entbehren, und die entsprechenden Gleichungen wären: 
ee =b5b+b =cH+c. 
Alsdann sind also die Beziehungen der gegebenen geraden Linien zu 
einander vollkommen ausgedrückt, und wir können alle andern gera- 
den Linien, die durch die Durchschnitte der gegebenen bestimmt sind, 
durch Gleichungen von der Form; | 
POT Ehe cse ey Vy cate) = 0, 

hen. in welchen y, v, . .. dieselben oben vorkommenden Coëfficienten 
bedeuten. Wir erhalten also ‘auf diese Weise direct die Gleichungen der. 
jenigen geraden Linien, auf welche sich die Aussage des Satzes bezieht, 
welche wir alsdann unmittelbar aus der Form dieser Gleichungen er 
kennen. Die in der 2. und 4. Nummer ausgeführten Beispiele machen 
dies hinlänglich klar. Ein anderes Beispiel hat schon früher'Herr Hei- 
nen im 3. Hefte: des 3. Bandes dieses Journals mitgetheilt. 

11. Indem wir auf die angezeigte Weise den Beweis für einen Sata 
über gerade Linien führen, haben wir eine unzählige Menge von Sätzen 
bewiesen. Denn, wenn wir durch o, 0, . . , nicht mehr lineare Aus. 
drücke, sondern allgemeine Functionen desselben beliebigen Grades zwi- 
schen: zwei veränderlichen Grofsen darstellen, so behalten die Bedingungs- 
Gleichungen (1) ihre Bedeutung, so wie auch alle Gleichungen bis za 
den Endgleichungen hin. Das Einzige fast, was sich ändert, ist die An- 
zahl der Durchschnitte. Wenn ein solches Deweis-Scbema vorliegt, so 
kónnen wir dasselbe auf Linien jeder beliebigen Ordnung beziehen. Wir 
können hiernach, die Möglichkeit eines solchen Schema vor- 
ausgesetzt, auch ohne dafs ein solches vorliegt, aber allerdings mit 
einiger Vorsicht, jeden Satz der linearen Situations- Geometrie auf Li- 
hieu jedes beliebigen Grades iibertrag: n. 

36 * 
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12. Machen wir eine Anwendung hiervon auf die in 6. 1. be- 
wiesenen Sätze, so erhalten wir auf der Stelle folgende: 

Wenn auf einer gegebenen Linie 7zter Ordnung (d) sich drei Paare 
von Linien derselben Ordnung, a und a’, 5 und 5’, c und c' schneiden, 
so schneiden sich a, 5, c und a’, à’, c aufserdem noch in sechs Grup- 
pen von #° Puncten, die auf einer Linie der 2’nten Ordnung liegen. Aus 
der 2. und 3. Nummer ergeben sich alsdann folgende Sátze. Durch drei 
mal zwei der sechs Gruppen von m* Durchschnittspuncten lassen sich. 
drei neue Linien der ;zten Ordnung legen, die wir, ähnlich wie bei Li- 
nien erster Ordnung, durch 

2. (a, b/; a’, b), (a, c: a^, c), (b es b/c), 

bezeichnen können. Diese werden, respective, von den gegebenen Li- 
mien miter Ordnung: 

C1125.1 06; 
in dreimal m* Puncten geschnitten, die alle auf einer und derselben neuen 
Linie 7nter Ordnung (g) liegen. Dieselben Curven (2.) werden, respec- 
tive, von den drei übrigen gegebenen: 

CR bla), 
ebenfalls in selchen 377° Puncten geschnitten, die auf oiner Curve der 
mten Ordnung (4) liegen. Die beiden Curven (g) und (4) schneiden die 
gegebene (d) in denselben 77° Puncten. 

In der Beweisführung der 5. Nummer ist folgender allgemeiner 
Satz enthalten. Diejenigen drei Curven mter Ordnung, die durch fol- 
gendes Schema dargestellt werden: 
| (3900 (a, bia, à), (a, 05 a!,0c9 pe (be; bic), 
gehen alle drei durch dieselben 77° Puncte. Solcher Curven, die durch 
dieselben 71° Puncte gehen, erhalten wir aufserdem noch dreimal drei, 
nemlich jedesmal zwei der Curven (2) und eine der Curven 8); was 
sogleich aus Accent- Vertauschung sich ergiebt *). 


*) Den ganzen Satz der 9. Nummer über sechs Puncie, durch welche sich eine Linie zwei- 
ter Ordnung legen läfst, können wir nicht, ohne Weiteres, auf Curven einer beliebigen Ordnung 
ausdehnen. Denn durch tie beiden Durchschnitte von zwei Paaren gerader Linien läfst sich immer 
eine nene gerade Linie legen; nicht aber, im Allgemeinen, eine Linie mter Ordnung durch die 
am? Durchschnitte zweier Paare von Linien mter Ordnung. So läfst sich z. B., wenn wir auch 
hier die Bezeichnung der 4. Nummer beibehalten, im Allgemeinen keine Linie mter Ordnung durch 
die beiden Gruppen von m? Durchschnitten (1.) und (3.) legen. Wir können aber, und dies ist 
wehl zu bemerken, auch für den Fall linearer Gleichungen die Gleichung der geraden Linie (1. 3.) 
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Wenn wir die Gergonnesche Eintheilung der Curven in Clas- 
sen adoptiren wollen, so können wir unmittelbar nach der bekannten 
Théorie des polaires réciproques die vorstehenden Sätze verdeppeln. 

13. Was wir in der 11. Nummer von den Curven jedes: beliebi- 
gen Grades im Allgemeinen gesagt haben, gilt mit gleichem Rechte 
auch von allen speciellen Arten der Curven eines beliebigen Grades, die 
durch die allgemeine Gleichung dieses Grades, in welcher zwischen den 
Constanten beliebige lineare Bedingungs-Gleichungen Statt finden, oder 
in welchen insbesondere: gewisse Constanten Null oder ein für allemal 
bestimmt sind, dargestellt werden. Wenn in diesen Fällen 

CIO dl N) 
zwei solche Curven darstellen, so stellt x die Gleichung 
pa—+vb = 
eine Curve derselben Art dar, worauf es on tic allein ankommt. 

Durch diese Betrachtungen gewinnt das in Rede stehende Princip 
der Situations- Geometrie sehr an Fruchtbarkeit. So kónnen wir z. B. 
durch a, 5, . . . Ausdrücke von der Form 

p T(y— + Ge) — el 
oder von folgender Form: 
: B y*d- 24 xy + Bat+ ayy +285 e 
darstellen, mithin (bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten) 
auf Kreise oder auf gleichseitige Hyperbeln alle Sátze über den Durch- 
schnitt von geraden Linien übertragen. 

14. Für den Kreis z. B. erhalten wir hiernach aus dem Vorher- 
gehenden folgende Sätze: | 

Wenn auf einem gegebenen Kreise (oder einer gegebenen gera- 
den Linie) sich sechs Kreise, paarweise genommen, schneiden, so schnei- 
den die zweimal drei Kreise sich überdies noch in sechs Paaren von 
Puncten. Durch diese sechs Puncten-Paare, zu zweien genommen, lassen 
sich noch drei Kreise legen. Von den neun Kreisen, die wir auf diese 
Weise, den gegebenen nicht mitgerechnet; erhalten, schneiden sich zwei- 


auf keine bestimmte VVeise ausdrücken, wenn wir über die Symbole a, b u. s. w. keine andere Be- 
stimmungen machen, als in der 2. Nummer. — Eine Gleichung wie folgende: 

pa ula! zz vb 4- vy! bh. ‘ 
drückt, allein für sich, wenn a, b, a’ und b’ linear sind, keine Beziehungen zwischen den bezüg- 
lichen geraden Linien aus: wohl aber, wenn a, b, a! und 5‘ von hóherm Grade sind, Pause 
zwischen den bezüglichen Linien höherer Ordnung. 
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anal drei Paare in zweimal sechs solchen Puncten, die auf zwei neuen 
Kreisen liegen (Nro. 2.. Diese beiden neuen Kreise haben mit dem ge 
gebenen « dieselbe Chorde (Nro. 3). . 1 

‘Wenn auf einem gegebenen Kreise sich E Paare von fein 
schneiden, so lassen sich im .Ganzen sechs nene Kreise durch die zwei- 
mal zwei Durchschnitte von zweimal zwei derselben legen. Von diesen 
sechs Kreisen schneiden sich viermal drei in denselben beiden Br 
ten (Nr. 5.). 

Es ist klar, dafs w wir theilweise auch gerade ten an die Stelle 
von Kreisen, wie überhaupt an die Stelle von Linien einer beliebigen 
Ordnung, deren Asymptoten parallel sind, Linien der (7—1)ten Ord- 
nung setzen können. - 

15. Man sieht leicht ein, dafs man nach dem in Rede stehenden Pan 
cip auf diese Weise eine grolse Menge von Sätzen über die Durchschnitte 
(reelle oder ideale, oder über Berührungen) von Kreisen erhält, wenn wir 
nach einander von allen bekannten, namentlich auch von den einfachern 
Sätzen über die Durchschnitte von geraden Linjen ausgehen und alle 
einzelnen Fälle discutiren. Und dapn erhalten wir nach der Théorie 
des polaires réciprogues eben so viele Sätze über solche Linien zweiter 
Ordnung, die einen: gemeinschaftlichen soe haben (eoufocale Li- 
bien zweiter Ordnung, Confocalen). 

16, Wir wollen mit einem letzten ses gehorigen Beispiel 
schliefsen. Folgender Satz ist bekannt. 

Wenn zwei feste gerade Liuien gegeben sind, a man Cr 
einen festen Punct P, nach beliebigen Richtungen, zwei gerade Linien 
zieht und die Durchschnitte dieser beiden Linien mit den beiden gege- 
benen noch durch zwei neue gerade Linien verbindet, so liegt der Durch. 
schnitt Q dieser beiden letztgezogenen geraden Linien immer,- wie wir 
auch die Richtungen der beiden durch den festen Punct P ‚gehenden ge- 
raden Linien bestimmen mogen, auf einer festen geraden Linie, die 
durch den Durchschnitt der beiden gegebenen geht. Diese Linie bleibt 
auch dann noch dieselbe, wenn der bisher als fest betrachtete Punct P 
auf einer geraden Linie et, die durch den Durchschnitt der bei- 
den gegebenen Linien geht ®). . "E ve | 

4 Wir kunnen diesen. Sais gash eon Mt fohemerga bemvinen. Seien 
4 8. 0, em 9 
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Die beiden gegebenen Linien und die ‘beiden andern, weiche die 
Püncte P und Q enthaltén, nennt Aman Harmonicalen (faisceau har. 
monique). 
Durch Übertragung erhalten wir hiernach folgenden ‘Satz: 

Wenn zwei feste Kreise gegeben sind, und män legt durch ire 
gend zwei Puncte, die mit den Dürchschnitten dieser beiden Kreise auf 
demselben dritten Kreise liegen, irgend zwei neue beliebige Kreise, $0 
Schneiden diese die beiden festen gegebenen Kreise in solchen viermal 
zwei Puncten, die sich noch durch zwei Kreise verbinden lassen. Die 
80 bestimmten zwei Kreise schneiden sich in solchen zwei Puncten, die 
auf dem Umfange eines und desselben Kreises bleiben, wie wir auch durch 
jene beiden Puncte zwei beliebige Kreise legen, und wie wir auch diese 
Puhcte selbst auf dem Umfange des dritten Kreises annehmen môgen. 
Dieser só bestimmte vierte feste Kreis geht durch die Durchschuitte der 
beiden gegebenen. | 1 

17. Nach der Théorie des polaires RLU IRE erhalten wir aus 
dem letzten Satze folgenden: 

Wenn drei confocale Linien zweiter Ordnung gegeben sind, welche 
dieselben beiden geraden Linien berühren, und man beschreibt irgend 
zwei beliebige Confocalen, die beide mit der dritten gegebenen die- 
selben beiden gemeinschaftlichen Tangenten haben, so haben diese bei- 
den Confocalen mit den beiden ersten gegebenen und festen viermal zwei 
gemeinschaftliche Tangenten, und es giebt noch zwei neue Confocalen, die 


die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien, und 


De Geo 
die Gleichungen der fre andern Linien, die sich in P schneiden; und endlich sei 
d-o 


die Gleichung derjenigen Linie, die den Punct P mit dem Darchschnitte von (a) und (5) verbia- 
det  Alsdann erhalten wir folgende Bedingungs - Gleichungen: "we 

a4-b- m--n-cd, x 
wnd hiernach {tir die Gleichungen der beiden Linien Lead, (^, n)] und ((5, ta), (a, r)], die sich 


in Q schneiden: 
oe n=n—b=0, b—moma—a=o. 


Wenn wir diese beiden Gleichungen von einander abziehen, kommt: 
a—b — o, 
«me Gleichung die unabhingig ist von m und m und eine gerade Linie darstellt, die durch deu 
Durchschnitt der beiden gegebenen Linien a und 5 geht. Vier Harmonicalen sind demaach durch 
Gleichungen von folgenden Formen dargestellt: 
exo, b=0, atb=o, a—óbc-e. 
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vier und vier dieser gemeinschaftlichen Tangenten berühren. Die bei- 
den gemeinschaftlichen Tangenten dieser beiden neuen Confocalen um- 
hüllen eine vierte feste Confocale, die mit den drei gegebenen dieselben 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten hat, wenn wir unter den angegebe- 
nen Bedingungen für die beiden beliebigen Curven alle moglichen nehmen. 

18. Es drängt sich uns hier noch eine Bemerkung auf, die wir 
nicht ganz unberührt lassen können, Die vier festen Kreise des Satzes 
der 16. Nummer treten an die Stelle der vier Harmonicalen des an. die 
Spitze dieser Nummer gestellten Satzes. Sie sind durch das System 
von vier Gleichungen; | 

Tote O0 0-10, 0-00, 70 —— D. —-0 
gegeben, deren Beziehung zu einander gerade dieselbe ist, als für den 
Fall gerader Linien. Neben den vier Harmonicalen stehen nach der 
Théorie des polaires réciprogues vier harmonische Theilungspuncte einer 
geraden Linie: neben jenen vier Kreis-Harmonicalen, um mich so aus- 
zudrücken, jenen’ vier harmonischen Theilungspuncten entsprechend, die 
vier festen Confocalen der 17. Nummer. 

Es ist nach dem Princip, das der Gegenstand dieses Paragraphen 
ist, klar, dafs vier Curven einer beliebigen Ordnung, die durch das Sy- 
stem von Gleichungen (1.) sich ausdrücken lassen, und also auch alle 
vier durch dieselben »* Puncte gehen, den vier linearen Harmonicalen 
entsprechen, und dafs es in jeder Classe (Gergonne) Curven mit m’ 
gemeinschaftlichen Tangenten giebt, die den vier harmonischen Thei- 
lungspuncten entsprechen. Was für andere Eigenschaften sonst noch 
solchen Curven- Systemen entsprechen, kann uns hier nicht angehn; es 
liegt uns blofs ob, anzudeuten, wie die Theorie der harmonischen Thei- 
lung und der Harmonicalen, dieser Lieblinge der neuern Geometer, sich 
ins Unbegrenzte hin erweitern läfst, 


Bonn, am 6. August 1829, 
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20. 


Solution d'une question relative à la théorie mathématique 
de la chaleur. 
(Par Mr. Lejeune- Dirichlet, prof, de mathém, ) 


La question qui va nous occuper et qui a pour objet de déterminer les 
états successifs d'une barre primitivement échauffée d'une maniere quel- 
conque et dont les deux extrémités sont entretenues à des ternpératures 
données en fonction du temps, a déjà été résolue par Mr. Fourier dans 
un Mémoire inséré dans le Vol. VIII. de la collection de l'Académie royale 
des sciences de Paris. La méthode dont cet illustre géomètre a fait 
usage dans cette recherche est une espéce singuliére de passage du fini 
à l'infini, et offre un nouvel exemple de la fécondité de ce procédé ana- 
lytique qui avait déjà conduit l'auteur à tant de résultats remarquables 
dans son grand ouyrage sur Ja théorie de la chaleur. J'ai traité la méme 
question par une analyse dont la marche différe beaucoup de celle de 
Mr. Fourier et qui donne lieu à l'emploi de quelques artifices de cal- 
cul, qui paraissent pouvoir être utiles dans d'autres recherches, 


Le con ame m  ——— d 


Pour simplifier les calculs, nous supposerons l'unité linéaire qui 
est arbitraire, tellement choisie que la longueur de la barre soit égale à 
m, cette lettre désignant à l'ordinaire le rapport du diamètre à la cir- 
conférence. Soit x la distance d'un point quelconque de la barre à l'une 
de ces extrémités, que nous nommerons la premiére extrémité. La tem- 
pérature du point x à l'instant £ est une fonction u de x et de f, et c'est 
cette fonction qui fait l'objet de la question. Soit Z'(f) la fonction don. 
née de ¢ qui exprime la température à laquelle la premiere extrémité 
est entretenue, et soit de méme f(¢) la température de la seconde ex- 
trémité, F(£) et f(t) étant des fonctions arbitraires dont les valeurs sont 
données pour toute valeur positive de £, et désignons enfin par @(x) la 
température initiale du point dont l'absoisse est x. 
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En faisant abstraction du rayonnement latéral, la fonction u doit 
satisfaire à cette équation aux différences partielles gu — = dies = 


quelle & désigne un coëfficient dépendant des propriétés spécifiques de 
la substance dont la barre est formée. 


Pour plus de simplicité, nous supposerons égal à l'unité le coëff- 
cient À qu'il sera facile de rétablir à la fin du calcul, de sorte que l'équa- 


tion précédente se changera en celle-ci: 
Qu Ou 
(1.) 3r = Dat 
Cela posé, la fonction cherchée doit évidemment remplir les quatre con 
ditions suivantes: 
1°. Elle doit satisfaire à l'équation (1.) quels que soient x et 7. 
2°. Pour x= 0, elle doit se réduire à la fonction donnée F(t). 
3°. Pour x— 7, elle doit se réduire à la fonction f(t) également donnée. 
GX go, Lorsque ¢ est nul, elle doit coincider dans toute l'étendue de la 
barre, c'est à dire tant que x est inférieur à =, avec la fonction 
Q(x) qui exprime les températures initiales. 

La question que nous avons à résoudre se partage naturellement 
en deux autres. On fera d'abord abstraction de la quatrième condition 
et l'on cherchera une fonction v de x et de ¢ uniquement assujétie à rem- 
plir les 3 premières. Il y a une infinité de fonctions qui satisfont à ces 
3 conditions, et qui différent entre elles en ce qu'elles se réduisent à des 
fonctions de x différentes entre elles par la supposition de 2=0; mais il suffit 
d'en obtenir une seule. Une pareille fonction v étant trouvée, on y fera 
t — 0, ce qui la réduira à une fonction x;(x) de x. On formera ensuite la 
différence Q(x) —x(x) et l'on cherchera la fonction entièrement déter- 
minée w de x et £, qui satisfait à l'équation (1.) s'évanouit pour r=—0 
et z— 7 quel que soit #, et se réduit à Q(x) —x(x) lorsqu'on y fait t==0. 

Cette seconde question est résolue depuis longtemps, c'est celle de 
la détermination du mouvement de la chaleur dans une barre dont l'état 
initial est exprimé par Q(x)—»x (x) et dont les extrémités sont entrete- 
nues à la température zéro. Les deux fonctions v et w dont il vient 
d'étre question, étant ajoutées, formeront une nouvelle fonction de x et f, 
qui remplit l'ensemble des conditions (2.). En effet, chacune d'elles sa- 
tisfaisant à l'équation (1.), leur somme y satisfera également. La pre- 
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mière se réduisant à F(/) pour x — 0, et la seconde s'évanouissant dans 
cette méme supposition, leur somme remplira évidemment la seconde 
des conditions (2.. Il en est de méme de la troisième de ces conditions. 
Quant à la quatriéme, il est également manifeste qu'elle est satisfaite par 
la somme v-+w que nous venons de former, v se reduisant äx(x) et wa 
Q(x)—x(x), lorsqu'on y suppose le temps nul. La somme v + : est 
donc la fonction cherchée wu. 


La marche que nous venons d'indiquer revient à assujettir les 
deux extremités d'une barre, l'une à la température F(#), l'autre à la tem- 
pérature f(é), sans supposer arbitraire l'état initial de cette barre, à con- 
sidérer une seconde barre dont les extrémités sont entretenues à la tem- 
pérature zéro et dont l'état initial est la différence entre l'état initial ar- 
bitraire Q(x) et celui de la premiére barre, et à ajouter ensuite les er- 
pressions qui expriment les états variables de ces deux barres. 


La recherche de la fonction v peut à son tour se décomposer en 
deux autres questions plus simples; car il est évident que pour obtenir 
une fonction qui remplisse les 3 premiéres des conditions (2.), il suffit 
de chercher d'abord une expression v' qui soit assujétie à la premiére 
et à la troisième de ces conditions et qui s'évanouisse pour x = 0, et de 
déterminer ensuite une seconde expression v^ qui remplisse la première 
et la seconde, et devienne égale à zéro lorsqu'on y suppose x — 7; la 
somme 7'-]- w' de ces expressions satisfera manifestement aux 3 pre- 
mières des conditions (2.) et pourra par conséquent être prise pour v. 


Quant à ces nouvelles fonctions v' et v', il est facile de voir 
qu'elles peuvent être obtenues de la même manière, c'est à dire que l'une 
d'elles la première uv’, par exemple, étant trouvée, l'autre 2 s'en déduira 
immédiatement, I] suffira pour cela, de changer en F(f) la fonction ar- 
bitraire /(£) que renferme cette expression v / et d'y remplacer en même 
temps x-par *—x. Il est évident que l'expression ©’ ainsi modifiée sa- 
tisfera toujours à léquation (1.) et que pour x —0, x-— elle se ré- 
duira respectivement à {’(£) et à zéro; elle pourra donc être prise pour vt". 


Toute la difficulté du problème que nous nous sommes proposé 
de résoudre, se réduit donc à la recherche d'une fonction ?/ de x et de 
t, qui remplisse les 3 conditions de satisfaire à l'équation (1.), de s'éva- 
nouir pour x — 0, et de se réduire à f(f) lorsqu'on y fait x — s. 

5 37? 
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On satisfait à l'équation ou — rt z par une solution particulière 


de cette forme 

(3) rcos«t -- ssina t, 
& désignant une quantité constante mais arbitraire, et r et 5 étant des 
fonctions de x et de a sans ¢. En effet, différentiant l'expression précé- 
dente une fois par rapport à £, et deux fois par rapport à x, et égalant 
les deux résultats, il viendra 


e?r Qu. : 
Zar 00848 + 5— sinat = ascosai—arsinat, 


équation qui aura évidemment lieu quels que soient x et 7, si les fonc- 
tions r et s sont telles que l'on ait 


(4.) Fur mus cr = — ar. 


Ces équations différentielles simultanées étant linéaires et à coéfficiens 
constans, il sera facile d'en trouver les intégrales complétes, et comme 
ces équations sont l'une et l'autre du second ordre, les valeurs générales 
de r et de s renfermeront chacune deux constantes arbitraires. Ces 4 
constantes peuvent servir à assujettir chacune des fonctions r et s à deux 
conditions. Supposons qu'on les choisisse de manière à avoir r=0, 
s=0 lorsque x —0, et r — 1, s==0, lorsqu'on fait x=. Designant 
par R et S les valeurs de r et s ainsi particularisées, nous aurons l'ex- 
pression. 
(9. Reosat-+ Ssinat 
qui, outre qu'elle satisfait à l'équation gu jouit encore de la double 


propriété de s'évanouir pour x — 0, et de se réduire à cos «7, l'orsqu'on 
y fait x — v. L'expression précédente étant multipliée par W(«)dq, 
V/(«) désignant une fonction entièrement arbitraire de a, et intégrée de- 
puis & —0 jusqu'à 4 — oo, donnera cette nouvelle fonction de x et de £: 


S® cosa £ LS sinat) p (a) da, 


2 e 
qui satisfera également à l'équation cee s’evanouira pour ox — 0, 


et deviendra Jf xL (a) cosatoa, lorsqu'on y fait ==. La fonction 


V(«) étant arbitraire, on peut la choisir de manière que l'intégrale pré- 
cédente devienne égale à la fonction donnée f(t), pour toute valeur posi- 
tive de £. La fonction (=) qui remplit cette condition, est d'après le 
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théorème connu de Mr. Fourier (Zhéorie de la chaleur, pag. 431.) celle 


que donne l'équation (x) = 2 y^ cos & LS (u) Ou, dans laquelle p est une 


variable auxiliaire qui disparait par lintégration définie. Si l'on sub- 
stitue cette valeur de (=) dans l'expression obtenue plus haut, on aura 
cette nouvelle expression 


(6.) CUBE TIATED Se 


qui remplit les 3 conditions de satisfaire à l'équation RE 753 u, de sé- 


vanouir pour æ—0, et de devenir f(t) pour x—#. Cette expression 
peut donc être prise pour 2. Si l'on change ensuite x en s — x, et 1103) 
en F'(w) dans l’expression précédente, on aura une nouvelle expression, 
que lon pourra prendre pour 2", et il ne restera plus qua former la 
troisième partie w de la solution. 

Cette troisième partie exprime, comme nous l'avons vu plus haut, 
les états successifs d'une barre dont les deux extremités sont entretenues 
à la température zéro et dont l'état initial est Q(x)— x (x), D(x) étant 
une fonction primitivement donnée et x(x) désignant la fonction de x, 
à laquelle se réduit la somme 2'+ ^ = v, lorsqu'on y fait £ — 0. Quoi- 
que d'aprés ce que nous avons dit plus haut il suffise pour la solution 
de notre probélme, d'obtenir une quelconque des fonctions en nombre 
infini qui remplissent les 3 premières des conditions (2.), le choix de 
cette fonction n'est pas indifférent. Le calcul se simplifie d'une manière 
remarquable, lorsque l'on prend pour v une fonction telle que l'on puisse 
prévoir, qu'elle est la fonction x (x) à laquelle elle se reduit pour £ —0; 
car alors on pourra former immédiatement la troisiéme partie z», dans 
la composition de laquelle entre cette fonction x(x) La valeur de v 
précédemment obtenue ne présente pas cette facilité, mais il est facile 
d'en obtenir une qui remplisse cet objet, en modifiant un peu l'analyse que 
nous venons d'employer. C'est ce que nous allons faire voir en reprenant 
ce que nous avons dit depuis que nous sommes parvenus à l'expression (5.). 

La variable £ étant remplacée dans cette expression par £— p, pm 


désignant une nouvelle arbitraire indépendante de x, x et ¢, elle ne cessera 
; Ou __ O*u j 

pas de satisfaire à l'équation 77 — 75—7 et de s'évanouir pour x —0, quelle 

que soit la valeur positive ou négative de t, mais pour x=r elle se 


réduira à cosa (f — p). 
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Multipliant l'expression ainsi modifiée par s Su) da Ou et inté- 


grant depuis #==0, « — 0, jusqu'à ==, «©, on aura cette nou- 
velle fonction de x et de # 


G) xf. f eost — 0) + Ssina(t—p)) f{u) deep, 


2 
qui satisfait encore à l'équation ce = on —, Sévanouit pour x=0, et se 


réduit à 
1 
= ff cos. (t — 1) f (9) 9 à p, 


lorsqu'on y fait x— v. La valeur de cette intégrale double est connue 
par le théorème de Mr. Fourier et l'intégration relative à x ne s'éten- 
dant que depuis u — 0 jusqu'à = co, cette valeur est f(/) lorsque ¢ est 
positif, et égal à zéro, lorsque le temps £ devient négatif.., La formule 
(7.) exprime donc les états variables d'une barre dont les deux extrémi- 
tés ont été entretenues à la température zéro pendant tout le temps in- 
fini antérieur à l'instant qui répond à £=0, et dont la seconde extré- 
mité est entretenue à la température f(£) à partir de cette époque, la 
premiére conservant toujours la température zéro. Or il est évident 
qu'une barre dont les deux extremités ont été assujéties à la température 
zéro pendant un temps infini, a acquis dans tous ses points cette même 
température zéro. Donc, l'expression (7.) doit s'évanouir pour toute va- 
leur de x inférieure à v, lorsqu'on y fait 22-0. Il serait d'ailleurs fa- 
cile d'obtenir cette méme conséquence par le seul examen de l’expres- 
sion (7.) et sans aucune considération physique. 


Prenant l'expression (7.) pour v’ et l'expression qui s'en déduit par 
le changement de /(u) en F(p) et de x en #—x, pour v", la somme 
v' + v" s'évanouira pour £=0; la fonction x(x) sera nulle et la troi- 
sième partie w sera l'expression des états variables d'une barre dont les 
deux extrémités sont assujéties à la température zéro et dont l'état ini- 
tial est exprimé par la fonction connue P(x). Cette troisième partie t» 
est donnée par la formule suivante, dans laquelle le signe Z se rapporte 
à toutes les valeurs positives et entières de i, 


2 'Xsinizei f "pa sinip du. 
© 
(Théorie de la chaleur, pag. 436.) 
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La valeur de v’ (7.) est sous une forme assez compliquée. II en 
est de méme de la seconde partie v^. Ces deux expressions se simplifient 
beaucoup lorsqu'on leur donne une forme analogue à celle de la troisième, 
c'est à dire, l'orsquon les développe en séries de sinus des arcs multi- 
ples de x. Ce développement est évidemment permis, la variable x ne 
devant recevoir que des valeurs inférieures à = dans l'expression v' (7.) 
et dans lexpression analogue v^. Pour transformer la fonction (7.) en 
une pareille série, il suffira de développer R. et $, qui renferment seules 
la variable x. Faisons donc 

(8) R= ZXb;sinix, S = ZXcsinix 
le signe Z se rapportant comme précédemment aux valeurs positives et 
entières de 2. Les coéfficiens 4; et c; qui ne peuvent dépendre que de a, 
seront donnés par ces intégrales définies, d'aprés la théorie connue des 
séries de sinus. 


2 7t . e 9) LS . . 
c = — = + 
CRT =f Rsinixox, = =f iS sin 2x Ox. 


On peut. obtenir les valeurs de ces deux intégrales définies, sans étre 
obligé de résoudre les équations différentielles (4.). 

Pour y parvenir, nous remplacerons dans les expressions précédentes 
de b; et c;, Ret S par les différentielles secondes a Sa LS 
qui leur sont respectivement égales en vertu des iate (4.) dont R et 
S sont des intégrales particulières. Intégrant ensuite deux fois par par- 
ties, les expressions de 5; et c;, et observant qu'à la première limite x=0, 
sin iz, Ret S sont nulles, et qu'à la seconde limite x — 7, on a sini a — 0, 
R1, S—0, il viendra 


2 icosin — 
= ——.——— A Rsiınzedx. 


3t 
Mais d'aprés les équations 9.) les dus intégrales précédentes sont re-. 


spectivement équivalentes à L1 SC, La substitution de ces valeurs 


donne ces 2 relations entre 5; et c;: 
i? z 9 . os T T 
| b; = PCR — =) 
d'où l'on tire: 


b . 2 icosin 2 iacosin 
i —— — Cc 
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Mettant ces valeurs des coéfficiens 4; et c; dans R et S (8.), substituant 
ensuite R.et S ainsi transformées dans l'expression (7.) et intervertissant 
l'ordre dr signes & et /, l'expression (7) deviendra: 

2icosintsinix 2 cos a (t — e sina (t— 
(10) — 5 f fap eerste, preste aa pf 252 zen da). 
Les deux intégrales relatives à « que renferme cette expression sont fa- 
ciles à obtenir par les formules connues. On a, comme l'on sait: 


? bcosal a, easing! © 
——— = —e* —— = bun a 
À pas 04 ze 4s = Th SES 
b désignant une quantité positive, et le signe supérieur ou le signe infé- 
rieur ayant lieu selon que 7: est positif ou négatif. . En comparant ces 
résultats avec les intégrales précédentes, on voit que ces deux intégrales 


ont l'une et l'autre la valeur een lorsque ¢—y est positif, et que 
lorsque t—yp est négatif, elles ont S ar ne les valeurs 


N sap. os 
pud a ep =D = ei ai 2) 


qui ne différent que par les signes. Donc, la somme de ces intégrales 
est ze7* /—? ou nulle, selon que £— est positif ou négatif. Il suit de 
là que la série contenue dans la formule (10.) peut être remplacée par 
(11.) 2Zicosimsinixe-" 072, 
lorsque £—x est positif, c'est à dire tant que yj est inférieur à £, et 
qu'elle se réduit à zéro, lorsque » surpasse ¢. La fonction de x qui 
doit être intégrée depuis u —0 jusqu'à x — co, et dont la série en que- 
stion est facteur, s’évanouit donc aussi pour toutes les valeurs de y. su- 
périeures à £. | 
On pourra donc n'intégrer que depuis x =0 jusqu'à & — 7; chan- 

geant ainsi la limite supérieure de l'intégrale (10.) et remplaçant la sé- 
rie qui y entre par l'expression.(11.), qui lui est équivalente tant que 

u «Ct, c'est à dire dans toute l'étendue de l'intégration, Beier 0 
prendra cette forme très simple: 


£s 2 ffo OpZicosizsinix eit (ip), 
ou ce qui revient au même, en intervertissant l'órdre des signes fet 2: 


— $E icosinsinize Mf 'e fu) Oui 


Ayant ainsi obtenu la première partie v' de la solution, on en dé: 
duira la seconde ve en changeant x en q— et f(i) en F(u). Si lon 
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ajoute ensuite v' et v^ à la troisième partie w déjà formée plus haut, on 
obtiendra l'expression suivante. de la température variable u du point 
dont l'abscisse est x 
* . . " A , t = EA 
U cm —ÓÀ icosiasinixe "'f f(u)e""Qu. | 
o 


2 L] . 0 it a? *3 
ET xe! Fi(we ^90 
+7z2zisin ’ (x) b 


+2 zsinize-?t'f "e(u) sinip Oy. 

: o 
Cette expression diffère un peu par la forme du résultat que Mr. Fou, 
rier a donné, Pour la faire çoïncider avec la formule que l'on trouve : 
dans le Mémoire déjà cité, il faut remplacer l'intégrale qui entre dans 
la PHP partie v^ de u par cette expression que donne l'intégration 


t ld um 12 
OO eme 
f'(w) désignant la fonction derivée de f(u). 


‚La première partie 2’ se change ainsi en 


= BIE IE p T zonis UT (HOLL Sw ag). 


cosi sin io 
—— 


Mettant maintenant à la place de 2 sa valeur connue — ix, 


v' prendra cette forme: 
= : 9 : 4 ee : t " 
EO) + cos ir Me» (fo) + Jf (n) 0x). 
Si l’on transforme v^ d'une manière analogue et que l'on ajoute 


ensuite les 3 parties 2’, v" et zw, on aura l'expression de la température 
u, telle que Mr. Fourier l'a donnée. 
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ajoute ensuite v' et v" à la troisième partie w déjà fermée plus haut, on 
lobtiendra i'expression suivante de la température variable u du point 
(dont l'abscisse est x 


ZUR es CHI OLS 
U= — +Zicosirsinire À" fu) on 
. 0 
2 . 124 T 72 
— — zisinixe FREE M 


ÈS singe” pe) suba d: 
Cette expression diffère un peu par la PRO du résultat que Mr. Fou-. 
rier a donné. Pour la faire coïncider avec la formule que lon trouve 
dans le Mémoire déjà cité, il faut remplacer lintégrale qui entre dans 
la première partie v/ de u par cette expression que donne l'intégration 
par parties: | | 

E x f D)ett—f 0) 1 deg; 
Fe A \ -—.7^ 1% A AME aff (u)e! d 
^f! (u) désignant la fodetion derivée de f(y). 


La première partie v' se change ainsi en 


ergehen S 6osiq sinio et tc Pu SRE 


cosiTSiIniZX 1 
—" "+ sa valeur connue — 7%, 


Mettant maintenant, à la place de = 


v' prendra cette forme: 


Kies 2 ftt) + LE cosin Be (fo) +f fw eee), 
Si len ie vi! odi maniére analogue et que l'on ajoute: 


ensuite les 3 parties v/, v et 7, on aura lexpression de la température 
| 4, telle que Mr. Fourier l'a donnée. : 
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Pegs 


Deux théorémes sur les nombres.- 


Dites Tout nombre entier est diviseur d’un nombre 
exprimé par une suite de 9, suivis de plusieurs zéros. (An- 
nales de mathém. de Mr. Gergonne, tome XIX. page 256.) 
Démonstration. (Par un abonné du present journal.) Divisons 
les puissances successives de 10 par le nombre entier donné £L, il ne 
pourra y avoir que & restes différents, zéro y compris. Donc les mêmes 
restes reviendront nécessairement, Soit 10" et 10" deux puissances de 10 
qui laissent les mêmes restes, la différence 10"— 10", ou bien 10" (10 "— 1) 
sera divisible par £. Mais 10"(10""— 1) est un nombre exprimé par 
une suite de 7 —77 neufs suivis de zz zéros. ll existe donc toujours un 
nombre de cette forme divisible par le nombre entier TR ke. d gad PB 
Théorème Il. -(Par éditeur) Tout nombre entier est di- 
viseur d'un nombre exprimé par une suite de périodes de 
chiffres donnés, suivis de plusieurs zéros. 
"^A Démonstration. Tout nombre exprimé par une suite de pé- 
riodes de chiffres donnés peut être exprimé par .. + 
z = P(1+10"+10"—+..,,1077), 
P étant la période et 7 le nombre de chiffres qu’elle contient. 
riode P y peut toujours être supposée plus grande que le diviseur £j 
urie graiia période'p étoit Pins petite, il n'y auroit qu'à en réunir plus 3 


niers chiffres des périodes P ne pourront laisser que # restes différer: sm 
y compris. Donc les mémes restes reviendront nécess ner 
P(1-4- 107 -- 10?" --,,.. -]- 10%” + 104” ,... : 40") e 
P(1-F- 10" 4-10?" ,... -- 10%”) 
deux nombres composés de la période P qui laissent 
leur différence 
P (10670 L LM ERT 4 ....4 10°") ou b 
P. 1007?" (3 tt 1077 +... L 100% 
sera divisible par #. Mais cette différence ip es donnés» 
par une suite de y — a période M. de 77 chiür cette fort B 
zéros. ll existe donc toujours un nombre eS 
nombre entier donné 4. 


je 
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20. 
Über die Curven des kürzesten Perimeters auf 
krummen Flächen. In Folge der Aufgabe 6, 
Band 3. Heft 1. S. 99, 


(Von Herrn Dr. Ferd. Minding zu Berlin, ) 


1, 5% W(x, y,z) = 0 die Gleichung einer krummen Fläche, in Be. 
zug auf rechtwinklige Coordinaten. Aus derselben sei die Gleichung. 
dz==pdx-+gdy abgeleitet. Ein auf der krummen Fläche befindlicher Raum 
ist /f/udxd y, wo v*1-]- p*J- 9^; und sein Umring: fV (do?-- d y?-- dz); 
beide Integrale zwischen denselben Grenzen, in Bezug auf x genommen. 
Bezeichnet nun A eine Constante, so fordert die Aufgabe: auf der Fläche 
einen gegebenen Raum mit der môglich-kürzesten Linie einzuschliefsen, 
dafs der Gleichung: } 
hày (dx + d y* +de) +offvdxdy = 

Genüge geschehn, 

Diese Gleichung giebt, nach den Regeln der Variationsrechnung 
behandelt, folgende; 


d dz vdx 
1. d+ gd 45 =, 


wo ds = da: + d y* 4- d z^ gesetzt PT ist, 
Wendet man diese Gleichung zunächst auf die Ebene an, so sind 
in diesem Falle die Grofsen p, 9, v, Constanten, und man erhält die 


Gleichung: 


dy dx d 
VRP Ra Du 12,7 omoes t 

welche sich leicht weiter integriren läfst, und ot mehreren Reductio- 
nen die Gleichung einer Kugel: (x--o)*4- (y +R) 4- (x 4- y)? =” giebt. 
Diese, mit der gegebenen Gleichung der Ebene verbunden, welche unter 
der Form: z-+-y =p(x+«)+ (y +48) zu denken ist, giebt einen Kreis 
vom :lalbmesser 4, wie es bekanntlich sein mufs. 

Ist die gegebene Fläche eine Kugel, so ist «*-- y*- z*— 75 


p=— 


vet g- — À, und die Gleichung (1.) zeht daher in folgende über: 
38 * 
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dy Mz o Irma 
pr dos Pl pU 
Das Integral dieser Gleichung. ist x--5y--cz—£, wo b und c will- 


kürliche Constanten sind. Die Gleichung der Kugel giebt: 
de + ydy+zdr = 0, 


dx +bdy +cdz = 0, 


und dié der Ebene: 


mithin: 
(cx —z)dx =(bz—cy)dy und (y—bx)dx =(bz—cy)dz. 
Hieraus folgt: 
ds*(bz—ecy. = (bz—cy)*-L (em (y —bzy.da? = M. dig, 
und man findet leicht, dafs A*==(1-++ 6?-+-c*)r?—g*. Die Differential- 
gleichung wird mithin: ; 


a d(ex.—2) — yd (y —x) "de, oder CHAT bp i e A dy= ds, | 


d. h. abby Cz - e wodurch auch g bestimmt po 


Die Curve des kürzesten Perimeters auf der Kugel ist dit eine 
ebene Curve, und folglich ein Kreis, wie sich erwarten liefs. 

2. Es ist in vielen Fällen nützlich, andre Coordinaten zu neh- 
men. Setzt man c=rcosy, y — rsinsb, so wird ds r'd4-4- dr?-- dz, 


und die Gleichung: 
hifds + àffvdsprdr = 0 


giebt, wenn Àr — 0 angenommen wird, | 
red Wy dz rr dn e 
dog. QV d guis emo, à, 


wo Es wie vorhin den.Cosinus der Neigung eines Flächen-Elements ge- 
gen die Ebene der x und y bedeutet. 

Wenden wir diese Gleichung auf den Kegel an, dessen Gleichung 
z==rcotang@, so ist, wie bei allen runden Flächen, Ôz —0 zu scirent 
und es ergiebt sich die Gleichung der Curve des kürzesten Perimet % 


auf dem geraden Kegel: $i à 
Fae t rae qucm n u 
: dé sys Hsing) weil v = sinc" 


Zugleich ist a 

ds = Pd sin a? 

Das vollständige Integral der obigen Gleichung ist: 
r—2recosm(p—P) +e = 65 


wo m — sine, hsine=¢, und e und ß willkürliche Constanten sind. 


? 


*e 
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Diese Gleichung ergiebt — jantık 


en or dy 
"uL: E oup: r — 6 cos m (y — f)? 
mithin: 3 
gU r'—ércosm(—5) __ Lin uiid 
ds 137218 o ill 6 ? 
also 
aei niv aca 
: ds g ? 
wie oben. 


3. Die allgemeine Gleichung a + gid es u — giebt, entwik- 
kelt, folgende: 
3 
da?d*y + (dz—gdy)(d*y dz—dy d*z) + gd'zdx: = VE, 
oder, wenn man für dz—gdy seinen Werth pdx setzt: 


2. dxdy+gdxd£ + p(dedy—dy dig) zm 
| Nun ist aber 

(dzd*y —d y d'z)x + d cd*z.y — do. d*y.z 4 = 0 
die Gleichung der sich an eine Curve doppelter Krümmung anschlie- 
fsenden Ebene. 


v d s* 
m LM * 


Die Gleichug für die Tangential-Ebene einer krummen Fläche 

ist bekanntlich: 
p-ze--9.y—z-+Pß remand HAD 

Liegt demnach auf einer krummen Fläche eine beliebige Curve 
doppelter Kriimmung, und bezeichnet man, in Bezug auf einen Punct 
der Curve und der Fläche, die Neigung der Ebene des Kriimmungskrei- 
ses der Curve gegen die Tangential- Ebene der Fläche, mit À, so hat man 

8 dx d?y--qda d*z-+p(dzd?jy—dyd?z) |. 

Ü Y (14- p? 4- 9?). Y (ax? a? y? -]- 42? a? z = + dz tam dy diay) 


‚Man dividire nun die Gleichung (2.) mit \ | 
va+tp+o).v(dedy’+ da de (dzd’y—dya’z)’) geo d. us 


k « A T ds? 
so erhält man auf der linken Seite offenbar cos, auf der rechten: ;—-. 


"aw: Ty .. à é 
Nun ist t der Krümmungshalbmesser R einer Curve im Raume; folg- 


lich hat man für die Curve des kürzesten Perimeters die Gleichung: 
hcosi — H, der zufolge in jedem Puncte der Curve der Cosinus der Nei- 
gung des Krümmungs- Halbmessers derselben gegen die Tangential- Ebene 
der Fläche, dem Krümmungs-Halbmesser selbst proportional ist. Wenn 


* 
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i seine vorige Bedeutung behält, so hat man für die kürzeste Linie auf 
einer Fläche bekanntlich die Gleichung: cos; — 0. | 
4. Man denke auf der krummen Fläche einen Punct 4, und 
durch denselben in beliebiger Richtung. eine kürzeste Linie als Coordi- 
naten- Axe gezogen. Die Lage irgend eines Punctes B auf der Fläche 
kann durch die Länge der kürzesten Linie zwischen 4 und B, d. h. durch 
die Entfernung dieser Puncte auf der Fläche, (c), und durch den Win- 
| kel, welchen 4B im Puncte 4 mit der Axe einschliefst OF angegeben 
werden. Nennt man nun s den Bogen einer kiirzesten Linie, die von B 
anfangend in beliebiger Richtung und Länge auf der Fläche gezogen ist, 
und d den Winkel, welchen s im Puncte B mit 4B oder a einschliefst, 
so kann irgend eine Curve auf der Fläche durch eine Gleichung zwi. 
schen s und +, als Coordinaten, bestimmt werden. Um auf ein solches 


anwenden zu können, müssen wir 
Coordinatensystem die V:-vodurch + |... ) 
cordi "Tai … Bogen’ und Flächenraum einer Curve suchen, 
erst die Ausdrück^ 


uicSer Voraussetzung Statt finden. 
welche Unt chten wir zu diesem Ende eine Curve, die mit einem cone 
nten Radius s vom Puncte B aus auf der Flüche beschrieben ist. Es 
Stat sich sogleich ohne alle Rechnung zeigen, dafs d-v Radius « in jedem 
Puncte derselben senkrecht auf dem Perimeter steht. Denn man denke 
sich aus dem Mittelpuncte B noch eine zweite Curve mit dem. unver- 
änderlichen Halbmesser r beschrieben. Sei r ! «5. als s, so behaupte 
ich, dafs s — r der kürzeste Abstand eines Punctes der zweiten Curve 
von der ersten ist, und mithin senkrecht auf dieser sieht. Denn liefse 
sich von diesem Puncte nach der andern Curve eine kürzeste Linie u 
ziehen, so dafs uw kleiner wäre als $— r, so würde hieraus sich ein 
Dreieck mit den Seiten s, u, r ergeben, in welchem s>u--r, was eit 
Widerspruch ist, da s die moglich -kürzeste Linie auf der Fläche zWi- 
Schen ihren Endpuncten ist, 

Nennen wir den Perimeter der mit einem constanten Radius be- 
schriebenen Curve D, so ist irgend ein Bogen desselben, von dem Puncte an 
gerechnet, wo 4,—0, offenbar von V und dem Radius s abhängig. Man 
hat also P= @(J, s. Auch die Coordinaten a und « des Mittelpunctes 
B künnen in dem Ausdrucke für P sehr wohl vorkommen, da im All- 
gemeinen auf krummen Flüchen die Lage dieses Punctes nicht ohne Ein- 
flus angenommen werden darf. Man hat folglich, da s constant ist, 
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dP=Q.d, wo Q eine gewisse, von der Natur der Fläche abhängige 
Function der Gröfsen L und s ist. Weil nun der Radius s senkrecht 
auf P steht, so ist klar, dafs das Element des Flächenraums einer 
Curve, die durch eine Gleichung zwischen 4» und s bestimmt ist, durch 
dP.ds—=@d4#ds, und das Element des Bogens durch y'(Q^d4^-- d s?) 
ausgedrückt werden mufs. 

Demnach erhält man zur Bestimmung der Curve des Lardestet 
Perimeters die Gleichung: 

WIV Gay + ds) + JO ds = o. 

Setzen wir der Kürze wegen dP? = (*d4-|-ds*, und variiren blofs noch 
xj, da bekanntlich beide Gleichungen, welche man durch die Variationen 
von $ und x; erhalten würde, übereinstimmen müssen, so erhalten wir: 


h qd h p* d 
| $9 + > ra So: 
welche Gleichung 
Ae (54): EM A to "o 29) 4- eds Haba 
als Differentialgleichung 5s die Curve des kürzesten Perimeters giebt. 


Diese Gleichung wird, wie leicht zu sehen, durch die Annahme 
ds=0 befriedigt. Denn es folgt aus dieser Annahme: d P—— Qd:b, wo- 


durch die vorgelegte Gleichung in folgende übergeht: (zo Dd — d@=0, 


» welche identisch ist, @ mag von W abhängen, oder, wie in einigen be- 
kannten Fällen geschieht, nicht abhängen. 

Die Annahme ds — 0 kann aber keine singuläre Auflösung der 
vorgelegten Gleichung enthalten. Denn es ist bekannt, dafs eine singu- 
lare Auflósung einer gegebenen Differentialgleic ung allemal als ein Fac- 
tor derselben mufs dargestellt werden kónnen, Kae dann nur gleich 
Null gesetzt zu werden braucht, um die Auflösung zu erhalten. Von der 
andern Seite aber ist klar, dafs ds ein Factor der vorgelegten Gleichung 
weder ist, noch durch Entwickelung derselben werden kann. Mithin ist 
ds=0 und folglich auch $ — const. ein particulares Integral der vor- 
gelegten Gleichung. 

Es kommt nun darauf an, das Verhaltnifs dieses particularen In- 
tegrals zum vollständigen zu untersuchen. Das particulare Integral konnte 
x. B. nur für gewisse Orte auf der gegebenen krummen Fläche gelten. 
Allein dies ist gar nicht der Fall; vielmehr läfst sich leicht zeigen, dafs 
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die Werthbestimmung der Constanten, durch welche allein das particu- . 
läre Integral entstanden sein kann, überall auf der Fläche von den Co- 
ordinaten @ und z des Punctes B abhängt. Stellen wir.das allgemeine 
Integral durch FW, s, h, », ) 0 vor, wo * und A die Constanten der 
Integration sind, 

Seien zwei Puncte 2 und 7 auf der Fläche durch Coordinaten a 
und c, &/ und g', vom Puncte 4 aus, bestimmt. Stelle ¢ die kürzeste 
Linie zwischen den Puncten B und 77 vor, so wird die ange derselben 
nothwendig durch die Coordinaten ihrer Endpunote bestimmt, und man 
hat: t==/(a,0¢,@,7). Auch der Winkel 0, welchen ¢ im Puncte B mit 
a macht, hängt von denselben Gröfsen ab, so dafs man hat: 

B muita dim) 
Für je Punct z eaten auf analoge Weise Gleichan gen wie: 
== f (a^, 0, a, 7) und, = Ju, V ym. 
Soll also die Curve des kürzesten Pace durch die beiden Phritiai#t 
und 7 gelegt werden, so hat man zur Bestimmung der Constanten x und 
^ folgende Gleichungen: : 
F(ü,t,h,u,M) = 0 und EF(W,t',h,x,X) = 0, 

Diesen zufolge reduciren sich, die beiden gegebenen Puncte im Perime- 
ter als fest vorausgesetzt, die Constanten x und ^ lediglich auf b unctio: 
nen von & und 7, und umgekehrt. 

Da es nun Werthe der Constanten x und À giebt, für welche aus. 
der Gleichung FO), s, hu, X) 2.0 der Winkel + ganzlich verschwindet, 
so giebt es auch Werthe von 2 und z, welche aus derselben: Gleichung 
ebenfalls, verschwinden machen, und mithin eine Gleichung Tint h)z 09; 
hervorbringen, 

Wo man also auch auf einer krummen Fläche zwei Puncte anneh- 
men möge, durch welche die Curve des kürzesten Perimeters gelegt 
werden soll; immer lassen sich die Coordinaten @ und v eines Punctes 
B finden, von welchem alle Puncte des Umringes der Curve auf der 
- Fläche gleich weit entfernt sind. Bezeichnet man die Werthe von « und 
^, durch welche «p aus der Gleichung J'(, s, h, x, X) = 0 verschwindet, 
mit x‘ und A‘, so sind die Gleichungen zur Bestimmung von $, a, = fol- 
gende: F(s, y w^, M) = 0, 8 =f (4,0, 0, m) f e's Op 9) 

5. Dies ist also die characteristische Eigenschaft der Curven des 
kürzesten Perimeters auf krummen Flächen, Es sei s der Radius einer 
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solchen Curve, so ist ihr Umring von s abhängig, und kann daher mit 

Qs bezeichnet werden; der Flächenraum aber, welchen sie einschliefst, 

ist / os.ds. Diese Ausdrücke entsprechen in der That einer Forde- 
0 


rung, welche durch die Natur einer Curve geboten wird, dic mit dem 
kleinsten Umring einen gegebenen Flachenraum umschliefsen soll, nem- 
lich: dafs der Perimeter einer solchen Curve durch ihren Flächenraum 
bestimmt werden mufs. Dies ist z. B. in der Ebene bei dem Kreise der 
Fall, aber nicht bei der Ellipse, u. a. Auch die Variationsrechnung 
drückt eigentlich nichts weiter als diesen Umstand aus, indem sie eine. 
Gleichung aufstellt, der zufolge die Variationen des Umringes und des 
Flächenraumes für die gesuchte Curve beide zugleich verschwinden sol- 
len, was eben darauf hinausláuft, dafs die eine dieser Grófsen durch die 
andre bestimmt werden, oder von der andern ausschliefslich abhängig 
sein mufs, Diese nothwendige Eigenschaft der in Rede stehenden Cur- 
ven gab die nächste Veranlassung zu ‘der Vermuthung, dafs alle diese 
Curven einen constanten Radius haben müfsten, aus welchem Umstande. 
jene Eigenschaft wiederum hervorgeht. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dafs in dem Ausdrucke des 
Umrings Qs die Coordinaten des Mittelpunctes vorkommen können. Dies 
kann allerdings weder auf der Ebene, noch auf der Kugel, noch auf den 
abwickelbaren Flächen der Fall sein; denn in Bezug auf die letzteren ist 
klar, dafs die Curve des kürzesten Perimeters durch Abwickelung in 
einen Kreis übergehen mufs. Kommen aber auf andern Flächen die Co- 
ordinaten des Mittelpunctes in dem Ausdrucke des Umringes vor, so 
müssen sie auch in dem Ausdrucke des Flächenraumes vorhanden sein. 
Unter dieser Voraussetzung liefse sich nach dem vortheilhaftesten Mit- 
telpuncte fragen, d. h. nach dem, welcher bei gegebenem Flächenraum — 
unter allen den kleinsten Perimeter bedingt. Man hatte, nach dieser 
Voraussetzung, L = wW(s, 0,0), P — Q(s,a, a). - Eliminirt man s aus die- 


sen Gleichungen, so erhält man P —/(P,«,7), und wenn man mit die- 


- : dP dP 
ser Gleichung die folgenden 77 — 0, 7 


Coordinaten & und = durch den gegebenen Flächenraum # bestimmt, 
woraus sich denn weiter $ und P ergeben müssen. Es wäre der Mühe 
werth, zu untersuchen, ob und in welchen Füllen die hier gemachte Vor- 
aussetzung Statt finde. 
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=O verbindet; so werden die 
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6. Wir haben hiermit auf einem indirecten Wege ein analytisches Theo- 
rem gefunden, dessen directer Beweis eben so schwierig als wiinschenswerth 
erscheint. Dasselbe läfst sich am einfachsten folgendermafsen aussprechen: 

Sei | (x, y,z)=0 die Gleichung einer krummen Fläche. Die 
Gleichung der kiirzesten Linie auf derselben ist das Integral der Gleichung: 
7 l4 = — 0, welches durch 
(e) F(x, y, %, À) = 0 
bezeichnet werden mag, wo x und À die Constanten der Integration sind. 
Bestimmen wir eine derselben durch die Gleichung: | 
(b) F(a, Q, x, À) = 0, 
so dafs die kürzeste Linie durch den Punct auf der Fläche geht, für © 
welchen <=«, y=ß. Setzen wir ferner den Bogen der kürzesten Linie, 
d. h. das Integral: "du 
©) f vd p Y! ag) = 
wo $ eine Constante ist. Eliminiren wir nun iei C^ den 3 Glaces 
gen (a.), (b.), (c.) die Grófsen x und A, so müssen wir eine Gleichung 
zwischen x und y erhalten, welche in Verbindung mit der Gleichung: 
der Fläche die Curve des kürzesten Perimeters bestimmt, also als In- 
tegral der Gleichung 


Inte 

entspricht.. Die willkürlichen Constanten des Integrals, « und ß, sind die 
Coordinaten der Projection des Mittelpunctes auf die Ebene der x und y; 
und die Gröfse A ist als eine Function des constanten Radius s anzusehn. 

Zur Erläuterung diene noch das Beispiel des Kegels, dessen Glei- 
chung z=rcotange. Für die kürzeste Linie auf demselben findet sich: 
rcosm«sp --b— c; c und b sind willkürliche Constanten und m ist, wie oben, 
—sina, Für ~=( werde r—e, so erhält man gcosmß--b=0. Für den 
Bogen der kürzesten Linie erhält man: s—ctangm4 + b—ctangmß+-b, 
weil der Bogen für 4, — verschwinden mufs. Aus den beiden ersten 
Gleichungen erhàlt man: 


A rsinm(y—458) ^. 
cosmp + b ro —2r of cosm (w— B) + 6? TB 3-83)? 
und mit Hülfe der übrigen aus m iftis en eee = woraus 
à cos zn + b 


als Gleichung für die Curve des kürzesten Perimeters hervorgeht: 
r'—2recosm(sp —Q) + e" = s*, wie oben. 
Berlin im December 1829. 
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23. 


Über Interpolation, 
(Von Herm Th. Clausen zu München.) 


1. Eine beliebige Function y einer veränderlichen Grófse x sei für die 
Werthe von x: 0, +1, +2, etc., —1, —2, —3, etc. gegeben, man 
soll daraus den Werth. für jedes beliebige x finden. 

Es seien die Werthe der Function nebst ihren Differenzen, wie 
aus dem folgenden Schema zu ersehen ist, bezeichnet: - 


x YA Muy Ay Oh gi NS yc yr 


en 
e e e e e 
= 2 y 2 T e e e 
m € 3 rJ e 
TUS, 
— 1 Maca a. n c e e. L4 
c SRM + -— 
d... do o d, e, etc. 
043 b C er 
+ 1 Y 41 a sr} 2 -" 
| + - 
3 x 42 2 : e 5 » " 


und überdies: 
a ,--2,, = 2a,, 
Cy 04726, 
£464 = 26, 
eic. 
Der Werth von y, sei nun: 

4. y. — y, 4.0. + 00 aci + uud) deste 
wo 4,,, A, ete. blofs Functionen von x sind. Es lafst sich zeigen, 
dafs der Werth von y, in Beziehung auf y,, @,, b, etc. blofs linearisch 
sein kónne. Man nehme den allgemeinsten Ausdruck einer Function von 
Yor Cor b, etc. und v, = Be 1M, ,, yo 05 Ob eee, WO My D, Presse alle 
Werthe von 0 bis oo haben können, und M, ,,.... blofs von x und den 
Exponenten 77, 2, p, .... abhängt, Z aber das Zeichen für die Summe 
aller möglichen Glieder von dieser Form andeutet. Es seien nun, wenn 
y —v ist, die resp. Werthe von-y;5*04; b, €,,.22 i Way V8, Boy yos ees 
wenn y =v’ ist: v,, &,, Bi, ++. .5 folglich, wenn y==v-+ v' ist: vv’, 
&,-- «,, C+ i, ete. Demnach wird 

su 
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= Si My EID ADS v, om. Hanni vt ADT 
dea 
(ues m de m Be Mayas (y E T ai) (Bote. 
Wäre nun in dem Ausdruck ein Glied, das aus zweien oder mehreren, 
gleichen oder ungleichen Factoren der Gröfsen yo» Go, b, etc. bestände, 
so gäbe die Entwickelung desselben in dem letzten Ausdrucke durch 
Multiplication ein oder mehrere einzelne Producte, deren Factoren aus 
beiden Reihen Gröfsen v,, &,, BJ, . . . 4 und’v.; a, Pi, +... zugleich 
genommen sind; da aber diese in der Summe der Ausdrücke für v, und 
v. nicht vorkommen, die Factoren aber jeden beliebigen Werth haben 
können, so mufs der Coéfficient aller dieser Glieder — 0 sein; wodurch 
also die Allgemeinheit der Gleichung (1.) erwiesen ist. 


Überhaupt läfst sich jede Function von x durch ein Aggregat von 
Gliedern von der Form Asin(z--ax) darstellen, wo 4, 2, und & von c 
unabhängig sind; die Differenzen der verschiedenen Ordnungen sind als- 
dann dem Aggregate der-Differenzen der einzelnen Theile von derselben 
Ordnung gleich. Die Coëfficienten 4,,, .4., etc. für den einzelnen - 
Werth y=4.sin(@-+ux) gelten also, wie leicht zu übersehen ist, all- 
gemein für jede Function von x. Man kann noch von dem Factor 4 
abstrahiren, indem derselbe blofs als Coëfficient in allen Gliedern der 
Gleichung (1.) vorkommt. 


Setzt man daher statt yx, sin(z-+« x), so wird das obige Schema: 
1 T: Nr. At, 
ee ed a 7 d 
—2,sin(z—24), | 5 
+ cos (2—3x)(2 sin£i), ' — sin (z--&)(2 sing Et, : 
TES + cos (z-—1«)(2 sind), ?— cos(z—1«)(2 sin E«)*, 
06, sin Z, —sinz She sini y jh le) (o sin i: at 


Lise, Heed Cobb (Beine), 
+2, sin(z+2a)s + cos (z+ 3x)(2 sinla), . 


—1,sin(z— «), 
à sinz(2 sin 1«)* 


RER wird: 


Yo = Sin; . d, = sinz(2sinz 0)‘; 

0, = cosz(2sinkæ)coszé; e, == cosz(2sing 2) cos 2 4; 
b, = — sinz(2sin}e); f, = —sinz(2sinza); 

€, == —Ccosz(2sinza)coszæ; etc. 


Substituirt man diese Werthe in die Formel (1.), so findet man: 


- 


PA 
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sin (z-+ & x) == sinz cosaæ x cosz sinax 
— sin z [1—4,,(2sina) +4, ,(2 sinIa)'— 4. «(2 sini at i à 
D ioc oca RM +4, (2sinIa)— sei]: 
oder ; mn 
2. ' cosex —'1-—24., (2 sin 1 22: 1 «,4(28in 5 1gy — A,.(2sin 3%) + so 
3. Sin 4 X —:C08z4 LAE (2 sin 4) — As (2sin 2a) +.4,.,(2sin ZO) — sees 
Die Differentiation der Gleichung (2.) giebt: 
4, —xsinex 
= cosiaz[— 2.4,.(9 sin 1o) + 44. „(sin E a)! — 6 4, ,(25in £a)* eee], 
durch deren Vergleichung mit der PISE (3.) man 


2 
9. Ae, — ms A Ber iR 49 "pr e zr 69 etc. 
erhalt. Eine 'nochmalige rd nam giebt LAN Substitution von 
cosz a? == 1— i(2sinzoa): 


—x*'cosax == —1.24,, + (3.44, ,-]- 1.4.) (2sin $a)? 
—(5.6.4.,-1- 2.294, ,) (2sin Za) + (7.84, 4- 9*4, (281n$ à) — ...- 
Wir haben aber auch durch die Gleichung (2): 
— €? cosax = x*-]- 2*4. (9 sin ta) — x? A, (2 sine)" x°4,.6(0 singe)" — 
mithin durch Mii ias dieser beiden Reihen: 


3: 2.4. 0 Mb vt 
a. Au, = (x — 1) 4 29 
9. Ban. = (x —9)4.4, 
7.84.5 = (x^ — 3”) 46 
etc. 
oder: 5 
x? 
Axe = qp 
22. 52 — 1 
Asa 1:2:3.4 ? 
6. v a2.2?—1.022— 2? 
m. 1:9:304215 6 7 
14,8. 8; ar —1.0°—2?.02”—3? 
Aa sent 1.9.34.510.718 | ? 
etc. 


und durch Hülfe der Gleichungen (5.): 


= æ.x?— 1 æ.æ?—1.x?—4 
4e A Eng As uu. es ES 43.348 


Nach Substitution dieser Werthe der Coéflicienten wird die Formel (1.): 
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4 1 x? e. x*—1 z?,x*—1 x.mX—1.232—9* 

L y= Yt quot pont Tas ot Tega ot 13348 
x3*.m?— $1.23? —2? 


x.xt—1.7?—92, 22 3? 
1333.4 Kb OBBG ARBORI ee 


2, Es sei die Function y für die Werthe von x: ++, tit? etc. 
—}, —$ gegeben, und mit den Differenzen wie in folgendem Schema 
bezeichnet: 


e e C2 
s . 
—3 N e N e 
a 7 1 MR , Cr , 
1 [t] # 0 d' Ei 
dis aU UTE + 
J/ ti ; L ] . 
und Lai 
Yat Yu = 290 
pa b A —— by; zm 255 
di +44, = 2d, 
etc. 


Setzt man wieder statt y,, sin(z--&x), so verwandeln sich diese Gro- 
fsen in: | 


sin 2125» | cos(z—#)(25in12), ds r AUS d s 

sin(z— 1%), +  cosz (2sinze), Me ae) (appre) ’— cosz(2sin3æ), etc. 

sin(z4-1«), e roy —Sin(z+3æ)(2siniæ), 
+cos(z+a)(2sinza), 


sin(z4-i«), ° 

e s y 
Yo == sing cosIa; __ d, = sinz(2sin;a)cosz«; 
a, — cosz(2sinÍa); c = cosz(2sin}a); 
b! = —sinz(2sini«)cosz«; etc. 


c, = -——cosz(2sinie); 


Ist nun allgemein: 

8. y, = y, B, ot BL, Bis + Bad + Be Le... 
so hat man auch: | 
sin(z-]-ax) = sinz cosa x: + coszsinax | 
=sinz cosia(1—B,,,(2sin}«)*+B,. ‚(2sinfe)'—B,,(2 sinla)°+...) 
' + cosz (B, ,(2sin ia) — B, ,(2sin fa)’ +B,.(2sin za) —....), 
folglich: 
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9. cosa x — cos Io (1—B, (2sin $a-]- D, ,(2sinia)*—B, ,(2sinIa)-- ....), 
10. sinax= B,,(2sinza)—B,;(2sinia) -]- B, ; (25inz 4)! —.... 
Diese Gleichung differentiirt giebt: 

xcosax = cosia(B.,—3 B, ,(2sin£ à! +5B, ,(2sin d e)! —....), 
durch deren Vergleichung mit der Gleichung (9.) sich ergiebt: 
ME Beas B. = Bu Ho Bue Bu = Bais ett 


eT Hör? 
Differentiirt man nochmals, so erhält man, nach Substitution, cos3 «° 
—1—i(2sinia): 
— x* sin ax = — (2.3B, ,-+ (3) B...) (2sinia) + (&.8B,  4- (3) B, ;) (2 sin 22)' 
— (6. 7B, 1+ (3) Bas) (Gsiniæ) +... E 

Nach der Gleichung (10.) ist aber: 
—x*sinagx=a—x Ent ES [ = Ba, Cam say v B, ,(2s1n I2) +... 
folglich: 

2.3B,, = (x^— ($))- B. 

4.5B,, = (9 —())-B.s, 

6.7B. , = (x'— (’). Bs; 


etc., 
oder, da B,,=x: 
2.2 
5 ms | 3 
? 1.2.3 
UE i EAR 
t B x.x st 9z 
EC I. 1.2.9435, 4 
2 52 
aC RE ied Mi FL A 
HB. 
x 1.2.9.4.5.0.7 ? 
etc. 
und durch die Gleichungen (11.): 
, erh 
B. : > 
3 1.2: 
1 3? 
x? = 
13 Dire oi 2 
^ 229.4 i 
1 3? 5? 
2 1.2.3.4.5.6 : 
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folglich wird die Formel (8.); 


1 „ey tree hg 5 ee Bion eee Tosi da 
St 5; ac er Sha ot Sgt ae 
+ SDS ee TS ge a sg a mt 


3. Aus den Ausdrücken I. und IL. folgt zwar unmittelbar durch 
Differentiirung der Ausdruck für ae in beiden Fallen; er lafst sich aber 


auch auf eine andere Art darstellen, die nicht uninteressant sein diirfte. 
Es sei nemlich nach der Bezeichnung in 1.: 
14. = 0,04 C, b, pO, d Ons + Cas Oy Here 
und setzt man, wie vorher, statt y,, sin(z--&x); statt a, b, u. s. w. die 
entsprechenden Werthe; und zur Abkürzung 2singa==¢5 50 findet man: 
e cos(z-]-&a) = 005200588 x — asinz sin a2 
= coszcosia[C.,t— C, C + C. 0 — C st Hess] 
i —sinz[C,,,0—C, + C. D — CE +] 
Es ist aber &« —2arcsinZ/, und mittelst der Gleichungen (9.) und (10.) 
€, COS ZCOS% 0% — SIN z Sin o6 
= cosz cosZa(2arcsin£/) [1—B,,, + B. t — By, ot? foes] 
— sinz (2arcsini£) [B ,£ —B,,,0 + Ps! —....]. 
Man hat also, wenn man die Ausdrücke für B,,, B,, u.s. w. aus (12. 
und 13.) substituirt, und 2arcsinZi£ in eine Reihe entwickelt: 
45. C.,t— C..P + C, uM Cus... 


1.3 1 1.3.5 1 | 
P S Sp : [EN MJ 
O+ air d gig24t745 V 


16. Cort — Case -- €; ge — À OT Ss 


| 20.00 m — DIT e aee 
=|: ugs ios 2 Let Y. UY ec JH _ J 
tg 3 8.16° 5 des (RUN RON tan 1.9.8.4,5 COINS 


4, Sei nach der Bezeichnung von 2. 
17. p. = D, a + Dub d - Dic, + Dad + Duae, d eee 


und setzt man hinwiederum statt y,, sin(z--a x), und statt a), 5, ..... 
die entsprechenden Werthe, so hat man: 
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%COSZ COS D — SIN Z Sine c 
== cosz[D,. t—D,, 2 -D. ,0— D. ct +... 
— sinz cosia[D., ? — D. t - D. ,P—....]. 
Durch Hülfe der Gleichungen (2. und 3.) haben wir aber auch: 
€, COS Z 00920 — SIN Z sin 4x | | 
= cosz(2arcesin3t)[1— 4,,, 0 + A, P— A, oP +... | 
— sin z cos£ a (2 arcsinZ £) [A4 ,£ — As P 4+ Aus! — Lus]; 
folglich, wenn man statt 4,,, 4,,, etc.) deren Werthe aus (6. und 7.) 
substituirt: 
18. esf Dy + D, BP — Dos Ü- uus. 
2 —4 
= ES der je EE PE 
19. D.,P"P— D, 30? + Dy 5 Pree 
(+h dete et ht) 
x,07—4 , r*—2? . 


x [tog Oe rc Pool: 
Auf gleiche Art findet man für den zweiten und hohern Differen- 
tialquotienten ähnliche Ausdrücke, deren Entwickelung ich der Kürze 
wegen übergehe. Ich bemerke nur, dafs die Coéfiicienten des erstemiF'ac- 
tors in dem Ausdruck für den zweiten Differentialquotienten (2 arcsin$ty 
einem sehr einfachen Gesetze folgen, welches aber bei dem dritten und 
den höhern nicht Statt findet. 
5. Eine vielfache Anwendung findet der Ausdruck des Integrals 
Jy¥x 0x. Man sieht leicht, dafs es in der Bezeichnung von (1.), wenn es 
von x —0 bisx x genommen wird, die Form haben mufs: 
20.. fy 0x = By Ez. a, + Eb, + Erst Erd + Be, so teures 
und Pup der ORUM USD des Werthes sin{z—+ ax) statt y,: 
— Lcos(z + ax) + = 0082 = — = cosz (cos dio — 1) + = sinzsınax® 
= sinz(x—E, PE, ,U— ELS +... 
+ 0052 cosz a (E, , t — Es + E. —5 eue.) 
und mittelst (9., 10., 12. und 13): 
2 
SUE E 2. OE E UB dn | | 


(ele o e ADHERE ES 3 Lá xd deeds. bal. SEAT Beatie Sut 
nme RE8IE.3 32.5 ^ Am 


RO re P. er IEEE: 
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cos z COS suf? as 2* a = Lu “ag 
+ .... 3 
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‚mithin: | 
21. com By. + ES Etes 
y LER I uro 
LX hae o eo ga Ee 
PRG MT 452 2.1.2 m He | 
à 7 
Be de ee D LE EE INS. 


22 E, — EP EQ P—.... 


t5—.... 


HATH ps ML A Jet OF 4 
ket a RE CARS 
1386" 1/0551 wre 


the et RR | 
Sucht man das Integral von x — — bis x — -H3, so verschwinden die 
mit E,,, E,, etc. multiplicirten Glieder, da sie blofs gerade Potenzen 
enthalten. Nennt man in diesem einzelnen Falle die Coéfficienten der 


übrigen 1, £,, E, CE SO ist: - 
23. 1— E,P-L Et... = —. 
X jM 2 c E 
1+3 cgi +346" 5! +... 
Ebengso wenn die Coëfficienten des Integrals, von = — 4 bis x — +; 
genommen, 3, E,, E, etc. sind: 


24. 9— EP + Et... = B rt 


m ee 1 35412 anon. 
143 egi Tq zi... 
uter vf. 


6. Nach der Bezeichnung von (2.) sei 
- 7 + : ,4 
25. Sy = xy, Fio, Fu + Fes ten 
so ist nach Substitution von y, — sin(z + a2): | 
1 ) bo odd eee 
— Re + 4x) = ——cosz(cosæ x — 1) + — sing sin ax 
= sinz cosia(x— F,,C-- Pal, Gt Hess) 
+ eosz(F.,t— PF, LE — FLU tee) 
oder mittelst (2., 3., 6. und 7.): 
Er 25 ume (p bo ve gr MAT vs 


ae 8 Di Se et 5; a oo D ON ys b 
7 Qaresinit 1.2.9 Fe 1.2.3.4.5 


eine jus nid a LS HM 
"acad Ne 234 ae D ....)) 
folglich: 
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26. cm Fat + Fiat — Foto + es. 
- C acta d a .x*—1.2*—2* 
vy luu uL ied bua) ^. 
icts3tRaq6 5! +... 


zy Fit +R, st... 


2? x?.x2—1Â : 
M i2 nC L'* 
LT 1 du E 1 , 
Argen Cope 


= etc. — 0, und wenn man die übrigen Coëfficienten F,, /,, etc. setzt: 
Cy 
UN D AO Dada DE Par gt Pcr Ut 
| : L- Ts 3! T 8.16 5 . 
In Beziehung auf eine zweite oder hôhere Integration gilt auch die in (4.) 
in Bezug auf die Ausdrücke für die Differentiale von y, gemachte Be- 


merkung. 


München, den 22. Juli 1829. 
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OL, | 
Über Centrifugal - Pen del- Uhren, 


(Von Herrn Th. Clausen: zu München. ). 


Die Bewegung der Centrifugal-Pendel ist bekanntlich deswegen nicht 
gleichformig, weil der Widerstand der Luft, die Reibung und die bewe- 
gende Kraft, wodurch der Gang der Uhr regulirt wird, zu veränderlich 
sind. “Indessen ist die Veränderlichkeit sehr verschieden, je nachdem 
die Uhr construirt ist; welche Idee mich veranlafst hat, über die Ein- 
richtung, wobei die moglich kleinste Veránderung des Ganges Statt fin- 
det, nachzudenken. Ich bin dadurch auf folgendes Resultat gekommen: 
Es sei (Taf. III. Fig. 3.) 4B eine verticale Axe, CD =a, ein hori- 
zontaler Arm, E ein Gericht und DE=/. Dreht man die Axe, so ent- 
fernt sich. das Gewicht von der Verticallinie DF. Ich nehme an, dafs 
der Winkel 0 sich im ganzen Umkreise gleich bleibt, welches durch den 
Widerstand der Luft in kurzer Zeit bewirkt wird, so dafs die bewe- 
gende Kraft (Feder oder Loth) der Reibung und dem Widerstande der 
Luft gleich ist. Vermindert sich nun dieser, wie z. B. bei gröfserer - 
Wärme und tieferem Barometerstande, und die Reibung, wie bei Erwär- 
mung des Oels, so ändert sich die Umdrehungsgeschwindigkeit und der da- 
von abhängende Winkel. Hieraus ersieht man, dafs derjenige Werth von 0, 


für welchen 1 0 ist, der für den gleichformigen Gang passendste ist, 


weil der Einflufs, den die zur Wiederherstellung der Gleichheit zwi- 
schen dem Widerstande der Luft, der Reibung und der bewegenden Kraft 
erfolgende Aenderung von Ü in dem Gange hervorbringt, nur von zwei- 
ter Ordnung ist. 

| Sei y die Winkelgeschwindigkeit der Axe AB, so ist die Centri- 
fugalkraft in horizontaler Richtung (a -]-/sin0) ; und nach der Richtung 
DE und einer in der Vertical- Ebene darauf senkrechten zerlegt: nach 
dieser letztern (a-|-7sinÓ) cos0.y*. Die Kraft der Schwere, nach dersel- 
ben Richtung zerlegt, ist gsin§; es ist daher, wenn der Winkel 9 wäh- 
rend der ganzen Umdrehung beständig ist: ; : 

(a-+-/sin§) cosÜ. y* = gsin®, 


Ss RER 
q , » 
À 


A 
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oder - | 
1. a--IsinÜ = =; tang, 
und wenn man differentiirt und y constant setzt: ; 


FA: 2b. 
| lcosh = "ji 
oder 

3. Lost — & 
-V 


aue 


Die Verbindung der beiden Gleichungen giebt: 


‚folglich 


a+ Jsin9 = 2sind cos, 


oder 
| a + lsin = o, 
3 
A sind == u. 
woraus man sieht, dafs der Winkel § negativ ist, oder dafs das Gewicht 
E und der Arm CD auf verschiedenen Seiten der Axe liegen. 

Als Beispiel nehme ich an: €— 0,12; /— 0,27, wo £g bekannt- 
lich die in einer Secunde durch den freien Fall erlangte Geschwindigkeit 
ausdrückt: so hat man 0 == — 52» 32/ und die Zeit eines Umlaufs 1,333. 
Durch Veränderung des Winkels um 255, wodurch der Widerstand der 
Luft, wenn er dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional gesetzt 
wird, um den sechsten Theil grôfser oder kleiner wird, verändert sich 


. der tägliche Gang blofs um etwa 5 Minuten. 


München, den 21, Juli 1529. 


EN 
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np DD. 


Beweis eines Lehrsatzes vom Fünfecke. 
in Folge der Aufstellung desselben S. 396., 4. Band 4. Heft dieses Journals. 
(Von Herrn G........ ) 


De zu beweisende Satz heifst: „Wenn alle Seiten eines beliebi- 
gen Fünfecks 4BCDE (Taf. HL Fig. 4) verlängert werden, bis. 
sie sich in 4’, 5’, C', D', E' treffen, so schneiden die fünf ge- 
raden Linien, welche die Mittelpuncte der Diagonalen ei- 
nes,jeden der Vierecke 4BEA', BACB’, CBDC', DCED', EADE' 
mit einander verbinden, sich immer alle in ein- und dem- 
‚selben Puncte.” 


. Es kann dieser Satz auf den folgenden einfacheren zurückge- 
bracht werden. Wenn vom Durchschnittspuncte O der Diagonalen des. 
Vierecks ABCD (Fig.5.) nach einer Seite AB desselben hin die Gera- 
den OE und OF gezogen und die Durchschnittspuncte 77 und N der 
Diagonalen der beiden Vierecke 4COE und BDOF durch MW verbunden 
werden, wenn man weiter die Linien C.4 und OE durch PQ, die Sei- 
ten CD und MN durch LG, und die Linien OF und DB durch RS hal- 
birt, so schneiden sich diese drei Halbirungslinien immer in einem 
Puncte Z. : 

Wir setzen zur Abkürzung O4 =a, OB — 0, OC ec, OD — d, 
OM — m, ON = n und nehmen OB und OA zu Coordinaten- Axen. 


Die Coordinaten des Punctes P sind dann: —3 und + 21 
C 

des Punctes L -  - Pa und "n 

: b d 

des Punctes S . AUN und o E 

nu 7n. 

des Punctes G - : Hess und LES 


Die Coordinaten des Punctes Æ finden sich aus den Gleichungen 


= TL el: und J — = — 1 der Linien 4B und MC; die Coordinaten - 


) 
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des Punctes Q sind aber halb so grofs, und demnach: 
£bc(a— m) àma(b-]-c) 
ac-]-bm mn mb--aec ° 


Die Coordinaten des Punctes F' finden sich aus den Gleichungen 


2 + EL: und di 1 der Linien AB und DA; die des Punctes 


R sind halb so grofs, und also 
&nb(a--d) Zad(b—.n) 
a LEP 
Man kennt also für jede der drei Linien PQ, LG und SR die Coor- 


dinaten zweier Puncte, und findet also nach einiger Rechnung die Glei- 


chungen für diese drei Linien selbst, nämlich: 


für die erste: y(6-L-c) d- x (a —72) = mii 
für die zweite: y (n-]- c) — x(m-]-d) = mere, 


nd+ab 


für die dritte: y(b—2)+x(e+d) = 


Subtrahirt man von der ersten Gleichung die zweite, so erhält 
man die dritte, und es schneiden sich’ also die drei Linien y 0, LG und 
SR in einem Puncte. 

Der so eben bewiesene Satz findet aber eine fünffache Anwen- 
dung in Fig.4 Halbirt man nämlich hier die Linien 4D und OB‘ 
durch eine Linie ee’; C'D' und EB durch eine Gerade aa’; AC und D'E' 
durch bb; DB und A'"E/ durch cc’; endlich EC und B’A4’ durch dd‘, so 
schneiden sich also diese fünf Linien aa‘, 5b‘, cc’, dd’, ee’ in einem 
Puncte; von aa‘ wird aber auch 44° halbirt, denn die Linie aa’ hal- 
birt zugleich die drei Diagonalen eines Vierecks AEBA‘; eben so wird 
BB’ von 5b’; CC! von cc’; DD" von dd’ und EF’ von ee’ hälbirt. 
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26. 
Aufgaben und Lehrsätze, 
 erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 


Aufgabe vom Herrn Prof. Unger zu Erfurt, 

7. Drei in einer Ecke zusammenstofsende Seiten - Kanten einer drei- 
seitigen Pyramide sind gegeben; man soll die der Ecke gegenüber lie- 
gende Seitenfläche so bestimmen, dafs der Inhalt der Pyramide ein Ma- 
ximum sei”). 


Lehrsätze von Herrn Prof. Gudermann zu Cleve. 

8. Wenn man in der Ebene eines Vierecks 46CD (Taf. II. Fig. 6.) 
eine Gerade so zieht, dafs sie die vier Seiten desselben und die beiden 
Diagonalen 4C und BD schneidet, so findet unter den Theilen der ge- 
zogenen Geraden folgende Proportion Statt: 

| RP.RS  RIV.RF 
OP.OS — QW.QF 

9. Wenn die Puncte / und YW in v zusammenfallen, so hat man 
die drei folgenden Proportionen: 

vp-vq,. pq. rp.r$:^ OT VE MONS Up. DE MT 


| . = 3. = —. 
Dr. US rS qp. qs qv?? vg.vs ‘qs 


1 Aufgaben von Anderen, 
10. Die Wurzeln einer Gleichung vom vierten Grade durch tri- 


gonometrische Functionen auszudrücken, wie es bei Gleichungen vom: 


dritten. Grade angeht, auf welche sich bekanntlich Gleichungen yom 
vierten Grade bringen lassen, | 

11. In einer prismatischen, senkrechten Röhre, in deren obern und 
untern Boden sich Offnungen befinden, wird die Luft auf irgend eine Weise 
erwärmt, so dafs sie sich ausdehnt, leichter wird als die äufsere Luft, und 
folglich aufsteigt.. Es wird die Geschwindigkeit gesucht, mit welcher 
sie durch die obere und untere Offnung der Rohre sich bewegen wird, 
‚und zwar wenn nicht nach Bewegungs- Gesetzen a priori, so doch nach 
dem hypothetischen Gesetze, dafs die Geschwindigkeit einer Flüssigkeit 


derjenigen gleich sei,. welche ein Körper erlangen würde, der von der 


Höhe der drückenden Säule frei herabfiele. Auch kann statt der ver- 
schiedenen Temperaturen in der Röhre, eine mittlere Temperatur angenom- 
men werden, jedoch mufs die Blastieität der Luft und der Widerstand 
bei der Ausströmung, erstere nach dem Marioitischen Gesetze, letzterer 
nach bekannten hypothetischen Gesetzen in Berechnung kommen. 


*) Herr Prof. Unger bemerkt bei Gelegenheit der Uebersendung dieser Anfgabe, dafs von 
der Aufgabe 29. im 4, Bande S, 391., die sich daselbst, und barycentrisch im 5. Band S. 102. gelö- 


set findet, und zwar allgemeiner gestellt, noch eine andere, geometrische Auflösung von Gior- 


dano di Ottajano vorhanden sei, die sich in den Memorie di Matematica e Fisica delle so- " 


cieta italiana, tom. IV. (Verona 1788. pag. 4) finde und auch von Klügel in seinem VVürter- 
buche, Art. Kreis, aufgenommen sei. 
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| 27. | 
De approximata seriei, juxta data functionis derivata 
dispositae, summatione. 
(Auct, Dr. C. J. D. Hill, Holm.) 


Sit s —fx4-c,0fx + c,D'fx J- e, Dif --.... series summanda, et 


fx functio data atque D"fx hnjus derivatum 2™, 1, e. ad ee 


coéficientes vero €,, €,, Ca, .... constantes qualescunque (aliquatenus ta- 
men convergentes). à 

Patet jam, casum ab celeberrime Gaufs ingeniosissime pertracta- 

tum ?f/dyf(x-l- y) seu yfx--$y*9fz - $5? D*fa -- .... huc spectare. ‚In- 

numerarum igitur formarum, quarum. ope summatio tentari licet, anc jam 

857 nof (2 +0) + 2f(x+a,) + nf (x + 2, + ME Id 

praecipue eligimus, cum casui isti speciali bene conveniat. Evolutione 

atque comparatione utriusque ipsius s valoris instituta, hae oboriuntur 

aequationes: | 

Co 

c 


a) ve 


Ps Ln Em +...+ 2.5 
NG, tr, + 7,0, 4- .... 43-22, 


20 1 2 
hy Qe al: it, a; —- 2 Q5 -d- ..o» + RE LER 


(IR 


. 


SUR a7 b nuam pn ar de sss e ne Ce 

Quarum quidem numerus est — 27, ignotorumque idem (2-27); 
scilicet adsunt pluria @ numero r, itemque 7? numero r, Ex istis, si 
omnia tum 7, tum « elicere in potestate fuerit, problema nostrum solu- 
tum erit. Hae, cum successive gradus 1, 2, 3, . . . 2r sint, aequa- 
tionem finalem gradus satis elevati suppeditare videntur; nihilo tamen 
minus haec producitur, gradus dimidio minoris, quam altissimus (27) 
aequationum a), ‘ex quarum eliminatione oborta est. Forma igitur no- 
stra generalis majoribus haud labomgt difficultatibus, quam casus illius 
nuper memoratus. 

Hoc ipsum inveni, cum ad eliminandi exercitium, tum seriem 
quamcunque CE 5s ec aa 
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sub formam producti plurium potestatum (ex. gr. — c (14- ax)" (1--a, x). ...) 
exhibere (quo quidem casu maxima industria atque circumspectio adhi- 
benda) tum plures atque plures aequationum nuper obortarum successive 
tractare, mihi proposuissem *). Ut vero id, quod ita particulariter inve- 
neram, generatim demonstrare liceret, alia ingredienda erat via; qua 
etiam totam rem jam breviter explicare conabor. 

Est modus, qui aliquando in usum venit, numeros theoremati de 
quacunque functione valenti intextos determinandi; isque in eo consistit, 
ut loco functionis indeterminatae certa quaedam eligatur, quae isti de- 
terminationi maxime sit idonea. | 


Hanc igitur suppositionem fx --, nostro casui aplissimam vi- 
dimus. Hac enim admissa, nostra, ab initio proposita aequatio haec evadit: 
Co € c? n n Ther Ar-ı 
rain aptae TU pos d 
seu | 
06,2 7 — C, 0% + 0, ¢3—.... = (x + a) +n, (z +a) +n, ( fa)... 
Quae quidem, si illius pars dextra secundum x" evolvatur, coéfficientes- 
que eidem ipsius x negativae potentiae annexi comparentur, rursum ae- 
quationes subsidiarias nuper expositas («.) reddebit. Exinde igitur nihil 
reportatur, nisi quod doceatur, suppositionem nostram rite adhiberi. Si 
vero formamus functionem ; à 

B(—z) = (x-pa)(z a) (s 4-4)... . (ma) 
explicatamque per àx' —b,x" + b,27-* — ....-]- b, repraesentamus, eam- 
que in utramque aequationis procedentis partem ducimus; id, quod quae- 
rimus, inveniemus. Patet enim, nullas, instituta. per B.(—x) multipli- 
catione, ab dextra parte negativas ipsius x potentias superesse posse, (si- 
quidem- ex, gr. B (— x)n (x + ay” — n(x--2a,).(x--a,)).... etc. sic in re- 


*) Hae etiam ipsae aequationes resolvendae praecipuum implicari videbantur nodum alius cu- 
jusdam quaestionis, ejusque dignae, quae penitius perscrutaretur, Ni multum fallor, functionum 
secundum potentias evolutio ideo instituitur, quod in his et derivatio (differentiaiio ) et rederivatio 
Cintegratio) eaeque quousque libet repetitae, facillime perficiantur. Simili etiam de causa, scilicet 
ad differentiationem (A) atque summationem (2) sublevandam, interdum secundum facultates seu 
coëfficientes binomiales adgrediuntur evolutionem. 

Quaslibet vero harum operationum ,' i. @ omnes fere, ex quibus fructus capere licet quam 
maximos, nullo fere negotio perficies, si functiones praeire exponentialiter explicueris. Posito vero 

Ja = nget0* + n,e1* 4 nie02* L..,. atque fx — co tm + 0, x* +.... 


. eaedem omnino oborientur aequationes (a.); quas igitur etiam bac de causa tractationem mereri * 
credidimus, 


Le 
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liquis); ideoque coéfficientes negativarum potestatum quae a sinistra ad- 
esse videantur, re vera nihilo adaequari. 
Exinde vero hae oboriuntur aequationes: 

6,5, + ed, red to. Fond tech = 0, 

C,0, + ed, + 65b, too + cb, + GR 00, 
MY TTE. b, +35, 4- 65.5437... 43-6465 + DE, 

Cy Opp Cy By teren nd + 0, 0, == 0. 
Quarum quidem ope, cum nonnisi lineares sint, nullo fere negotio coëf- 
ficientes do, b,, b,, .... etc., uno excepto, qui arbitrarius superest nu- 


merus, determinantur. Quo facto, statuendo aequationem Ba=0, seu 


B) be ba" + ba"? +o... +6, = 0 
haneque resolvendo cum re vera idem ac 
(a—a,) (a—a,)(@—2,) .... (a—a,.,) = 0 

valeat, numeri @,, @,, @,, . - . . @,_,, utut illius radices, habebuntur. 

His igitur cognitis, idque aequationis ope, quae non est nisi gra- 
dus (r) i. e. dimidii aequationis 

Cog mm M08? enar +, 
altissimae earum, quae ab initio solvendae proponebantur, facili satis ne. 
gotio reliquae ignotae (2) determinabuntur. Hanc in finem ad pri- 
mitivas aequationes (4) regredimur, earumque 7 priores per suum quem- 
cunque numerum 4,, 4,, 4, etc. mulüplicatas addimus. Ita habebimus; 
CoA + tee ds = nA + A a+ dam TE. he), 
si numeros istos ita determinamus, ut coéfficientes sint aequationis 
A, + dia + dum +... A." = 0 | 

= Ka), hujusque radices @,, %, « . . ..&,.,, he Ko sit u (seu 
= (a—a)(a— @,)(~ —0,)....(@—e,_,)) qua quidem divisione instituta 
obtinetur ' | 

A, ,=b,; d um b bua; A,=b,tab, +ab, ete: 
Quibus igitur valoribus introductis, totoque secundum (4) ordinato, si bre- 
vitatis causa. 

b,c; bo + 50 2 Pies per (bo), 


indicamus, habebimus 


geal (b e) rt (be) a + (bc) ds a? viet hae ife dc Prati "i 
Ton BL nd He. wien SEA ‘ 
i. e. 2 est aliqua ipsius @ functio, nobis per Fa Parente eaque fracta, 
M 41* 


- 399 297. Hill, de approximata seriei, juxta. data funct. deriv, disp., summatione. 


cujus numerator (Pa) est pars producti Ba (c,a7* 4- ca” 4- c, ? 4-....) 
integra (i. e. ea, quae potentiis negativis caret), denominatorque = Kc 
—dBa. e 
y ., * . —— |a ^ 
Posita igitur Fa= = seu 


€) Fo — (bc)r»+(be),2a+ (Bc), 307... LE cS at 
Dry 20,2 a + 35, 5a* +.... trboa™ 
habebimus 7, —Fa,, similiterque 7,==W'a,, n,— Fa,, ....n.,=fa,,; 
patet enim, 75; similiter ab a; pendere, ac 7, ab @, vel etiam similem 
calculum pro @; ac nuper pro @ seu a, institui licere. 

Jam ut vides, totum nostrum negotium aequationibus 4, D, et € 
rite solvendis perficitur. Resolutis scilicet aequationibus 4, cognoscuntur 
quantitates 5, quae coëfficientes sunt in aequatione 3). Haec vero reso- 
luta dabit omnia (a); ex quibus suumquodque (7) per aequationem €), 
seu n — Fa computabitur. Habemus igitur id, quod desiderabatur: 

c fx + e; df + c, D2f x + c5 Difoc +. 
= ng feta.) J- n f(x 2) 4- n f(s Oy) oe oe Ho nf Ge d.) 
Hisque subsistere quidem liceret; lubet tamen aliqua, tum circa praeci- 
sionem obtentam disserere, tum circa utriusque istarum aequationum so- 
lutionem computoque ad hane obtinendam aptissimo annotare; tandem- 
que totius rei usum exemplis aliquot illustrare. 

Quod igitur ad accurantiam attinet, statim vides formulam no- 

stram summatoriam 
Gem nof (& + Oe) be n, f (x PG) HF eda n, f (x--1- G3) 
rursus evolitam sub formam | 
A fx + k,dfx +LED'fx +... Lk,D'fx +... 
exhiberi posse. Quoniam vero ita semper sit 
kb, — nam - na? + nam th... fb MO, 
jam patet ex modo, quo numeros c et n determinavimus, esse 4,=¢,, 
k,==c,, generatimque £4, — c", siquidem m «2r fuerit. : 
Termini igitur numero 27 priores seriei datae 
s = Cfx+c,dfx + cD'fx +... MT ^ 
per istam formulam (y) complete repraesentantur, errorque non nisi ex 
altioribus provenire potest, isque aperte hic est: | 
e = (¢,—k,,) Da -- (Copper — Fay) D" fx ves 
quo quidem corrigendum est c, ut evadat =s=c-+e. _ Hic vero er- 
ror eo est minor, quo major est 7, quoque citius quantitates c decrescunt, 
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idque quo regularius, quo ipso non possit non c, — £,, adhuc minor eva- 
dere. In casibus quidem specialibus, quos tamen in praesenti pertractari 
nobis haud est animus, iste error brevius exhiberi potest, ut ex. gr. nu- 
per celeberrimus Jacobi pro casu Gaussino elegantissime docuit. 


A. Aequationes 4), ut primi gradus, juxta notissimam permu- 
tandi artem solvi quidem possunt; quoniam vero particulari gaudent forma, 
hac ad faciliorem solutionem uti licet, Si enim aequationes 4, respective 
per 2,, ,, Q, etc. multiplicatae adduntur, obtinentur hae: 

C, , + 6,8. + Br. he, = 0, 
Gr CL + CL, + .o.s + €, ct L0, 


Cs D. + Cra CA de B. + VER T Car-5 p = 0 
pro definiendo 5,:5, (restat scilicet: 
(Bo Cr Pi e. + c Cale Net = 10, + (Bo c + 8. c Cale. 251 PER —0) 
Hae vero si adtenderis, aperte ad casum praecedentem ipsius 4) 

seu ad r unitate minuta spectant, 

acceptis | Box Bis & 

loco horum Bun b D yin. 4. À ete 
Quae cum ita sint, exinde fluit modus simplicissimus, omnes casus suc- 
cessive simulque solvendi. Si enim a primis ducitur principium, radi- 
ces praecedentes inverso ordine factores erunt idonei ad subsequentem 
solvendum. Sit igitur 

1) r=1, ‘ie, À) bc 5,0- 0, 


unde statim habetur: 
b, = Co et b, = — Cry 


bse, + b,c, + bc, = 0, 
{b,¢, + bye, + bc; = 0. 
Adhibitis igitur factoribus ex 1) desumiis —c, et 6, obtinebitur 
b,(— ci4- 6,6) + 5 (— 66; H- 6,6) = 0, 

Luesubil-se6i 0,6, ek b 65.00, 
Quoniam vero si aequationes 4), diagonaliter inverso scripseris ordine 
ie hoc: bc; Hbc, +b,c, = 0, bc, Hbc, + b,c, 9, 
aequationes obtinentur prioribus similes, ea solum differentia, ut 2,5, b» 
c,€,€0, €, locum teneant respective horum b,5,b,5 ¢,¢,¢,¢;3 statim, si ad 
hane permutationem adtenderis, habebis 

b, == 0-6. 


9) a e NA) 
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S) Site 
(050, + b,¢, + 5,6, H- be. 
; A) (b,c, + b,c, + bc; + bc, 


5c, + b,c; hh b c, + b.c, = 0, 
Factores ex 2) jam adsunt: 


NI 
9 


2 
€, — €, C35 CC; 0,65; Ebor. os 
quarum ope. statim ex forma: 


Bin oh be 


habetur: 
b, = €, = rg — 20, Cas + Co 6$ — CoCala + Ci Cas 
b, =—( = (e, C3 — e?) €5 (CC, — 6563) €4 + (co C, 77741) C43 


iterumque ex diagonali perversione, ut et permutatione hac: 
< bob, oo 65€, 6, €3 C4 Cs 


e. Dass MP tats te 
sdàntur eo ipso: 


b, €,€5— 620, À 1:5, — 6,0404 + 6, 0$ — Co Ces et 

b, — Ci + 26,040, — 020; + 6,64€; — €, 6i. 
Signo scilicet mutato, ut ex evolutione directa termini cujuscunque jube- - 
tur: id, quod alterna vice, i. e, pro impari ipsius r valore efficiendum. | 


4) rd. 


M 


be, tree. bees T 0, 


À) 0 9 eo 9 9» 8 9 + o « © 


bacs +... + bc, == 04 
‘Valoribus ex casu praecedenti per 03, 53, 53, 63 distinctis, harum- 
que aequationum radices per Jj, bi, 5j, bj indicatis, statim habebitur, 
prioribus factorum loco adhibitis: 
— i) = ¢,b3 + ¢,b3-+ 6b? + cb? et 
| bim cibi 66 + cb + cb 
exque his, valoribus in c loco b°.... introductis, permutatisque 
DANCE, Cy 
SE LED aet 
 habebuntur 4, et 5,, quorum valores utut prolixiores transcribere haud 
lubet; b, vero ex quacunde aequationum 4) postmodum computabitur. - 
Ad finem observare liceat, adhuc dari modum ad coéfficientés ae- 
quationis B) perveniendi, eumque magis directum, nihilo tamen minus 


L] 
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satis laboriosum. Si enim seriem c;-4-c,x - c, ?4-.... sub formam 


dus du E ys z bes .. 
exhibere velis, ex evolutione partis dextrae ejusque comparatione cum si- 
nistra, statim habebitur 
Co = n—n,d-n,d-....; ec — natn a,+ etc. 
i. e. omnino eaedem aequationes &), ac quae ab initio nobis oborieban- 
tur. Si vero jam loco partis dextrae illius summam algebraicam, quae est 
fractio rationalis, per 


Bo + 8i x d- B. x? +... 

b. baba Les 
designanda, acceperis, alius operandi modus patch Sub hac enim fra- 
ctionis forma series proposita c,--c,x-|-.... directe exhiberi potest, si 
haec in unitate bis dividatur, residuumque in illa etc., totumque opus ad 
fractionum continuarum modum absolvatur. Cujus vero rei, cum et no- 
tissima sit et satis laboriosa (praeter in casubus specialibus), ulteriore 

expositione in praesenti supersedere liceat. 

B) Quod ad aequationem B) attinet, vix quidem aliquod calcu- 
landi compendium: admittere videtur, cum nullum fere dubium sit, quin 
universalissimae sit formae, quandoquidem coéfficientes illius duplo gau- 
deant quantorum arbitrariorum numero, ideoque quidvis evadere posse 
videantur. In casibus igitur specialibus tantum aliquid ejusmodi est ex- 
spectandum; inter quos praecipue est observandus is, cum series Prope: 
sita alterno deficitur termino. 

Sut dee UD. nice sc OER ‘ 

Le s= Cfx teD’ fxateDifet.... 
Si hoc in casu alternas consideremus aequationum 4, mox patebit esse 
b= 0,2555, ...., nisi forte fuerit c2— 60,0, 0 = cE — 64061 + Ad 
quae si adtenderis, mox videbis ceteras aequationum 4, simpliciorem in- 
duere formam, quae illi ad casum generalem pertinenti similis sit. Inde 
igitur solutiones huic casui accommodatas facili negotio erues. Si enim 
r' huc sit id, quod ibi erat r, solummodo loco 
Colle C3 CaCs 0... sumendum est: 
Co Ca Ca Co C8C10 se ei cum p^ == 9r; 
vel C,CaC6 C8C10C19 see. cum 7/ 92r +1, 
Sic ex. gr. pro 7^ — 5 statim hac permutatione habetur 
by == 0$ — 0,094, 0, = Cote — 6108; 
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atque , = ci— 6,0, indeque aequatio 


D) b, a SUPE + ba = 6; 
soluta facillima. 


I) Sit s = edfz 4 cD'fz J- e Diaz 4- .... i 


1.48. CER 0 =, == c, etc 
Tum itidem facillimo negotio patebit, pro r/—27r--1 esse b,-— 0 = 
b, == 0,...., atque pro r'zz2r, b, — 0 — b, — b;...,, nisi forte fuerit 


(€$— 6,0, 005—040. ... Deinde si per 27 illud 5,, quod ad r at- 
tineat, ut antea in 4 4), intelligitur, statim habebitur 


bi by c,, b=mb=—o, bebhm CH— Cy - 


bi cms cc; = co Of =e OR Gestein 
i e. coéfficientes aequationis B) pro r'— 2r et pro r ie M eaedem, 


ipsaque aequatio eadem. l 


Sic ex. gr. tum pro r— 4, tum pro r — 5 est aequatio B)- 
(c$ — c,c)a - (e,06:— €, 0) ^ + 6$ cc, = 0. 


Ex hinc igitur patet, seriem nostram si alterno defecta fuerit ter- 


mino, approximate summari posse solita Algebrae facultate, i. e. solvendo 
aequationem quartum gradum haud superantem, idque accurantia, quae 
circiter ad D'5fz vel D" fx adscendit. Fit enim pro r=9 aequa- 
* tio 4) liaec: 
ba bo + bo + ba’ ba — 0 in casu primo, 
vel bas + b30° + ba—+ ba bj — O0 in casu secundo. 
Quae aperte ut aequationes quarti gradus resolvi possunt. Primus vero 
orrectionis terminus est (c,,—7,,) D^fx, qui in casu secundo nihilo ad- 
pue " 
Circa aequationem B) tandem observandi sunt casus, qui ex di- 
versa radicum indole oriuntur. Quanquam enim ex modo, quo ae- 


guatio 8) exoritur, cum (2-+n,) fa loco zfa -]-n,fa sumi possit, radices. - 


ilius (a) inaequales esse debere (id, quod in eliminatione directa inter 
“aequationes &) admittendum erat, ut aequatio minoris gradus proveniret) 
videatur, tamen accidere potest, tum aliquas aequationis B) radicum in- 
ter: se esse aequales, tum aliquas esse imaginarias. Jam si aliquae ae- 


quales fuerint, ex, gr. @ —— 0,, valor ipsius 2 infinitus generatim prodibit; 
Wis Pa : , pix 
erat scilicet 7-757, pro radice vero aequali (a) aequationis Ba — 0 


est d Ba —0, cum idem de Pa nonnisi in casibus specialibus asserere 


^ 
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liceat. Exhinc igitur patet, formam admissam summae c huic casui 
haud adaequari; attamen, si paululum immutatur, huic etiam accomo- 
dari potest. Si scilicet fuerit = a, —0,... .— a, loco partis 

od Cot) bi Aie astu + ee ETS in ¢ 
sumendum est: 

no BEI Cr rad i das co quf origo: 

Sit enim ex. gr. €, — a,. Ponatur vero, priusquam aequales de- 

venerint, @, — a — 9 atque 2,— 20 -]- e, itemque Pa.f(x+a) = Qa, 
eritque pars ipsius o dubia 


M g(a— e) P(a+ 0) 
UO gale pre pae ee 


Queniam vero (#—a—w)(#—a-}-w), seu (œ—a) —u factor est ipsius 
x, poni potest ; 
Ba = ((a-—ay-—w).Ba; 
indeque infertur 
dBa = (a—aydBe«--(a—2a).2Ba — wd Ba, 
ideoque 
dB(at-w) = 2uB(a-+o) = 2w(Ba+wdBa+....) 
similiterque 
| dB(a—w) = —9w.(Ba—wdB a); 
his igitur introductis, habebitur 
ii Bi pa+wd@pa+....  pa—wdgat+.... 
ream 20'NBa--oedBa--.... Ba—wdBa-+.... 


__ Ba.dpa—ga.dBa+aQ 


seu 


id, quod in casu radicum aequalium, seu cum »=0 fuerit, fit: 
Ba.dpga—ga.dBa 
PER Bee 
Erat vero Qa — Pa.f(x-]- a), ideoque 
dOa = dPa.f(x+a)+ Pa. A iss 


indeque 
pz Bude Pod Be) p a) LPS afi pay 
quae igitur quantitas in o loco hujus 
nf (x a) + n. f(x 4-2) 


est introducenda. 
| Sit ex. gr. 
es ET e, dfx + c, D! fx + (3e, —20c,) Di fx + 3(e, —2c)D'fs 
J- (9c, — 66, —2c,) D' fx + ete. 
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sumaturque r==3, quo per aequationes 4) obtinebitur: 
erde, = BY (ges dj 


i. e. aequatio D) erit Brenn cui radices sunt 1, —2, 3; 


est scilicet Ba — (a— 1) (« —9). Inde igitur obtinetur 

Pa = (à—3a--2)(e,27 tea -p- ca +...) 
Pa = e.a? T 657r6—3c,, 

atque d Po = 2ee--e, 'dBa = 3(4°—1), tandemque 

Pe | coa? 4d-c,«-]-c, —3oe5 

d LA SIC 

qui quidem pro «& ——9 reddit | 


seu 


AVIS 


6; — 2 €; Co 


Ty ymo ge mers 
at pro #==1, n=oo. Est vero Ba —2-1-2, ideoque 
B, = 3, dd meh 


Indeque : 
a (E) — 926 


ag — 2 
atque == = un. 


B B, 


ii 
s n 2 Perth to prs 9) 4 tee p KDE M M 


accurata ad D^fx. 
Similem in modum procedi poterit, si pluria radicum aequalium 
paria adfuerint, vel etiam numerus aequalium major fuerit; cujus vero 
expositionem, ne justo prolixiores evadamus, in praesenti omittere liceat; 
cum quidem numerum 7 mutando interdum nodus eludi possit. Id sal- 
tem monuisse juvat, ejusmodi in casibus numquam tot terminos seriei s$ 
per formam c, non nisi ex partibus hujusmodi z/(x--«) compositam, 
quot, si derivata etiam admittantur, haud repre posse. 
Sic ex. gr. seriei 
s = D‘fx +eD‘fx + eD'fx+.... 
ANA fx 
3.3. 
tem exstante; ex principiis vero nuper allatis obtinetur 
_ f@+V)—fle—Ve) — afe 
duy et qu e ? 
tumque omnes termini usque ad D*/x vel D’fx accurate exhibentur. 
Quod ad imaginarias ipsius B) radices attinet, nulla specialis 
inde exoritur difficultas, sed tota quaestio ad vulgarem: f(x--iy) sub 


terminus primus per repraesentari potest, errore jam ad sequen- 


— 
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formam X-LiF exhibere, redit; id, quod pro functione f bene nota sem. 
per effici posse constat. Si enim ita obtinetur f(a d- ib) — fi isi, 
atque 2 — n?-- in', statim habebitur 

tim) flap ib) + Gin) fe — iB) = 2 (nf nf. 
Neque vero radices imaginariae aequales magis officiunt; data enim ex- 
plicatione ipsius f(x +z2y), inde etiam D"f(x--Zy) explicandi artem sem- 
per elicere possumus. Exempla aliqua ad fnem proponere est animus. 


C) Valores tandem quantorum (7) ex ipsorum juxta aequatio- 
nem (C) (seu n- t, si rationalia fuerint, facile computantur, ni 
a 


difficultas nuper pertractata offecerit, quae quidem arte modo tradita pel- 
lenda est. Si vero surda vel etiam imaginaria adfuerint quanta, certe 


B . * SE . > » } P . . . e 
aliquid levaminis adferatur, si loco functionis fractae ET alia, isti in 
casu-Ba==0 aequivalens, integra (Ha) substituatur. 


Hoc vero ita fit. Ponatur 


Pa Ka 
iB. Ha -+ Ba. 5, 


eritque À 
Pe = Ha.dBa--Ba.Ka, 


| vel breviter 
P = H.dB+ BK, 


radice subintellecta Omnis igitur rei cardo in eo vertitur, ut aequatio 
functionalis formae P= 4H + BK, ubi 4, D, P sunt functiones integrae 
datae, HT vero et K quaesitae, rite solvatur. Hoc vero effici potest vel 
coéfficientium indeterminatarum ope, vel magis directe modo isti simile, 
quo in aequatione primi gradus per numeros integros resolvenda utamur. 


Divisione scilicet continua efficitur 4= . X ,-indeque calculi no- 

| D ee 
tissimi ope eliciuntur / et E tales, ut 45 — B £ —41 (seu const.) sit. Quo 
facto statim habetur: 

H —B.J-. AP et K —Et.P—.24J, 

si quidem. J fuerit functio integra qualiscunque, quae tamen commodi- 
tatis causa ita determinatur, ut H et K gradus quam infimi fiant. 

His jam feliciter. dissertatis, metliodi nostri usum paucis indi- 
casse sufficiet, - Primum vero observandum est, seriem quamcunque: hu- 
jus formae t 


42* 
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s, = cx -d-ecdfx--ecDfr-J- e6DYJfs-4- ...., 
earundem aequationum ope summari posse, ac haec: 
$6, = e fx d- ce dfx-- cD*fz-F-6Dfs--...,,. 
i. e. factores coéflicientium seriei datae (seriei geometrice progredientis) 
ad interim seponi posse. Universim enim, ponendo c,e" loco c,, b,e” 
loco b,, atque ec loco a, ideoque ec, loco &,, series Ss, in & migrat; 
nihilotamen minus aequationes 4) pro (5) definiendis, itemque DB) pro 
(a), atque €) pro 7, eaedem remanebunt. Fit nempe 
er BRIE bu ae Ges ge). 
ehiPbar— E (r—1)b, Db a. MEUSE" 
sicque in reliquis. Summata igitur serie 
$6, = cf x A- ec, d fx + „D’fc + 6, Df +... 
= nof (& -]- a) 7 n, f (x +0) a $49, 2.23 
.eadem opera obtinebitur: 
s, = Cfx + ce dfx + c, D*fx + c Dfx +... 
= n(x--ea) -- n,f(x 4- ea) d- n,f(x4- ea,,) 4-. etc. 
Jam igitur nostrae summationis ambitu approximationem Gaussinam com- 
prehendi patet. Fit scilicet ex principiis jam expositis, cum 


f[2y/e 2» = y fo iy*dfz- ty Dfz-4-.... 


sit, hoc in casu: 


Dim 


sub forma 


vel, sı mavis: | 
Cm ltd tiens efe 


indeque ex. gr. pro r==2, aequatio B) 


&,—0u--i—0, unde «c ——— 
ideoque 


[potet = vier eet) 


Priusquam vero ulterius ARNO UR hos speciales summationis nostrae. 
casus proposuisse juvat. Ex regulis scilicet antea traditis obtinetur: 
D 5— efz 4- c,dfz + c,Dife+ c,D'fz = | 
x ax 
RR qi e cof (a+ 21) al. (c,— =) Def» He... 
o o s 
b) pro r2: s = nf (eta) + n f(x4- o) + DYE Hee en 
exsistente | io] | 
b+ b,a+b,=0, ie (c? — cc) - (6505 6,063) & + 6; — 6105 — 0, 
unde j | 
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: 2 bolo by Co bo Cx 
adja $b, = EY (02 — 45.) etn = Poteet bated bet, 


€) por=3: s = n,f(x +e,) + naf (o Las) mf Go as) 
(cum errore x; D°fx), si 
. Se du) 


atque yet! bo Co %* + (b; Co bo 0:)& +b, t + ba Co + bici “+ bo Ca Ca, 
… 3b,at 2b a tb, 


boy b,, b,, b, ut ad B) docuimus, determinatis. 


2 


He cofx + c; D'fx + c, D*fx +....; erit 
a) s = Else + VE) +f 0-V2)] + 
B = (0) + [+ VE) + Va) 
c) $, = n,[f(a -- o) - (a —22] + re %) + f(a — 63] + % 
si & a, Ha, radices sunt aequationis 
(c? — cc) + (e,¢6—C,0,) ^ H- e$ — c, c — 0 


(seu 25,2 -- 5, «^ -0,— 0), atque 


v NE Bo Co id + 5o Ca + Co ba 
ze 
4b,@a” -- 2b, 


ih) 73; = BM DA Eo erit 


0 = ee reo) (Vo) e 


b) 5 = fcd) — fe) Tz ZG) (2) T 9 
siquidem fuerint spo. a, radices udi dasiaiag 
B) (ci—o, cut + (19 — 05 ¢5) a” + e$— 636; = 0, 


atque PA mos boc, 6? + boc, +b, cy 
4b,a? +2b, : 
ubi 6, = c6$— 0,0; et , = CC; — 6,65; 


i. e. coeflicientes suae aequationis B). Indicat vero x, errorem ordinis 
n*, cujus primus est terminus (c, — £,) D" f x. s 
His praemissis ad integrationem simplicem redire licet. Ex for- 


mis II) a) et 5) igitur obtinetur: 

Sate = een) reve etr 
yer. = y (8/a 4-5 (f(a 4c ev73) +f@—ev})] + fe D'fa. 

Quae quidem formulae ad integrationem inter limites e—e et 
a+ e instituendum aptissimae mihi videntur. 


LI 
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Latissimus vero patet formularum nostrarum usum ad integra-. 

tionem repetitam instituendum. Si enim aequationem 
flat x). (day = (dxy.(fa-|-xdfa-]-x* D*fa--....) - 
r vicibus integraverimus, obtinebitur 
a? 
L'adfe+s = ^ MEN NA 

si fuerit 7, coéfficiens binomialis (terrhini (s— 1)?" in potentia z^) at- 
que r2 1.2.3....r. Hac igitur in serie sunt = A, (= Lp 
CREE, der AS E veletiam c,—1, c, — —À eic 
E Cs pi "ban? i zz * 7 (r2. 
etc. geometrica scilicet exclusa, Erit igitur aequatio B), si secundi gra- 


dus accipitur, haec: 
! ? ba + ba +b, = 0, 
seu 


1\° 1.1 à 1 1 1 LR 1 1 
—]——s—) Le L —— ) — — ‚„ 
(ex) man +( (+3); . rtf een de i (5) r+1 (rt3) 9» 

seu, reductione instituta: 


2 


ao — 


4 
cp uper 
ü = ps [ex v prp 


Ex aequatione vero C) est 
or+t 
Ha TES He 
sy FIL RESTE 1. e n = i (1F + UE 
2(r4-3)a—2) ? | Y. cbe 2) 


His igitur valoribus substitutis, erit 


indeque 


FREE 


Jf. (dm fta 4-2) = Er, 


t 


r=(i— Tree 523) "n eV E 3)] 


r—1 
LE (1 LL VUCEDUTS) +: 25) "n n 3 (2 Ta (2 275) | 
| + Ax°])" fa + 
Pars vero istius seriei pato 


(fet og Dad v Dad. Él 


itá =... Ex a fe CUM | i ix ui a 
3 fien 104 oho. hf n (tn) 


+ na" Do fa + 


p 
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breviter exprimitur. Hoc vero ad integrationem inter limites + x et 
— x accomodari potest. Potest vero de repetita integrationis aequatione 
auxiliaria B) hujusque radicum indole atque limitibus simile quid eo- 
demque fere modo, ac quo nuper celeberrimus Jacobi de simplicis ele- 
gantissime docuit, demonstrari. Id quod brevitatis causa in praesenti 
omittimus. Hujus vero rei ope functiones integrales, quae magis magis- 
que transcendunt, approximate exhiberi.possunt. Ex. gr. 


Jio fdoy a —e59), fapfdodoya $9). ete 
vel hujusmodi: 
Jo f49 Me: 
quae quidem 


2 ,/10 1 1 j 
= $0 + T y Gare Para) + xp 
evadit. Ex quo illius usum latissime patere constat. Neque vero minus 
innumeris aliis questionibus accomodari potest. Omnia recensere quis 
valet? Nonnulla igitur attulisse sufficiat. Ingeniosissimam summationis 
ope integrandi formam exhibuit celeberrimus Legendre (Exerc. du calc. 
integr. I. 311), quam ponendo 


>, — afe 70? psp, 1 91095 qn; 
Fa = Sy uy D'f* + Hz’ fo Bis 


breviter ita recapitulari licet: 
Was fa = = LE Q) + c (Fa, — Fx) 


exsistentibus x, = 7,09, x,—=7,. Nostris vero ex regulis Fx per varias 


formulas constructas quam Pe repraesentari potest. Est enim, vel 
Fe = y(d fr — ipfi...) 
MIR E 31 w+ 
vel — Hy (df — t Did fa + IS D D'dfz —....); 
ideoque juxta formas modo propositas: 
| Jf (x ov Gd) —fe—eVG A 
1 Fx — _\40/) 7 4 LM MO. 
Boy) 


cum correctione ordinis a D’fx; 
2) Fw — al [df (e+ ov (ss 5)) + df (x —» Y (F's) ]> 
3) Fx = diis d fac + 25 [d f (x -- 9 v (se) + 4 f(x —y (Fe) I}. 
SIME TM respective sunt ordinis 
1) «D’fx, 2) wD*fx, 3) w'D'fx, 
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quae quidem pro fdx fx ulterius minuuntur in ratione &*:1; quo ipso” 


ex. gr. formula 3) hoc integrale reddit cum errore ordinis oD’fx, qui 
quidem, cum «c arbitrarium sit, nullo fere negotio quantumvis minuitur. 
Id tamen interdum usui harum formularum officere potest, quod imagi- 
narias comprehendant quantitates; quas tamen, si fx, vel saltem dfx, ex 
elementaribus composita fuerit functionibus, secundum calculi imaginarii 


notissimas regulas exterminaveris. Sic ex. gr. si desideraverimus /dx LS, 


mox habetur dfx = Z^x (i, e. = cotangx), atque 


: : 1 — Tb: 
T" (a - b T'(a—ib) = 21a.———— 
(a+ id) T (a— ib) ei 
Ti MOT: 
si breviter tangentem hyperbolicum ae seu es — per Th designave- 


rimus. Erit igitur juxta formulam 3); | 
,dxLSx —— const + «„ZLS(n+%o) 4 ? 


2 mV 31)2 
sist Tx ( 1517 4- 343. ax clu GE MER aa. 
T EA LH (P e) (LV 34)? 


Lio) 


quae formula calculi trigonometrici ope si mavis simplificata, hanc fun- 


ctionem transcendentem usque ad errorem ordinis c" accurate suppeditat *), 
idem alibi (p. 328.) aliam haud minus memoratu dignam exhi- 


buit seriem 
c 9^ D fx : t$ + xn ni 


quae nostris accommodata, vel 


o? w? wt poe 25 
= (dfx — s Df +R Di fe — D'fe +...) 


N 


vel 
= qs (dfo—F D' d fu + qoe Didfx—..,.) 


scribenda est, ideoque vel per 


sm SV fe po) — fn — n9) +e DU 
vel per } 
s RSS dfe Ef (o3) + dfe — Y 2] 
+ DT fx + 


exhibenda. 


*) Radicem | 
"E: ar te EAE LAS B Ausus 4L 15874 
98 7 2 M6 9.49 9.16.49" 15874? — 1 


accurate ad locum 32""* decimalem, singularis nobis suppeditat formula. 


a 
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Imaginaria igitur hic etiam adsunt, quae quidem in problemate 
illo ballistico eliminari possunt. 


Errores (¢) eodem modo quam proxime exhiberi possunt. Cum 
enim sit | 
vor (Car — ar) D* fx + (Carta — an) D** fr d 200g 
si posuerimus 
mob (cm — km) 
ee Gar)? 


D* fa c.f 2, 


Km 
atque 


iterum habebimus seriem 
e — x Fx-d-xdFrz-d-*DUz-.... 


lios y, F (x +) + y, F(x + 2) Tee 
ponendam. Sic ex. gr. obtinetur: 
f defo = 2e Itfa den 4- f — 631 
$3 [13825 D' fa 4335 (D'f(a + eV HD + D'f(a — HV) 
+ 8.6? DP fa kr... | 
Alio modo idem fit, hoc saltem in casu, per formulam celeberrimi © 
Jacobi (tom. I. pag. 307): 
4 rer d 
RO LAE Tuv da, 
quae quidem ut integratio repetita per id, quod antea docuimus, sum- 
mari potest. Series c,fa-c,dfx-+c,D’fx--.... generatim igitur sub 
formam Znf(x4-a) + ZmD'f(x-- b) 4 etc. poni potest. 
Haecque hactenus indicasse sufficiat. Quali incremento exhinc 


eliminandi ars augeri possit, docere, separatam mereri tractationem no- 
bis videtur. 


sub formam 
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28. 
Mathematische Bruchstücke aus Herrn N. H. Abel’s 


Briefen *). 


I. 
Won eine Gleichung des fünften Grades, deren Coéfficienten ratio- 
nale Zahlen sind, algebraisch auflosbar ist, so kann man den Wur- 
zeln lene Gestalt geben: 


x —c-L- A. o*, o ot, a*-- 4,. a! ‚a: vH ‚aA, a, a* .a* "p a’ .a* „a® Jai, 


bh a = many ade rh eT Y 4 29), 
o, — m—nyY 0 4-8) - v IQ d 6— y'a +), 
a, — may 4-6) —v Ih ted va +), 
a, m—ny 4-8)4- yh t e—va4 e); 
À = K+Kat+t K"a,4+ Kaa, A, = K+ K0,+ K"a, + Ka, Qs, 
4A,= K+ K'a,+ Ka + Kaa, 43 = K+ K'a,+ K"a, + Ka, a. 
Die Grofsen c, b, e, m, n, K, K', K", K sind rationale Zahlen. 
Auf diese Weise läfst sich aber die Gleichung 2°Lax+b=0 
nicht auflösen, so lange a und 5 beliebige Grofsen sind. 
Ich habe ähnliche Lehrsátze für Gleichungen vom 7ten, 11ten, 
13ten etc. Grade. 
Freyberg (im Erzgebirge), den 14. Marz 1826. 


II. 

Eine allgemeine Eigenschaft derjenigen Functionen, deren Diffe- 
renzial algebraisch ist, besteht darin, dafs die Summe einer beliebi- 
gen Anzahl Functionen durch einn bestimmte Anzahl der nemlichen 
Functionen ausgedrückt werden kann. Nemlich: 

P(x.) + Pa) + PAs) Peeve Pa) = v — (0) +92) + PEs) Peeve Par). 

Lis Loy + ee » X, Sind beliebige Grofsen, z,, z,, . . « + z, alge- 


# 
braische Functionen dieser Grofsen und v ist eine algebraisch -logarith- 


*) Der Herausgeber glaubt, dafs auch diese Bruchstticke aus den Arbeiten des leider der Wis- 
senschaft viel zu friih durch den Tod entrissenen Hrn. Abel nicht verloren gehen dürfen, 
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mische Function derselben; n ist eine bestimmte, von p unabhängige 
Zahl. Ist z.B. Q eine algebraische Function, so ist 7— 1, wie PRAE 
aus Legendre's Zh. ete. 

Wenn aber die Function nicht elliptisch ist, so kennt man bis 
jetzt keine Eigenschaften derselben. Als einen der merkwürdigsten Fälle 
will ich folgenden hinschreiben: 

Wenn man die Function 

ff EIC TEE 

Y (ad a4 xa, x? 4- a, 0° -- a4 q- a, xs Lace) 
durch @(x) bezeichnet, so ist 
| 1. Po) + Q(x) + PR) = €—(0(y) + 062) 
wo %,, 4,, x, drei willkürliche veränderliche Gröfsen, C eine Constante 
und y,, y, die zwei Wurzeln der Gleichung ( : 

c? —a 
2 dues La 
Mor RE TRU aT ay ar He 08 

sind, Die Grófsen c, c,, sind durch die drei linearen Gleichungen; 

ce + +3 = V(ad- an +, ac ooo + 24), 

€4d- 0,2, - cx2d- 4$ = V(a+ax, Hart. sea) 

Co, 2, feats = (a do 0,23 tait een) 
bestimmt. Durch die Gleichung 1. ist die ganze Theorie der Function 

Q(x) gegeben, weil die Eigenschaft welche sie ausdrückt, wie man be- 
weisen kann, diese Function vollig bestimmt. 
Paris, den 9. August 1826. 


== 0 


ne acl 


ill. 
Wenn man eine Curve ZMBN (Taf. IV. Fig. 1.) beschreibt, deren 


Gleichung | z == y (cos Q) 
z — 9 


wig z — AM, = 7 MAB, 
so ist der Bogen 4M durch folgenden Ausdruck gegeben: 


d frs 


und hängt also von den elliptischen Functionen ab. 

- Nun habe ich gefunden, dafs man immer die Peripherie 4MB/V 
geometrisch (d.h. vermittelst des Lineals und des Zirkels) in 7 gleiche 
Theile theilen E Doc wenn z eine Primzahl von der Form 2" -]-1 ist, 


QUEE 
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oder wenn 
= (o. art 1) (27^ HD. (a e 1), 
wo 2"+ 1, p: --1 etc. Primzahlen sind. 

Wie Sie sehen, ist dieses Theorem ganz dasselbe, wie das Gau- 
fsische für den Kreis. Man kann auf die Weise die obize krumme 
Linie z. E. in 2, 3, 5, 17 etc. gleiche Theile theilen. Meine Theorie der 
Gleichungen, verbunden mit,der Theorie des nombres, hat mich auf die- 
ses Theorem geführt. Ich habe Grund zu glauben, dafs Gaufs auch 
darauf gekommen ist. 

Paris, den 4. December 1826. 


Iv. 
Dagegen habe ich die Summe folgender Reihe gefunden: 


sin 7, + sin39. 775 +sins@.r +... 
(a und Q sind willkürliche reelle Grofsen) und dergleichen. Sie läfst 


sich durch elliptische Functionen ausdrücken. 
Christiania, den 15. November 1827. 


WV. 4 

Je prépare dans ce moment un théorème. sur les fonctions ellipti- 
ques, où jai considéré la théorie de ces fonctions sous un point de vue 
très général. Ce mémoire sera divisé en deux parties La première 
contiendra la solution de ce problème général: 

»Trouver toutes les relations possibles entre un nombre quelcon- 
que de fonctions elliptiques qui pourront s'exprimer par une équation 
de la forme: 

1. AT, (x,) + 4,1, (x) +...- n A, TT, (æ,) 
= r + B,legu, + B,logu, +....+B,logu,, 
D, Las e 0 ^ o Any Dy hy Dis » ee » Us @tant supposes des fonctions algé- 
briques quelconques d'un certain nombre de variables indépendantes. 
IL, IL, . . . . IT, désignent des fonctions elliptiques quelconques, c'est à 
dire des intégrales de la forme: 
I, (Cy) icu PH DB! a 
(Cp Buy T ga? + 00 Y* Fey") 


où P, est une fonction quelconque rationnelle de y. 
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Je parviens d'abord à ee théorème général: 

Théorème 1. Si une équation telle que (1.) a lieu, une quel- 
conque des fonctions [L,(x,), [IL(x.), . . . . IL(x,), p.ex. IL, (x,) sera ex- 
primable par des fonctions algébriques et logarithmiques, et on doit né- 
cessairement avoir: 

oy 


Ox | 
où @ est une constante, v différent de x, et y une fonction ration- 
nelle de x." 

Une relation quelconque entre plusieurs fonctions elliptiques en- 
iraine ainsi nécessairement une relation entre deux fonctions de la pre- 
mière espèce. En vertu de ce théorème la solution du problème géné- 
ral pourra être principalement réduite à celle de satisfaire de la ma- 
nière la plus générale à l'équation (2.). Jai obtenu la solution complète 
de ce problème. Jai trouvé pour résultat qu'on pourra satisfaire à (1.) 
d'une infinité de manières. a sera une fonction des coöfhiciens «,, Bus» ** 
e. &,, B,y oes et entre ceux-ci il doit y avoir une seule rela- 
tion, mais qui pourra être variée d'une infinitó de manières. ' 

Voici quelques uns des résultats les plus remarquables. 

2. Soit pour abréger: 

a+ Ox 4- ya? --02? ter — Rt, a! Bly -- y! y 4-0 y e e y* = RY. 
Cela posé, si l'équation © 
Bogi 2a m, 
Y n YR 


a lieu, où y est lié à x par l'équation a. y)=0, on aura 
toujours 
4, Jib LY ves = [Ap At bo FA, xt) Se T 
où 4,, 4,,.... 4, sont des constantes quelconques et 7 une expres- 
sion algébrique et logarithmique. 

3. L'équation Ve ayant lieu, on aura Pr 


Ey 
où l'un des paramètres e et e est aibiteaite, mais l’autre est déterminé 
par l'équation f(e', e) = 0, ensorte que ces quantités sont liées entre elles 
par la même équation que celles y et z. r est une expression comnue. 

4. Si une des équations (4. et 5.) a lieu, l'équation (2.) sera sa- 
tisfaite également, en déterminant convenablement le cocffcient a. 
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5. Il est impossible de réduire des d de la forme 


Jf (A Bs x 027 
aux fonctions de la première espèce, Ben pour quelques valeurs par- 
ticulières des coéfficiens de la fonction A, 


6. Il at impossible de réduire une fonction de la forme 
CE M! 
De V 
aux fonctions de la première et de la seconde espèce, excepté pour des 
valeurs particulières du paramètre e. Ces valeurs de e sont déterminées 
par l'équation. p°—9.R — (x — e)", où m est entier. À 


7. Si l'équation s = $02 est satisfaite par l'équation algébrique 


f(y,z)- 0, elle sera dans tous les cas résoluble algébriquement, 
“en sorte qu'on en pourra tirer la valeur de l'une des quantités x et y en 
l’autre à l’aide de radicaux. En supposant x fonction rationnelle de yw, 
en sorte que Q(y) — x, on aura, si cette équation est de degré impair: 


i/i aen fonct. ration. (z, Y Gor di v E, V (Pat Go y B, fitt V (Om Ym vB), 
OÙ Pis Jia Pas Joy eo 0. Pris (m sont des fonctions entières de a, telles que 
: ARES inten pig R—(2—2)5,....2 ph— Jn Rm (EO) 7 
Q,5 €,, « « « . Q, étant des constantes. Le produit des exposans 7, 
Brice ln. TI üt égal au degré de l'équation Q(y) — a. 


Dans la seconde partie il sera question des fonctions elliptiques de 


Pox D > , z d À 
TAE EL RS re que 
la forme for "yv rear s DN lon suppose c réel et moin q 


l'unité. Tous les résultats auxquels je parviens dans cette seconde par- 
tie, et qui ne sont contenus implicitement dans ceux dela premiére par- 
tie, sont tirés de la considération de la fonction inverse de la premiére 
espéce. Je désigne cette fonction par Az, ensorte que 

Y'[(1 — 4? x) (1— c? 4? x)]' 

Cette fonction À simplifie beaucoup toute la théorie des fonctions 
elliptiques. Elle a des propriétés très remarquables, et qui ont une ana- 
logie parfaite avec celles des fonctions circulaires, mais leur nombre est 
encore plus grand. Voilà quelques-unes des plus ‘remarquables. Nous 
ferons pour abréger 


Cr = 
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vIa—s)0—e2] = A(535 SEP, f zy 
où b — y (1—c?. 

1. La fonction Az est une fonction periodique de x. (Cette pro- 
priété est la méme que celle de sing. La fonction A(ry^— 1) est éga- 
lément une fonction périodique de z. | 

2. L'équation Az — O0 a une infinité de racines réelles et ima- 
ginaires, savoir z=mwu-nay—1, m et z étant des nombres entiers 
quelconques. Les racines de l'équation plus générale Az = Aw sont 
z-(—1)a-d-me-d-nney-—1. 

3. La fonction Az pourra étre décomposé en un nombre infini 
de facteurs et de fractions partielles, p. ex. 


^R. ut +0 +» (— 1)" 
ix Cat matnai’ 

1 +n +n cout " 
Ie mm du à x--me- (n<. Tisi 


4. Les propriétés de la fonction Az sont intimément liées avec 
l'équation p* —$9* (1— y?) (1 — c*y?) =0, où p et 9 sont des fonctions en- 
tières de y. En effet si l'on désigne par AG, ^0,, . . . . AQ, les raci- 
nes de cette équation, on aura, en supposant variables quelques-unes de 


ces racines, Const. = AFFE +0, +...: +0.) 

en déterminant convenablement les signes des quantités §,, 9, 95, . ose Que 
5. On pourra exprimer A(0,--0,-4-....0,) en fonction rationnelle 

da AU, Mice ke iru das A (c, A6), - + «+ (c A0,) quelles que soient 

les quantités 0,, 0, . .. + Gy. 


7. S'il lon veut que deux fonctions [A =)’ Js PL où c et 
ce’ sont moindres que l'unité, ainsi que æ et y, peuvent être Faites in- 


définiment l'une à l'autre, il faut qu'on ait cette relation entre les fonc- 
tions jan 


Adar E 1 0m 

o Ale, x) à E pli, = nf xo. TE a) Jo Alec’, x)’ 
où m et n sont des sur entiers quelconques, E b’=y(1—c”) Si 
cette équation est satisfaite, on pourra toujours exprimer y algébrique- 


ment et méme rationnellement en a, de sorte que Skea Son = fA Mt 


où a est une constante ‘dont la valeur dépend de celle du module c. 
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! 


7, Si l'on suppose réductibles l'une à l'auire deux fonctions de la 
2 Qo Ox \ : "at / 
première espèce /- Alex)? IR où c est moindre que l'unité et € 
réel ou imaginaire, toutes les valeurs de c^, propres à satisfaire à cette 
condition, seront données par les deux formules: 
4 1—9 1—0! 100 145? 146+ 1409 
res: 188 That te Ye y2. 8. 14-3. 14501" 1-40"? 
où = m(uy—1—1, ©), p et v étant des nombres rationnels 
quelconques. | 
Il est à remarquer que si l'on fait u — 0, y — 1, on aura: 


‘ne irl 1-9? - 14-9» 1404 
Ver Ta Dose NO dad Vo. TES I 


Ces formules donneront donc le module c et son complément 5 en fonc- 
tions de ó = = 


Wo _ 


* Je passe sous silence un grand nombre d'autres propriétés, tant des | 
fonctions de la premiére espéce, que de celle de la seconde et de la troi- 
sième espèce. 

LANA 
Théorémes sur les équations. 

A. Soient x,, 3,, . « + . x, des quantités inconnues quelconques, 
et Q(x,, Ley ce. X,) une fonction entière de ces quantités du degré m, 
m étant un nombre premier quelconque: si l'on suppose entre 2,, 34, « « « X, 
les n équations suivantes: | 

Q (x, Le, aig so Dap mm 0j OMIS ITS stews 305,:,) eee 
@ (8055 Kay o 9,99 n5 Lis Le). = Oy e s ala Qi; „el, cay ANNE, 

on en pourra généralement éliminer 77— 1 quantités, et une quelconque 
x sera déterminée à l'aide d'une équation du degré m”. Il est clair 
que le premier membre de cette équation sera divisible par la fonction 
Q(x,*,5,....92) qui est du degré m. On aura donc une Sentio en 


x du degré m"— m. | 
m—m © 


-—— 


Cela posé je dis que cetie équation sera décomposable en 


équations, chacune du degré m, et dont les coëfficiens seront déterminés 


x a? SEG , e mi— 
à l'aide d'une équation du degré ———. En supposant connues les ra- 
7 


cines de cette équation, les équations du degré m seront de al- 
gébriquement. | 
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Par.ex. si Yon suppose 7 — 2, m==3, on aura une équation en r 
du degré 3°—3—6. Cette équation du sixième degré sera résoluble 
algébriquement, car en vertu du théoréme, on pourra la décomposer en 
trois équations du second degré. Pareillement si lon cherche les valeurs 
inégales de x,, x,, x, propres à satisfaire aux équations: 

TUE Beamer oar des aT 5a, oxy, PNE als Dam 
: ar Par; " afr, ? j © Pr; 
on aura, pour déterminer z,, 4,, #3, une équation du sixième degré, mais 
elle sera décomposable en deux équations du troisième degré, les coëfi- 
ciens de ces équations étant déterminés par une équation du second degré. 

B. Si trois racines d'une équation quelconque irréductible, dont 
le degré est un nombre premier, sont liées entre elles de sorte que 
l'une de ces racines peut être exprimée rationnellement par les deux 
autres, l'équation en question sera toujours résoluble à laide de ra- 
dicaux. j 
C. Si deux racines d'une équation irréductible, dont le degré est 
un nombre premier, ont entre elles un rapport tel qu'on peut exprimer 
une des deux racines rationnellement par l'autre, cette équation sera tou- 
jours résoluble à l'aide de radicaux. 

Christiania, le 18. Octobre 1828. 
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20. 


Exercitatio algebraica circa discerplionem singularem 
fractionum, quae plures variabiles involvunt, 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. math. ord. Regiom.) 


1. 
Proposita expressione | 
1 1 
ax Fort Vy E ata — E? 
evolvamus alterum factorem 
1 


ax -by—t $n 


ad dignitates negativas ipsius y. Quem evolutionis modum ordine, quo. 


in singulis fractionibus elementa x, y exhibuimus indicare placet. In 
producto assignato ipsorum quidem a, b' nonnisi negativae dignitates 
ipsorum 5, a’, ¢, £’ nonnisi positivae occurrunt; elementorum x, y au- 
tem et positivae et negativae dignitates in infinitum inveniuntur. Ne- 
que tamen, uti facile constat, in ullo termino utriusque simul elementi 
x, y dignitates positivae, sed aut utriusque negativae, aut alterius po- 
sitivae, alterius negativae erunt. Quarum porro dignitatum coéfficien- 
tes series infinitae evadunt, ad dignitates descendentes ipsorum a, 5' pro- 


cedentes. Distinguamus inter partem eam producti assignati, in qua. 


utriusque x, y dignitates negativae sunt, eam partem, in qua ele- 
menti x dignitates negativae, elementi y positivae, eam denique, in 
qua ipsius y negalivae, ipsius x positivae. Animadverti hoe singulare, 
fractionem propositam in tres alias discerpi posse, e quarum evolutione 
partes illae tres, singulae e singulis proveniant. In quibus porro evolu- 


tionibus id accidit, ut coëfficientes, qui in producto proposito series infini-, 


tae sunt, iam finito terminorum numero constent, ideoque per ipsam illam 
discerptionem algebraicam series illae infinitae prodeant summatae. 
Simili modo, proposita expressione tres variabiles x, y, z involvente: 
niu i E t, 1 M 
acd by-ez—t'byd-cz-J-a x —t' ' e" z--a"z-]-b^ y — t^? 
factorem primum, secundum,. tertium respective ad dignitates negati- 


~~ 
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vas elementorum x, y, z evolvamus, uti rursus ipso ordine *), quo in 
singulis fractionibus elementa exhibuimus, indicatum est. Hic par- 
tes septem considerandae sunt, prout terminos colligis, in quibus aut 
omnium elementorum x, y, z dignitates negativae, aut binorum ne- 
gativae, reliqui positivae, aut binorum positivae, reliqui negativae 
sunt. Rursus expressionem propositam in alias septem discerpere licet, 
e quarum evolutione partes illae septem, singulae e singulis prove- 
niunt; im quibus rursus evolutionibus coefficientes finiti sunt, dum 
in expressione proposita series infinitae erant. Generaliter proposito 
preducto e 2 fractionibus conflato, quarum denominatores 
lineariter e 2 variabilibus compositae sunt, siquidem fa- 
ctores alios ad alius elementi dignitates negativas evol- 
vis, quo facto productum omnium elementorum et positi- 
vas et negativas dignitates in infinitum continebit: fra- 
ctionem illam compositam in alias discerpere licet, quae 
evolutae singulae singulas partes producti propositi am- 
plectuntur, in quibus eiusdem elementi dignitates aut po- 
sitivae aut negativae sunt, neque ullius et positivae et ne- 
gativae simul inveniuntur, Nec non coéfficientes, qui in 
producto assignato series infinitae sunt, in his novis evo- 
lutionibus finito terminorum numero constabunt, unde si- 
mul per discerptionem illam omnium illarum serierum in- 
finitarum summationem nanciscimur. 


Sit expressio proposita 
1 1 

t —t u,—1 ^u, —1^ à ? Meg — CA 

in qua u—t,u,—t{", etc. e 7 variabilibus x, %, 3,, « « . . X,_, linea- 


riter compositae sint, designantibus 7, 2, ^, . . . . t"—? terminos con- 


stantes: factor primus, secundus, tertius, etc. respective ad dignitates 


descendentes ipsorum x, x,, x, eic. evolvatur. Sint porro x — p, x, — p,, 
Le Pay +... X,,=p,, valores variabilium x, x,, etc., qui satisfa- 
ciunt aequationibus u —£, u,— t/, uz t^, . 0 .. Up yet. Quorum 
valorum expressionem algebraicam notum est communi quodam deno- 
minatore affectam esse, quam cum quibusdam determinantem nun- 


*) In sequentibus quoque, ubi denominator fractionis sive generalius argamentum functionis 
evolvendae pluribus nominibus constat, nomen, ad cuius dignitates descendentes evolutio instituenda 
est, primum scribemus. Quod ad sequentia intelligenda bene tenendum est. 
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cupamus et designemus per A. In exemplo allegato de tribus fractioni- 
bus; tres variabiles involventibus, fit e. g. | 

A = ab'c''—ab"c! — b'ca" — c" a'b + a^ b^" c + a" bel. 
Quam determinantem in hac quaestione magnas partes agere videbimus, 
videlicet omnes illas series infinitas, quas ut coëfficientes 
producti propositi evoluti invenimus, ex evolutione digni- 
tatum negativarum determinantis provenire. Maxime autem 
discerptio, de qua diximus, a valoribus ipsorum p, p,, « . . . Pry pendet. 
Fit e. g. pars ea, quae omnium elementorum nonnisi negativas dignita- 
tes continet, et quae prae ceteris concinnitate gaudet: 


fusi Aud i dodi 1 
A'x-—p'x&-—pi V2 —pa "us ae eer Dh 
L LA . 1 . ? LA 
Unde videmus e. g. in expressione = 5, dictum in modum evo- 
reeee A—1 
luta, coëfficientem termini ———————— fieri 
1 2020 x eae . Ln—x 
1 
~ AN 


Quam expressionem memorabile est non pendere ab electione variabilium, 


va : ‘ : 1353 : 
ad quarum dignitates negativas singulae fractiones —, —- etc. eyolvuntur 


= 


modo ne duas ex earum numero ad eiusdem variabilis dignitates descen- 
dentes evolvas. Variabilibus igitur, quocunque modo placet, inter se permu- 
tatis, quod 2.3....72 modis fieri posse constat, variae illae series infinitae, 


invenis, 


quas pro variis evolvendi modis ut coëfficientes termini a 
¥ Trhiee T1 —Y 


ex eiusdem expressionis X evolutione proveniunt, prout secundum aliud 


nomen ipsius A, quod et ipsum 2.3....72 nominibus constare notum est, 
evolutionem instituis. 

Fractiones reliquae, e quarum evolutione partes prodeunt, quae 
unius pluriumve variabilium dignitates positivas, reliquarum negativas 
continent, multo prolixiores fiunt, ut infra videbimus; unde commode alia 
adhue forma iis assignatur, quae ipsi illi, quam pro parte prima assigna- 
vimus, similhma fit. Namque partem, quae ipsorum 2, æ,, « . « + Ln, 
negativas, Ipsorum Lm, Lair» + © « + X,.4 positivas dignitates amplectitur, 
invenitur fieri : 

1 LI A T 


ré Bee wi 
A 2 Pire Par, Lin—1 — Pins 
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OUEELL I. 1 1 


^ ä HE Ce. 
^ , 
Ppm— 3m pm4a — Xm Pr — Ln-1 


siquidem ane SES EP athe te red earumque dignitates respective ad digni- 
Pm Pm--s Pn-ı : 5 


tates descendentes ipsarum #0), 7/09, , ,. , , 22 evolruntur, et digni- 
tates negativae ipsarum #0"), /"*9, , , , , /0—) quae in producto ita 
evoluto inveniuntur, reiiciuntur. E. g. expressionis , | 
C!S SRE 
ax--by-——t'b'y-l-a^o —t' 
pars, quae negativas ipsius x, positivas ipsius y dignitates continet, fit 
ab'— a'b 
[ (ab! —a' b) x — bt - b t/] [at^ — a^t — (ab — a^ b)y]" 
reiectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, dignitatibus 
ipsius £^ negativis. Quae nova repraesentatio eo et ipsa commodo gau- 
det, ut coéfficientes evolutionis habeat finitos, 


Sed generaliores adhuc fermulas adstruere licet. Etenim in ex- 
pressione 1 | papier gun 


(u— t) (ur — i’) CCE tos € t0» 27 yer 7 RE Prat unm 


n—E 
numeris &, y « « + + &, , positivi tantum valores inde a O usque ad in- 
finitum conveniunt. Jam vero consideremus expressionem 


t* pf? eo porn) na 


= 


Tea NE dad M ee 
zZ : n—ı 


numeris integris &, Œ,, . « . « &,_, valores omnes et positivos et negati- 
vos tributis a — ad -[- co. Quam patet prodire ex evoluto producto 


1 1 Y 1 UM ) ( 1 1 
( + t—u — tf! — nu, RS CR Un y — 13 + i9 ——)- 


u—t 


Brent 1..41 x ini iis : TA 
Quod ipsis —, —, — etc. earumque dignitatibus respective ad dignitates 
I 2 
1 


x . 1 1 . LJ LA 

descendentes ipsarum epi me," elc. evolutis, invenitur productum ae- 
ayn x 2 

quale expression 


Seed ey a pee Ed em khi duquel" 


. . T : 1 1 . . . . . . 

Mess lr etc. earumque digr'tatibus respective ad dignitates de- 
I zl : 

scendentes ipsarum f, £', ^ etc. evolutis, Quam aequationem etiam hunc 


in modum repraesentare licet: 
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—i»Y*n- P5. 
ig "adl CCE te d ne 1 > p? pes e ME LJ MM 
cho A PC ON 
et! RER oeoe Siti, 2 gh +t achat soee SR 


designantibus &, «,, etc. D, ß,, etc. numeros omnes et positivos et nega- 


tivos a — oo ad + ©. E quo theoremate videmus, coéfficientem ter- 


LJ 1 . LI 
mini RER PRIE PEN TMS MER IR RE expressione 
Pn-x T2 Ei 
gt: opi ENT Sul 


1 


en yi 


eee e n—1 


a+r (7 1 
u 25 uert 


ee 0 . * . « - e k ry 
aequalem fore coëfficienti termini /47/7.... 1779 ^" in expressione 


Pro duobus elementis e. g., coéfficientem termini vm in expressione 
1 | 
Ce SURE Vi à 
invenitur aequalem esse coéfficienti termini /"//" in expressione 
(bt —bt^)" " (at/—a' t) ^ 
(a b! — a’ bj” PEROU 
Unde facile derivatur theorema, posito &--«' — Q -- Q2 p, fore 
T de uL SED. &(--1) 2 lan PCT OR 2 a 
yy) 12° Q4-1))04-2) 1.2.3 — 
(i 14 Lait var) et LORI DUCES (er) ATMEN a, ); 
ee rice sy 1.2 7U+00+2) 1.2.39 — 
nec non he inter integralia definita: 
*. ^ cosÀp.0p Het (ni) ^7 (14-2acosq 4- «o)* cos À 9. 8 «p 
s (—2acosp+aa)"ti ^ Malin oo th aq HERE 
designante IIx productum 1.2.3....x. Quae ab Eulero olim inventa sunt. 


At theorematis, de quibus in hac commentatione agimus et quo- 
rum modo mentionem injecimus, latissimam conciliare licet extensionem. 
Ponamus enim, u—t, u,—t', etc. iam series esse quaslibet, sive finitas. 
sive infinitas, ad dignitates integras positivas elementorum x, x,, ete. — 
procedentes, quarum serierum f, //, etc. sint termini constantes. Sint 
porro in seriebus illis uv, u,, z,, etc. termini, qui primas ipsorum %, Le 
x, eic. dignitates continent, respective ax, b’x,, c'x,, etc., ac pona- 


L4 [LJ . ea . 1 1 1 L2 
mus, uti in casu lineari, fractiones ——, ———, ——, etc. evolvi re- 
; DL" u, AUT wt 


spective ad dignitates descendentes terminorum ax, b’x,, ca,, etc. Vo- 
cemus porro À determinantem differentialium partialium sequentium: 


i | | j | E 
3 + 
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noe Ou Ow Ou 

? Da En gu 
dur Qu; du, Ou, 

Cu? Vow a FREE 

. EIE OM; 55.0 s 

5 O usa 9 CEE O Has low, 

"EIDEM P x. 9 dx, ? + Sur 


Erit e. g. pro tribus functionibus u, u,, z,, etc., tribusque variabilibus 
AUS 


PÔLES 


heey E EET Ou, Ota 

Cs Oe Op? 
quam patet expressionem casu, quo uw, 4,, U, sunt expressiones lineares, 
in expressionem ipsius À supra exhibitam redire, Quibus positis dico, 
siquidem = p, x,—p,, Bae Pas oe + €, — Pr satisfaciant aequa- 
un Ed; aged. u et i Use x (C79, producti 


dictum in modum RS partem eam, d omnium simul elemento- 
rum x, x,, etc. dignitates negativas neque ullius pora continet, ut 
supra in casu multo simpliciore, feri 
1 
(a —p)(&; — pi)(*a—pa)- - (ax Pa) 
Nec non "Bf quod magis generale est ke 


1 1 1 1 
E ^ — -? es t— u ( —W a) oL hays (= = >) z go) Ep scu) he 


ui — t 


Edo ont S d dort mures D 


o—p PX X: —pi 


d 
5» ete. earumque dignitatibus respective ad dignitates descendentes 


ipsis +; 
"e 
ipsarum t, t’, etc. evolutis. E quo theoremate memorabili fluunt formulae 
maxime generales pro radicibus aequationum inter numerum quemlibet 
variabilium, adeoque radicum dignitatibus et prodüctis in seriem evol- 
vendis. Quippe quibus ad dignitates ipsarum Z£, £/, 7", etc. ordinatis, e 
theoremate proposito statim terminum generalem earum serierum eruis. 
Patet enim e dicto theoremate, in evolvenda expressione 
| pp eee Pars 
coéfficientem termin: 
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UP LR D 


\ 


pep 


{ 


eundem esse atque coëfficientem termini V im 
1 eee 


A 
(Lf (n-1) ? 
PT uf - »- rs uf, T 


in expressione 


Spent 
n—3B a 


oc 


X 


dictum in modum evoluta; quem coéflicientem per regulas notas, quae 
pro evolvendis dignitatibus polynomii circumferuntur, statim eruis. Quac 
hoc loco breviter innuisse sufüciat. Ipsam jam quaestionem mostra: 
aggrediamur. 
2, 
Ordimur a casu simplicissimo duarum variabilium, in quo adee 
-initio terminos constantes — 0 ponemus. Fit 


a b/ —a'b not 1 a 1 a 

BE DOT (ax by)(b'ya'x)  y'ax+by y'byalz’ 

t porro: | 
Li NUS EE à. 
y ax--by 27 æ&'ax+by? 
unde T 
1) ehh a Bok 2.4 CON ASS RES a 
^ (am--by)(Uy--ax) «wy æ'ax+by  y'U'y--azx* 


Aequatione 1) ad dignitates descendentes | ipsarum GIUM evolutis, 

videmus partes tres, in quas fractionem propositam 
a b/ —a'b 
(a ac + by) (b^ y +a’ ac) 

discerpimus, et quas per L, L,, L, designemus, primam L utriusque ai 
menti x, y negativas, secundam Z, ipsius x negativas, ipsius y positivas, 
tertiam L, ipsius y negativas, ipsius x positivas dignitates continere, 

Ponamus iam, satisfacere x — p, y==9 ns 


ax--by =t, a'm--b'y = t', 
(ab'—a'b)p = b/'t— bil, (ob! —o' NO = at'— a't, 
Mutatis in aequatione 1) x, y in x— p, y —,, quo facto ax +67, a sy 
in ax--by—t, a'x--b'y—t’ abeunt, obtines 


unde 


Theorema 1. 
posito 


MU ab! —a'b ab! —4a'h 
~~ (ab! —x*a' b) ac — bt bt!" (ab —a'b)y — at + at? 
‘ee ab' —a'b b 
i 


un (ab^ —a' b)a — b'id- bt' axtby—t’ 


Í 


l 


d 
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j $7 ^ (ab/—a'b) y — at! +a’ t' b' y +a’ ac — t? 
fier: : 
i Lag! 
2) = LL, + hy. 


(anf by 1) (by do at — t) 
Aequatione 2) ad dignitates descendentes elementorum o, 5’ evo- 
luta, videmus, Z, L,, L, esse partes illas tres, quae aut utriusque x, y 
negativas, aut alterius negativas, alterius positivas dignitates continent. 
Simul autem ipso adspectu patet, in evolutione ipsorum L, £L, , L, dignitates 
variabilium x, y coëffcientes finitos habere, dum in evolutione expressionis 


propositae series infinitae sunt. 
3. 
_Jam videbimus, de producto e tribus factoribus, tres variabiles 
involventibus 


ETAT in AE UT SAN mm M ——M—— 
A MM ———À —À—ÀÀ M À—À nn MÀ 


 Amilia inveniri. Eo enim ad es Ren ipsorum a, b‘, c'' 


evoluto, in evolutione dignitates variabilium x, y, z et positivae et ne- 
gativae inveniuntur in infinitum; neque tamen ita, ut in ullo termino 
simul omnium dignitates positivae sint. Colligamus igitur terminos, qui 
omnium x, y, z simul dignitates negativas continent, quae pars prima 
erit; terminos, qui binarum variabilium negativas, reliquae positivas 
conlinent, quae erunt partes tres, provt aut elementi x, aut elementi y, 
aut elementi z dignitates positivae sunt; terminos denique, qui binarum 
variabilium dignitates positivas, reliquae negativas continent, quae et 
ipsae sunt partes tres, prout aut elementi x, aut elementi y, aut elementi 
z dignitates negativae sunt. Quae septem partes constituunt seriem, quae 
ex evolutione expressionis propositae ortum ducit. Jam rursus de ex- 
pressione illa in septem alias discerpenda quaeramus, e quarum evolu- 
tione septem illae partes, singulae e singulis proveniant. Qua in quae- 
stione initio, ut supra, statuemus .£ — £/— f^ — 0. 
Designabimus in sequentibus per (25/) expressionem 
(ab^) = ab'— a'b, 
porro per (@b’c‘') expressionem 
(ae) = ae) +b (e d") 4 e(o! ^) 
== ab’ "ab! — bi cat cab tal b" c - a" be*. 
Quae errori locum non dabit notatio, cum monomen uncis inclusum alias 
inveniri non soleat. Sit 
Crelle’s Jonrnal d. M. V. Bd. 4. Hf. 45 
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1) ax+by+ez=u, a'x--b'y--cz-u, a"x--5"y d cz us 


ponatur porro: 


2) (5'c')y—(c'a')w = c''u'—c'u' = v, 
(b/c) z — (a^ b^)» = bu —b" ul = uw, 
(c"a)z — (a" b) y = au''— o" uy = v, 

(c^ a) — (bc) y — cu cu! = ww", 48 
(ab^)x— (bc)z = bu-bu = v", »" 


(ab^) y — (ca^)  — au — alu = w". f 
Observo, siquidem ad dignitates elementorum a, 5', c^" descendentes e 
lutionem instituas, expressiones 


1 1:574 Nos PEUT pu 
x? y gv earumque dignitates ad dignitates descendentes ipsius x, 
1 1 1 | 
e ken eate dg = : : : d ON 
"egy we | Y T 
1 1 1 x 
Qu rg 1) a : ri oi, ‘À 
evolvendas esse. Fit porro e formula 1) paragraphi antecedentis: 
3) 1 Ar (b c'^) c! b^ : 
uu’ 7 vw uv uw? 
1 pet (c^ a) al! c 
u'u vw wiv! uw? 
TEN (a b^) b a’ 
Unt a Ge EOE AT OR Que 


His praeparatis, ad inveniendam discerptionem quaesitam proficiscimur. 
ab aequatione identica: 
4) (ab'c')oxyz = uu'u' — xu (a'a'x-1-a'" by J- ae z) 
— y u' (by + be" z + b^ ax) 
| —zu'(cc'z +cax + cb'y), 
. quae evolutione facta facile comprobatur. Qua divisa per xyzuu'u'", 
siquidem brevitatis causa ponitur: Ä 
I, 


a' a“x+a"b'y+a"c"!z — 

b"by --bc"z +b"ax = N‘, 

cc'z Jd-c'ax--cb'y = N, 
prodit: 

5) (aM c^) ^. 1 N- N’ N^ 
uuu! |. 2cyz  yzwu'  zxu'u xcyuw 
Fit autem e 3): j 
1 si (b/c!) c! b^ 


————- 


wur vw uv uw’ 


+ led ^ H 
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porro e 2): 
(c^) N = a" V/v + a! cw — (ab) (c a^!) x, 
c' IV = c'a" u! — c'(c' a'^)z, 
" (AR EUR N 
5" Iy = b'a'u''— BM (a! D") y, 


H 


"unde i 
AN ho (a! 2) (c' at!) (a! b^) fet a’) x c (c’ a’!) b" (a / b^) 
pena cT yb YR, yvw yu'v zu" w 


Prorsus eodem modo invenitur 


«ab 
Jin 


nn aa 


N' 5 (boy DI b) us (b^ c) (a! by a" (a' b) c (b^ c) 


EIL on) da acf zv zx v w' zu v' uw? 


NW. rn (c a!) e (bc!) __ (ca) (b e) z eh b (beo) MERE a‘ (ca) 


“oyu qu x 20 y w'! a yv" & y v" wl "cuv yu PTE 
dinde tandem ft: 
CULA Re; L 
6) uu v — xyz d @ E LÀ ® 9 t ® e a @ e e 


PCL | (ela?) | (notare L 
J $10 Vasu ‚yzvw Q wd. te 1 
(b^! c) (a^^ D) (b^! c) (a^ b) y. 
i BI Uu eee 0h tote Le 
(ca^) (bof (ca!) (b.e’)z 
+ xcyw' + yat + LY mz " . [I e | e L; , 
b (bc) c (b^ c) T 
1 sw u Ww! CBS ER y 1 
^i (o' cxt a! a' (ca!) a!) 
y vu' yu yu ut TUER NEUEN 5 
= a” (a^^ (a b) Der b b (at! b^) e e e 9 Le 


zu ut zwu' 
"n ex observatione supra facta de modo evolutionis, quo uti debe- 
| 4; facile constat, esse discerptionem quaesitam expressionis propositae 
| | alias septem, quas per L, L,, L,, .. . L, designavimus, casu, quo . 
, —t'zzt". E quo eadem omnino methodo, qua supra- usi sumus, sta- 
tim) generaliorem eruis. Ponamus enim, c=p, y — 9, z —r satisfacere 
aequationibus u — f£, u' —1', u"—=t‘, mutatis x, y, z in € —p,y—9 
ed nancisceris e 2) discerptionem expressigßis 
Lune dr a) 4 
(ao +by+02— 1) (^y ez Jo a^ —t) Cadres by)" 
Fit e. g. L sive pars, quae nonnisi negativas variabilium x, y, z digni- 
tates continet, + 
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(ab! c'^) 
7) Lm Or COP I CU 
(a b^ MA : 
(a b' c')y — (o^ a) i' — (c a’) | (c' a’) t 
Ve 7 b of) 


(a b o") z — (ab) t^ — (ab) t — (a D) t 
Ad quatuor pluresve variabiles haec extendere non lubet, cum iam pro 
, P 
tribus tam prolixa exstiterint, Progredimur ad alia. 


4.. 
E theoremate 1. 4.2 | 
ab' —a' b ab! —a' b abat b 
1) (axÆby — t) (b^ y -- a^ c — x—t) ~ (ab/— a ba — b t- bt (ad —ab)y—artart 
ab! —a'b 3 b 
~~ (ab/—a'b)z —b't-|-bt ac-]-by—t 
a b' —a'b a 


; ~~ (ab — a! b)y— at bat y pada 
Porro obtinetur : 


1 TD 
(ab al) x — 8 tp bt" he a 
1 a b! —a'b 
PAT t— (ab — a' b)y ' (ab'— a! b) — bt b 
/ — 1 a 


at/—a' t — (ab! —a'b)y' az d- by —t* 
Quibus expressionibus, ut fieri debet, ad dignitates negativas ipsius E 
positivas ipsius Y evolutis, videmus, 


1 b 
(ab'—a'b)x —b't-- bi ac d-by —t | A 
non nisi positivas dignitates ipsius /', | 
at —a' t—(ab'—a' b) y ' (ab'— a! b) ac— b' t d- 0 t* € 
et positivas et negativas ipsius. ¢’, ) 
T 1 
nonnisi negativas Fumo ipsius £' dieti Unde YY 
abl— ab — b E 
~~ (ab — a a2—bttbt ax+by—t” 
ab/—a‘b ab!— ab 


| at’ —a't— (ab —a'b)y (ab —a'b)x— tbr’ 
rejectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, negativis ipsius 
é’ dignitatibus. Pars autem, quae rejicitur, negativas ipsius // dignitates 
continens, est: | 


^ 
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ab!—a'b 
at/— a/t— (ab! —a'b)y^ up. 
Prorsus simili modo fit: 


ab!— a'/b a! C : 
(ab—a'b)y—ai'--a't'b'y--a'z —t —— 
ab^ —a'b ARR OR 


b/t — bt' —(ab' —a'b)x ' (ab —a'b)y — alt at’ 
reiectis, quae in evolutione huius expressionis inveniuntur, negativis ipsius 
£ dignitatibus. Unde iam e 1) nacti sumus, theorema curiosum, esse 


EON CN quM a MIR UN edP re 
I (aac--by—t)(b./y--a'a—1) ^ (ab/—a'b)a — b't-I- bt ' (ab —Ga' b) y—at' +a’t 
ab! — a! b ab/—a'b 
EM 't —(ab/—a' b)y' (abo PSU CENE 
ab! —a'b PAT 


siquidem in evolift onibus harum expressionum, ERU quae inveniun- 
"tur, ipsorum £, ¢’ dignitates rejiciuntur. 


I 
Generaliora adhuc sequenti modo eruis. Etenim serie utrinque 
infinita pr 
> 2 ip 


in qua- numero integro 7 valores omnes tribuuntur a — oc ad + ^o, e 
notationis nostrae ratione designata per 


Hou a^? 
ipsam quidem eiusmodi expressionem non pro evanescente habebimus; 
evanescet autem, ducta in 44 — BD, Fit enim: 


B" Dti 
Az —; PU — > ? BE =— LE =2 pm 


ex EZ 
Br Dp» 
P mmt ers 


1 3 
(4— B) E e o xcu o 
inc sequitur; fieri etiam: 


Í 
unde cum 


etiam: 


Ü us itat gta) = etta 


Jam proposita expressione 
1 1 ) ( NU feo 1 ) 
Hr t—ax—by/* Do Sr pU. : 
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ht: : 
b'(ax--by—t) = (abx—b’t + bé + b(b y + a! c — t^, 
unde e 1) expressio proposita in hanc abit: 
b! b! 1 1 
(coser METTRE T et 053): Eod ti t/—b'y— x 
Fit porro: i 
(a 5^) (b^ y -]- a' x — t^) = b' (ab) y — at +a t) + o ((a b) — b't 4- bt), 


unde rursus e 1) fit expressio proposita: 


2) CL eres mares cr Ge toco 


y a ac 


(a b) a6. b^) ax), ( (ab!) (a b^) ) 
Liz; AV UT SEE is Me DOR Ey ae SEP EDL PEAT. AR Peete th yt ie iii 
Cos a—b't-d-bu ! b't—bt—(ab')a (abra ut o ME ( ; 


t/— a/t— (ab')y 
Quam etiam, uncis solutis, ita exhibere licet: | 


1 5i e (abo a 1 ‘4 (ab^) 
3) az --by—t' b y + a! pour fie 1—aa—by "'t'— t By — a! x + 
1 MU du 1 (a b^) hs yee 
ax--by—t1t't'—b'y —a'x | t—anx—by by ta ac—t 
(ab!) . (a b^) (a b^) (ab!) 
(ab')x—b't+bi ' (ab^) y — at + at i Bibi Ce of WIR 
(ab!) (a b^) (ab) (ab^) 


(a b^) ac — b^ t-- bt * at' — a’ "EET ES (ab^)y—at' d-a' t t it —bt' —(ab/)a* 


E qua formula, reiectis ipsarum f£, £' dignitatibus negativis, fluit 
formula 2) paragraph: antecedentis. 


Formulam 3) etiam hunc in modum repraesentare licet: 
AY Weisen (bt —b1^J ^? (at^ —a' t — 


4 zs (ant dr)" (b y-1-a (by + o PSE (a b! —a! by 3? aly” ’ 
designantibus 72, 7, u, y numeros omnes et positivos et negativos a — x 
; 4 , \ * . 

ad. + co. Quam etiam proponere licet ut 


s 


Theorema 2 | 


Designantibus m, 2 numeros integros quoslibet sive positivos siv 
négativos, in expressione x 
e 


1 


1 . e LJ oe ° 
yr eundem nancisceris atque coefficientem t 


coëfficientem termini 


‘ . Vo P 
mini ("£^ in expressione 
1. 
(a b'—a' bir” 


Adnotare convenit, quoties m sit negativus, necessario etiam y fie 


(t — b t^)" (at'—a't) 
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negativum, et vice versa, quoties % sit positivus, necessario etiam 7 fieri 
positivum; eodemque modo, quoties 7; sit negativus, necessario etiam v 
feri negativum, et vice versa, quoties y sit positivus, necessario etiam 
n feri positivum; porro esse 72--2 — u-|-vy— 2.  Observo, quoties 77, 
n sint positivi, coéfficientes expressionis primae fieri series infinitas, se- 
cundae finitas; quoties 77, z alter positivus, alter negativus, et primae 
et secundae expressionis coéfiicientes fieri series finitas; quoties m, 7 
negavi, prima feri finitas, secundae series infinitas, - Unde omnibus 
casibus hoc theoremate sive serierum infinitarum summationem, sive 
finitarum transformationem obtines, 


Corollarium. 
Evolvamus ipsum coëfficientem termini 
t | | 1 
| (ax-pbyy P yp a xy 
qui posito uen UT EI yo=n-+-1—A, idem est atque coéfficiens ter- 
, À 
mini (2) in expressione 
oc 
1 1 
cn iif b EAT a xy 
+5 1 QU m) 
Quem coëfficientem, posito “= =u, atque insuper 
pri dl (m--1) (m 1-2)... . (m-]- 4) b^ 
"Bl 1.2... 


: anti po I 


in expressione 


acit y 


invenimus 
An uu DG-ED „mt Ge EHE?) (EDGE, 
Ao aln pt coëfficientem termini £"/^ in FP 
(M t—btY" (at —a'0 (tbe) (at! —at ty 
(ab! — a! pir EN (ab — a’ perum 


: 1 es ° oo. rd a . . 
sive quod idem est, coëfficientem termini (=) in expressione 
l 


ht | 1 b vU mpd al ot \r-? 
| ln) G+.) ; 
uem, TUrsus d 
(m4) (ntm LEE D... (m4-1) 


k S ar ? 


? 


ta B. invenimus 


+ (NA m(n—4) | m(m—1) (w—4)(n—A—1) 
| Gar (2 MORT | ARE LMG YS ifo ma dA TP) TR Tes). 
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Unde cum e theoremate 2. utrique coëflcientes inter se aequales sint, 


posito : 
mima, ndimp,Adaimy,m-—w,k—n-. 
eruimus formulam: 


5 rap Bu 4. RN PED u 4 ale DG +9) HE BED AS 


le HIN I gu mass LU 


120 d 1.2.3.7 (4 00-r2) . p 
1 ate " o (a! 4-1). 9 (B 4-1) n e (o A-1Y(o 42). PE WAR PL, t+ À, 
(lu) TT 1.27% +0 1.2.3.7( T1& 7 +2) ue 
qua in formula «+ a‘ —=ß+P'=y. Quam olim EulWerus dedit. 


6. Ie — un , 

Similia de tribus variabilibus, tribusque factoribus inveniuntu 

sequenti modo. E formula 1) paragraphi antecedentis facile constat, fier 
etiam: | 


2 Fa a nt) tr o) 


s = x tr tr Per) N 


porro:. 
Î 1 


9 es ORT. Ui AR 

2) ER CAR) B)'D+En(4— UE LU pues +) 
quas formulas ‘ut lemmata antemittamus. 

» Jam e 2) paragraphi antecedentis, mutatis t, e ın t— C2, ti—o'z, . 


~ 
AY 


obtines: 


A^ aiii WO LME UA Doe EC Ge La, PORTES 
1 b / Caer: AG +) C ^3 Tre z--a'ac—t' T U—b'y—c' z——a' —) 
(Gr MA 
(ab')ac —(bc') gc—b't-J-b: T vt —bt' — (ab) ac-q1- (b c) x n 


[ __ (ab^) ui (ab!) | 

(ab )y —(ca') z —at'4-a't t ' at'—a't—(ab')y-l-(ca')x 

Ducatur haec aequatio in expressionem: : 
1 1 


. 6 0 za by it — i" Le nie LE 
Fit autem 2 


(a b^) (c TAE zp a x + b^ y — 1") = (a b c^) z — (ab!) t"— (a! bt — (a! 

+ a^ (( 5^) x —(b c") z —b't EP b t) 

+5" ((a 5) y —(ca!)a — at! - a' t) 

unde videmus, advocato lemmate 1), loco tertii factoris adiecti in al 

aequationis parte adhiberi posse pius { , 
- (ab!) (a b!) 


FT PEIN TL D D AT TE TI NOTE TN 


ne 


> 


_ 


, j 4 
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Fit porro: 
(a b'c c^ ((a 2^): — (be^) a — Mt 4t] — a 

(a5^) [(a ^ ce") s — (M c'^) $ — (8 c) t! — (bo!) t] — 

(be^) [ab e") z — (ab!) t — (a^^) t— (ab) £4, 

(a 5' c") [(a 5^) y — (ca*)z —at'-- at] = 

| (ab )[(ab!c!") y — (eo) t! — (ea?) t? — (ca — 
| (ca!) [(a ^ c Ro (a b^) t — (a/b!) t— CHA 
Urde ádvocato lemmate 2 ; videmus post mutationem tertii factoris pro 
ltobu / primis factoribus, adhiberi posse hos: 


L 


(a! cf?) i “(ab ot’) 
NP or RET (ab (bc c'^)t--(b^c)t'-I- (bc: et’ —(ab’e a] ° 
(a D’ c'^) robin (ab' c^) a: Cac UM NN X). 
APT mergers LAT ela EC ra 
dinc tandem aequatio, nostra in hane abit: 17 
34 1 
CA SAP 
, 3) (a 5'c eC ^h; Lc -Loz—t 7 er) 
| 1 
Gr pul "— Dé cu are Sel 
D ere, 1 ERU 
| | NE ge HA s Pea qu) a 
S (abc) | | \ 
(Ez EHE CHEN tata a) e 
Oe an br Hn EE 
k * i EORR GU lg a/^)t Core) S 


(ab! b! FAIT 


I: — (at^) (a 07), iw hr + 70.0 NR wiper - 


"gitis, ut supra: 
/ ate i 

En b’: yd c’ À ds ut 3 \ the ¢ 
r | aequationibus ux ; 
$ ita exhibere lil u 


(iz. , wu’ = t" 


sig biel) ( | —) (341 LR GO 
1 | t ae Qu EU EU 
ü Aor 


t 1 
dem adnotatur, = 


P Pegrum qm Y's z, porro arumque dignitates ad descenden- 
cum £, t^, t^ dignita 


; das esse.’ 
Journal d. M. Y. Bd. 4. Hft. 
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Ubi in formula 4) eas tantum partes consideras, quae nonnisi po | 


sitivas dignitates ipsarum f, t/, t" continent, fit i 


Ni we bic). hl o ER ] i 

2) Mr (u' —1') (u ay . 
: ERU NT ee N 
Tenue) Teo or) 


cary Car ORS Ge 


1 = = u 
Et Ge | 
dietum in modum evolutis, re1ic uro) 


siquidem in hisce expressionibus, 
V 3 : : kl 
i" dignitates continent. Q | esti 


termini, qui negativas ipsarum £, £', 
repraesentatio nova Septem partium, in quas expressio |] 
| RUF tea Jo M 11 

(u— (wv — t)(w'— t) ! ees 
discerpitur. Cuius e. g. pars ea, quae yon isi negativas vedi + omnit: 


x, y, z continet, fit 
4 


"t 


sicuti invenimus formula 7) $..3. : 
AN Tes n moe 

Formulam 3) etiam hunc 

i 


6) 


Stor c ETT c' 
(oppo FE: 
RE DAVE? Ef M. pt 
ct (bo^ legate: 


ignatis numeris integris 7, \ 


TE 


|; pl 


siqui: # | 
; . negativi omnes ¢ E à 
trıbuu 1 
lam e | 
F ] 
uoslibet STATS 
<> nf 
lem in » 
sive ne 
5 ntur ev. 
jam T" 
mil fi f 


in expressione DIC 
TULO'E SCD) (b) | 


dm. negativi, respect: 
Adnotare convenit, quoties 
p, V, m negativos fore, et vice vers 
etiam m, n, p respective positivos f 


y, sint posi vi, mee 


esse ri -- nd-p-- 


f 
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Omnino similia theoremata de numero quolibet variabilium, quae 
. proposuimus, eruuntur, 
| » UCM 
Commodam hoc loco inserere licet observationem. Consideremus 


pressionem: 

(a t+ a! t! Ma" i^y" (6 t + bt + b t'y (ct + c't! o c" thy. 

ımerum factorum et variabilium eundem esse statuimus, qui in casu 

oposito est tres; eadem autem de numero alio quolibet valebunt. Sta- 

amus porro, 77, 72, p esse integros positivos. Posito [lx — 1.2.3....2, 

nstat per regulas notas evolutionis polynomii, expressione illa evoluta, 

fre coöfficientem termini A wi aui 

| Serena an PW a a” bb BE" c'e" omm 

iquidem numeris integris positivis c, a, a’, Q, B', BY, y, y, y" valo- 

Ls tribuuntur omes, qui satisfaciunt aequationibus: | 

a Mni Lam Be his y e nb Y! =P, 

pL Oty eu a Dy my n BI Y" mn 

|sdem positis, evoluta expressione 

(at bt! + ctf (a^ t pt! Ac tl) (alt A- b" t! pelt, 

anciscimur ut coëfficientem termini eet’? expressionem 

Ay Here a b) c! a pU cT. qi m c". 
Qua cum priore comparata, invenitur, cocfficientes illos omnino 

IInlip in altero inveniatur I1 Ty. 

II II2 lip. ad 


"er se convenire, nisi quod loco Ilm 
Inde videmus, utrumque coëfficientem esse inter se ut 


Tw Hv Ile. | d 


Ponamus iam, ipsis 72, 7, p valores quoslibet tribui, et evolvamus 
xpressionem 
| atta’ t! Hat)" (bt + bee b t^ ett eb ct! 
xd descendentes dignitates ipsorum @, b/, c, sive quod idem est, facto- 
rem primum, secundum, tertium respective ad descendentes dignitates 
ipsorum £, £', t/. Quaeramus coéfficientem termini #64", qui, ut 
»mnino in evolutione illa inveniatur, sint m—p, N—V, p—® numeri 
integri sive positivi sive negatiyi, necesse est. Adhibebo in sequentibus 
uaelibet, quarum tamen 


M TI . PON 
signum 17 etiam casu, quo 77, 4, sunt quantitates q 
46* 


I ue 
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differentia est numerus integer, pro exprimendo producto: esses uii 


*(I&-]- 1), quoties zz — u est positivum, sive (m EAR Ls M quoti 

&—m positivum est. Patet, si 71 — gu — p —v, fore etiam | 

1) ph (92 f iai sec Mtl 4 (m—u)y - Im j 

B —1)(8—3)....(a—v) Mr | 

Jam per regulas notas nanciscimur ut Coëfficientem quaesitum Tu evold 
tione proposita expressionem: 


mn Dc (ut tee) nno). (HB) p (p— 0. (pice) 
Ne We! nes — ag ee 


am-e-a' gt © ott ARTE b^ P c Ye 


yz. 
2 


tribuimus valore 


Pu C 
Siquidem numeris integris positivis a, a, 2, BY, y, y’ 
omnes, qui satisfaciunt aequationibus: | 
mau tet Yu, pon gen yas By Ven f sa 
Modo simili, evoluta expressione 
(at d- b£* et)" (^ t! et t^ M a! £t) (^ t alt; + 5^6. 
nanciscimur ut coëfficientem termini 271” £^ expressioneii 
Bt) «(ott P7) at)... WHI a) at)... (thal 
If 117’ Ile Tea 
PE dus m LS a yb mter wm | gite sm 5, | 
designantibus a, &', (2, (2*, '; '' numeros integros positivos omnes, qu 
satisfaciunt aequationibus: __ 
BP —y+ata=m, y—y—24- 0-4- 9n, NER yeu: 
quae omnino eaedem sunt atque aequationes 2). Unde cum ex Listen Fi 
p yecm-—a-at, yy an: pie pe) 
utroque coüffüiciente inter se comparato, videmus alterum ad stor 
esse ut A 


Lad p^. "In Ip’ 


Quaecum eodem modo se habeant de numero quolibet variabilium, nan 


eiscimur ; | i 


Theorema 4. | 

Sint 72, 7, p, «es. quantitates quaelibet, m—p, 2 —y, p—m, mun 

numeri integri positivi vel negativi, PE m -cLapl....—.v»4... 

expressionibus 3j 
(at Ha Hat Ha)” (+ b e Dt sey (ee et d et ores y M 

(at 4- bt Ar c tU +,,, )" (0't/-- a^t eo! UU uu) T at bE Hu)” v 


| 


- 
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N 


in quibus supponimus eundem esse numerum factorum et variabilium 
t, tU, t, «+++, ad dignitates descendentes ipsarum a, RE rane HELO 
quod idem est, factoribus earum primo, tar. tertio, etc. respective 
ad dignitates descendentes ipsarum £f, Ü, t", 2... evolutis, coefliciens 
termini 7"2^7/^,,,, in priore fit ad dedo. termini #6 #0, in 


posteriore ut . | 
| Hp Do 
Im'IIn' IIp'''^ 
8. 
E theoremate 4) modo proposito , theoremata 2), 3), ubi insuper 
ART TONNERRE ponitur x, y, & in sequentia abeunt: 


1 ad 


Theorema >. 


LE LÀ ; LJ 1 . é [ 
Coéfficiens termini ——; in expressione 
- ! 


ey. | 
ES none t gi 
(aa T- by) t* * (by ata)" 
aequalis est ipsi 
II(u—1) W(v—1) 1 


YN LSU MIA * (ab — b! — a! by tti 
ducto in coéfficientem termini x/^?y*^* expressionis | 
(b^: — a^ y)" (a y — boy. 1 
Theorema 6. 


Coëfficiens termini in expressione 


ac y" ze 
bal o ETC 1 1 
(ax --by-«-cz)" ^ ' (b y-1-c x-]- az) "(cz Late b y 
aequalis est ipsi 
H(u—1) I(y—1) I (a—1) (P 
m IP 6 SNE p" (ab c^ yep? 
ducto in coéfficientem termini x" y" z"^ expressionis 


[d/e Ya + (ca ^y + (a ^^)" [Co 2)y4- (a B) + (6 ea] (ab?) be" 3 (e2)y ^ 


Corollarium. 


° os om . lí; A i . 
Designemus coéfficientem termini, (2) in expressione 
1 


1 
LA] e. . . oc . . 
per P;; porro coéfficientem termini (=) in expressione 


esf cn tpe Mani. © 
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(rime) (va) xt 


per Q;; ubi in theoremate 3) ponimus m=n, yuz—n-E-1-4-A, yzmn-i— 
videmus fieri : j 


_ Ita) T G— 2) 
D.. P. nm aber D 


s 5,4 LARA ; r " 
Porro posito = 267, a=eb'=ı,b=a=—.a, ubi supponimus « < 1, 


facile constat, esse: | 

1 | A 
cases agr LETS : co8Q +2P, co82.Q +... +2P;cos AP +... 
(1--22co$Q--«2)" —0,-4-20, cos 9 +20, COLO +..." P a0 COSA p en. à 


Unde e notissimis calouli integralis praeceptis: 


De -3 A dp. ^ — 
7 (1—2 a co des redi 


Q; — p A eQa- 2 & vos Q + 404)" COSA P. 
Quibus substitutis in aequationem 1), obtinemus: 
> f° __ 99. cos 4g" : ^ In) n— 2) ig Aoi Er 
(1— 2ecospg-+ aa) tt Tin ile 4 Gage 
Quae olim ab Eulero inventa est formula. 
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- 960. 


‚Über die Relationen der Functionen, welche der Gleichung 
LY DOLE y Qtr d EY.) = F,m.Q,y A- Pom. Quy.. bE 0. D, y 
| genugthun. 

(Von Herrn L. J. Magnus zu Berlin, ) 


ip der 41. Abhandlung des 2. Bandes dieses Journals hat Herr Ab el, 
indem er die Functionen bestimmte, welche der Gleichung Qx--Qy = 
kb Gcfyy + yfx) genugthun, ein Verfahren angegeben, wie man in jeder 
“Sleichung mit zwei unabhängig veründerlichen Gröfsen die unbekann- 
ten Functionen finden kann. Dieses Verfahren ist in der That allge- 
mein anwendbar, aber man wird zugeben, dafs es auf sehr ermüdende 
Rechnungen führen kann, wenn die gegebene Gleichung eine grôfsere 
Anzahl unbekannter Functionen enthält. Ich will in dem Folgenden 
einige Gleichungen aufstellen, welche dazu dienen können, die Lösung - 
der in Rede stehenden Aufgabe in den meisten Fällen bedeu end zu er- 
'eichtern. Diese Gleichungen haben mit denen, welche Herr Professor 
Jacobi in seiner schónen Abhandlung über die Pfaffsche Integrations- 
Methode, ebenfalls im zweiten Bande dieses Journals mitgetheilt hat, eine 
auffallende Ähnlichkeit. 
: 4114; 

Es sei : 
1) Fyy.Quo T F,y.Q e MF nu hy. OQ, 

| = Pix. Qiy thc. Q,y+rie Psy d.e d Fax. Q, y 
eine gegebene symmetrische Gleichung mit zwei unabhängig veränder- 
lichen Grófsen x und y. Wir wollen diejenigen Relationen zwischen 
den Functionen Q,, Q,, . ... ®, und F,, F,,....F, suchen, welche 
"tatt finden müssen, damit diese Gleichung bestehen kann. Das náchste 

ittel zur Lösung, welches sich darbietet, besteht darin, die Gleichung 
in ” zweigliedrige Gleichungen zu theilen, in welchen sich die Varia- 
ein separiren lassen. Man könnte z. B. | 
F,y.Q, x —F,x.Q,y; F,y.Q,xzFam.Quy;...n Fy.Q xmFx Quy 
etzen, und aus diesen würde man durch Division 
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Pi PE MERE Pa Fy Pn oc = QE 
F, x Boy.” RE Py" WE Bee 


erhalten, welche Gleichungen wegen der Unabhängigkeit von x und y 
nur Statt haben kónnen, wenn 


Qi o ME “ Pn © 
— 6 —— = FEU us ; — oU 
F, a *4* AES ASTE Fx c 


ist, -wo c, c", .. . . c? n willkürliche Constanten bedeuten. Diese 
' Lösung ist aber nur eine singuläre, und da wir noch nicht wissen, aus 
wie vielen Gleichungen die vollständige Lösung besteht, und wie viele 
willkürliche Constanten dazu gehören, so bleibt uns nichts übrig als von 
dem Falle einer zweigliedrigen Gleichung 

2. Fy.0,% = F.x.Q,y, ^ 
deren vollständige Lösung durch 

3. 1:0, 05. c Mti 

ausgedrückt wird, zu dem Falle einer viergliedrigen fortzugelien. 


2, 
Dividirt man die viergliedrige Gleichung 
4. F,y.Q,x + Fiy.Qux = Fix.Q,y + Fix. Oy 
durch DAT so kommt: 


Fry qiix , 9x __ Fre quy qu 
RIPE METTE DN PO PCM E 
und differentiirt man nun nach x, so erhált man: 
| Fry 9 P1® 4 D Pam > Pi Fem 
Fuy dde c o NT qe Fio? 
diese Gleichung aber nach y differentiirt, giebt: 


B Pry 99:9 bas F, a API 
Fy -F,x F,x Per’ 


ne Zr 


I 


S Flop PLA 
Oo ———— 

ag LE ; dn d Pe F,y 
wo, der Kürze wegen, die Differential- Coöfhicienten RU TS, 


F, F k : " E 
durch 9127, 0 —*J ete. bezeichnet sind. Die zuletzt erhaltene eic 


F,y 
ist aber nur zweigliedrig und hat die Form (2.); daher ist À 
| Pr XL nn F,x ; 
RE x 629 pre u) 
{ 


und durch Integration ergiebt sich 


Prx daret Fix pal n] Pl 
Fix 5. di E cs oder Pix = e, Fi eus 0. 


F, x | 
“wo wir der, durch die Integration hinzugekommenen “onstänte einen 


oder 
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doppelten Index geben. Setzt man für Q,x den eben gefundenen Werth, 
und für Q,y den entsprechenden, nämlich c, F, T 6, F.y, so verwandelt 
sich die Gleichung (4.) in 


Col y. Fix + By. (Qux = ¢, xy + Fx. Q,y, 
oder in 


Ty [Q, x — c, Pix] = Fix [Cy — e, Ly], 
wiederum eine zweigliedrige Gleichung von der Form (2), aus welcher 


Iso 
em Q,* — c, Fix = €» D, 2 


folgt. Man hat daher zur vollständigen Lösung der Gleichung (A) das 
System der beiden Gleichungen: 

5 Qe ize e um iw n 

— 19x — c, x + cfr. 


3. 
Dividirt man die sechsgliedrige Gleichung 
6. Fy.Q,x-- Fy. Q,x--Fy. Qc — Fx. Q,y d- Fix. P,y Fx. ©, y 
durch Fix F,y, so kommt: 
Pry Pr TX zl Fy qic em Fre Pry Fax Pam ip qu, 
Fr Fx F.y' Fo Fm F,y Fix'Fy 
und differentiirt man diese AMA nach einander ath e dud nach 


| Y, so ergiebt sich 
| Fix Pi | 9 Fax pay 
RA Pi» qo BH. Tps B LEE SE DII 2 Pa 
F,y sir pg uA Fx j Tc x F,y +o Foy F,y' 


Dieses ist eine BERN Gleichung von der Form (4.), daher ist 
nach den Gleichungen (5.): 


> 


Ia 9 fax 
Irre Bor 


en C 
Pac À 


| 


E^ enn man integrirt: 


LOL NEM Po vom 
— UC ads V mc Ny urs te; 
Fix p 


253: 3 


Piu. 
Fox Ci pb € 


P, x e e, £ xe, Fee F, 3X; 
@,x rct € Fo -l- c, Fx. 
p Setzt man diese Werthe für @, und Q, in die Gleichung (6., so er- 
- giebt sich: : 
Creile’s Journal d. M. V. Bd. 4. Hit. 47 
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oy Kate hy Fo y Qum, Fin Foy be Fam Foy pss Quy 


oder 
F,y .[Q,2 — 6, F x — 6, P; x] = Fa. [Psy — 6,5 F y — 03 Poy) k 


eine zweigliedrige Gleichung, aus welcher 
Q,x — qi — 387,2 = 6 Fx 

folgt. Die vollstándige Losung der Gleichung (6.) besteht also in dem | 

Systeme der 3 Gleichungen | ; 
i; Qai — c, Fi Hole d 0s Pm 
7. p diem, Brio Fix 6,539, 
Q,x =, Fun d ess Fan + Ca Fa. 

4. 

Dividirt man die achtgliedrige Gleichung | 
8. F,y.Qui + Fo y.Qx + Fiy 0: + Pay. Pat AM 
==: Fx.®,y + Fie. + L320 y FE, 0x Pa Y ) | 
durch F,2F,y und differentiirt das Resultat nach einander nach z und 
nach y, so erhült man eine sechsgliedrige Gleichung von der Form (6.), , 


und daraus die Werthe von rto. 6) T Ó Eu welche integrirt, geben: | 
4 : ^ ^ 


= ARR AE 


j Q,x dd Ci Fix -|- C, Pax -d- CF 3x + Cialis 
Dyas ees eol Le ae Os F,x + ¢a3 P32 + C54 49, 
Q,x = 6x M 5130 + Ca F,v + 03,14%, 


ch die letzte Integration hinzugekommenen Con- 
Q4 in die 


WO Cray Cons Ca die dur 
stanten bedeuten. Substituirt man diese Werthe für ©, ®; 
Gleichung (&), so ergiebt sich die zweigliedrige Gleichung 

| Fry [Ose e, F0 ele 6 Fun] 
zyx[Qy-eoe4Vy-— Clay C54 P, y]; 


aus welcher 
Dax — c, F9 — Cos Fx — C34," = Ca 

folgt, und die vollständige Lösung der Gleichung (8.) besteht s "^ 

dem System der 4 Gleichungen: |» a ROLES | 
Q,x = cP- + Cu Tx "F CAR + a Ic, 


9 Q. x ow €, JE x + C2 Ix —- €,51 3e s Coal 49, 
Q. Co =e on Mx + C3 Ia d- Ca Fx + C54 P425, 
Q, oe e, P ~~ Coal, x + Cal 3% 4- C4 Fx, 


Ohne Gleichungen mit noch mehreren Gliedern vorzunehmen, sieh 
man jetzt deutlich, dafs die vollständige Lösung der Gleichung (1.) voi 
2n Gliedern in eir.» Systeme von n Gleichungen, nämlich: 


à 
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Pr = e Fete, Fd csFr-JA- curd... Eur 
Gr = cale + oa RxcH+c,PxcH+ Ca Pig +... ee 
Hr = 06x 6.Fx-- €5 Fx + cu Fx... €, P, Ty 
H; Par — c4 Fix + eka + C3434 + Ca Fax +... + CGU Tx, 
Q,z = ¢,, F xd oFx-- Fr Cont yt eee + c,F,x, 


bestehen mufs; und die Vervollstándigung des Beweises für die Richtig- 
keit des Gesetzes dadurch, dafs man zeigt, es müsse dasselbe für eine 
Gleichung der angegebenen Form von 27 Gliedern Statt finden, wenn es 
für eine solche Gleichung von 2(7— 1) Gliedern gilt, hat keine weitere 
Schwierigkeit. = 

Jede einzelne, Gleichung des Systems (B.) enthält z von einander 
unabhängige Constanten; das ganze System aber enthält deren in allem 


! . . - 
AU PO Die Horizontalreihen, welche von diesen Constanten gebildet 


werden, sind den von ihnen formirten Verticalreihen gleich, und die 
nur einmal vorkommenden Constanten machen daher eine Diagonal 
reihe aus. qe 


Es ist fast überflüssig zu bemerken, dafs unsere Lósung auch für 
den Fall pafst, wenn die gegebene Gleichung Glieder ohne x und ohne 
y enthält, wie z. B. die Gleichung 

Fy.@,x + Fyy.Q,x4-Q,x = F,x.Q,y -- Fox .Q, y 4- Q, y. 

Denn diese Gleichung entsteht aus der Gleichung (6.), wenn man darin 
F,x=F,y=—1 setzt, und durch dieselbe Substitution verwandeln sich 
die Gleichungen (7.) in 

Dem c frr 


e^o) 
s Par Cin dom + ¢, Mt + Ca,3 y 
¢ Qir — CE LE de, Cas Fax E CD 


n 
LI * hd LA * . 
Wir wollen jetzt einige Anwendungen der aufgestellten Gleichun- 
gen zeigen. | 


1. Es seien zuerst die Functionen +, f, und J, zu bestimmen, 
welche der Gleichung 


10. Yety) =fyfx thy fn 
47 * 


genu gthun. 
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Differentiirt man diese Gleichung sowohl nach x als nach y, so 
erhält man, die Differential- Coeficienten von 4, f; und f; durch W’, I 


f, bezeichnend: V (e4- y) = fy fix thy fie, 
Vd y) =fiyhethy he 
und wenn man «w/(x-l-y) eliminirt, 

Ay Jiu thy fie = fie fry the Fy 
eine viergliedrige Gleichung von der Form (1... Sollen nun die Grofsen 
x und y von einander unabhängig sein, so müssen die Gleichungen (5.) 
Statt finden, und wenn man, um diese auf den gegenwärtigen Fall anzu- 
wenden, für Q,, Q,, F, und F, respective /7, f”, A und f setzt, und, der 
Leichtigkeit wegen, c,, Ces €; mit @°, b°, © vertauscht, so hat man un- 
mittelbar: fe remo anita D fi j 

fin Bf ne fao CO 
zwei gleichzeitige Differential- Gleichungen, welche hinreichend sind, "e 
Functionen f, und f, zu bestimmen. Führt man die Integration nach 
der bekannten Methode aus, so ergiebt sich 
BEER D SEEN 
fx == al[he™:* —kem?*], 
wenn wir nämlich J°-++ac durch m,, b°— ac durch m,, " durch « 
und zwei neue Constanten durch A und & bezeichnen. 
Setzt man, um wW zu bestimmen, in (10.) y —0, so kommt 
EL 
und da aus (11.) f,(0) = A<+E und ,0=«(h—k) folgt, so ist 
12; 4b(x) BREITE ET 
2. Es seien ferner die Functionen f,, f, und zu bestimmen, 
welche der Gleichung Cg 


13. Yiety) =fyfiethyfhe a 


genugthun. Re 
Differentiirt man und eliminirt L (o y), so erhält man 
fiy fle thy fie m fim fiy M fans fu, “age 
und unsere Gleichungen (5.) geben, auf den gegenwärtigen Fall ange- 
wendet, unmittelbar: fis = af.atbf,x, 
fic = fr che, | 
wenn man statt c,, c,,, c; die Buchstaben a, 5, © schreibt. Dis Inte. 
gration dieser beiden gleichzeitigen DIN Aeichun sen giebt 
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year -1- rhe, 
fax = ahem pL pens, 


wo # eine Wurzel der Gleichung ba’-H(a+c)a—b=0, m, und m, 
die Werthe des Ausdrucks @-+-5& bezeichnen, die man erhält, wenn 
diese und die andere Wurzel jener Gleichung fiir « gesetzt werden, und 
wo A und & zwei neue Constanten bedeuten. see: (13. u. 14.) findet man: 
(045. vio) = Q dra) (Ie Sem), 
.3. Es seien die Functionen f,, f.,.... f, zu bestimmen, welche der 
Gleichung 
16. vo tp4Ar. Aether fet thay Bet FLY Fre thy it 
genugthun. 
Differentiirt man und eliminirt Y(x-+-y), so kommt 
hay faa thay FE fey fie te. thy Se 
— fatis foy + fx fly un OTL + sc + Ax 
Obgleich nun die Anzahl der zu findenden Functionen unbestimmt ge- 
lassen ist, so lafst sich doch vermittelst der Gleichungen (B.) ihre Form 
finden. Denn diese geben für den gegenwartigen Fall: 
FT = fit + frre... - fe Ae, 
us T SC, Jat TP Caf. tows + Cun f, 


fÉ T a Ci, n aT + Gurt: Occ €, f ts 
aus welchen, durch Integration, für fz die om 
(eni... iQ. emt at c, onn 


14. 


gefunden wird. 
6. 


sing 
Wenn man erstens sing durch Pa und shoe durch Q'a 
bezeichnet; so ist 


O(a +B) = fT RETE TT und ne 


? 


x 
'enn R—1 ist. "f VENUE ATT MES m 
wenn Wenn man zweitens PRE NL j durch 


z, x aber durch Q^ bezeichnet, so hat man ebenfalls: 


(a+ B) = 22- ET TP. ge RE PME = fpe 


wenn nämlich A—1--ec'Q*'a.qQ* ist *). 


*) WVWegen der letztern Gleichungen kann man Herrn Abe!'s vortreffliche Abhandlung ,, Re- 
cherches sur les fonctions elliptiques” im zweiten Bande dieses Journals p. 101. nachsehen. 
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Wir wollen untersuchen, ob es aufser der erwähnten circulai- 
ren und elliptischen Function Qc noch andere Functionen giebt, welche 
die Eigenschaft haben, dafs bei ihnen die beiden genannten Gleichungen, 
oder noch allgemeiner die Gleichungen 

O(a +B) m EEE und ge — p) = TEE P Le 
zu gleicher Zeit Statt finden. 

Zu dem Ende dividiren wir beide Gleichungen durch einander; : 
dann kommt: | 


fs + 70 
oder vue med 
Fa f pb Bp. fa’ g(a—P) ~— cn Fae 


p(a+ 8) __ Fa.fB+FB.fa 
q («— B) 


f£ 


und wenn wir F 


durch PB bezeichnen: 
pa 8).  yatys 
qg(«—B8). va—vh 

Setzt man nun «LB — x und «—(9— y, und entwickelt y (2 i) 50 


"X 


kommt: 
try pec (rx 
«( 2: )- qa-—9y " 2 ) 
oder, T durch a bezeichnend: 


Pia A kee 
Wir differentiiren diese Gleichung nun nach x und nach y; dies 
vB) = G9: 2) ev (e). 
vg) = Gee) Ee) 
woraus, wenn man I aA eliminirt, 


(69 - (25.1 (Ez2) 122.522) = o, 


giebt: 


oder, wenn durch v (E) dividirt und "Cx durch m{x—7) be 
, 9 ay (52 2) 
geichnet wird: ; ; 
FO TE 
+ LA pri (27) (22 
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4 


folet. Differentiirt man diese Gleichung wieder nach x und nach y, 


so kommt «| a as " i 
m(x—7y) = Ges Gs E LG T 2) —(52)] 
— T(x—7y) = vet Eas c] (i) 


und, wenn man addirt und mit a? multiplicirt: 
A (= — + (52) — (5) = v 


Substituirt man hierin die Werthe der Differential- Coëfficienten, die sich 


aus der Gleichung ef ergeben, so hat man 


Py. (29x px — Pr. Q"z) + Py. "x — Pr. (29y. 9" y— Pry. Q"y) + Pia. ^y. 
Unsere Formeln (4) geben für diese Gleichung, wenn man die 3 Con- 
stanten durch 22, 25 und 2c bezeichnet: 
2Q'"r—Qzr.Q"r —2a  --2bQ?m, 
Q"r —2bQzr--2cQz. 
Diese beiden Differential- Gleichungen müssen übereinstimmen, 
wenn eine Function Q von der vorausgesetzten Beschaffenheit existiren 
soll Eliminiren wir Q"z, so erhalten wir 
Q"z = a-r2bQ?a-LeQ'z, 
und statt der zuletzt genannten Gleichungen kônnen wir also die beiden 
folgenden setzen: 
Q"'z = a +25@°x + cz, 
XP AE UE 2bQz -L-2cQz, 
von denen die letzte, wie man leicht sieht, die Differential- Gleichung 
der ersten ist. Es stimmen also beide Gleichungen wirklich mit ein- 


ander überein. Setzt man nun-@x= z, und also Q'a— 5, 80 giebt 
die erste Differential- Gleichung: 
E! HR 1 
p: Vador) also = en) 
und folglich gehört z oder ®x zu den elliptischen Functionen, von wel- 
chen die Kreisfunction nur ein, besonderer Fall ist, und es giebt keine 
andere Functionen weiter, welche die genannte Ligenschaft haben. 
oe 28. November 1828. | 
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31. 
Recherches sur la figure et le mouvement d'une bulle 
d'air dans un liquide de densité constante. 


(Par Mr. Theremin, capitaine du génie des voies de communications à Ircoutsk en Sibérie.) 


(Suite du mémoire No. 4. tom. V. cah. 1.) 


3" Partie. Figure de la bulle en mouvement. 


Le seul mouvement qu'il importe de connaître dans le probléme qui 
nous occupe, est celui d'une bulle libre, qui s'éléve dans un M en 
vertu de la différence de la densité. | À 

Il n'est pas évident si la figure de la bulle en mouvement sera 
ou ne sera pas la méme que celle de la bulle en repos, car on sait qu'un 
corps en mouvement dans un fluide éprouve de la part de ce fluide une 
résistance égale au produit d'une constante par le carré de la vitesse; la 
quantité constante dépend de la densité du fluide, de celle du corps en 
mouvement, et en supposant que le corps en mouvement soit une sphère, ' 
le rayon de cette sphére entre aussi dans l'expression de cette constante. 
Ainsi en nommant d la densité du fluide, D celle de l'air de la bulle, 
et r le rayon de la sphère osculatrice au point culminant, on aura pour 
expression de la résistance du fluide: 

| Man 
D n4 
M étant une constante donnée par lexpérience, et v étant la vitesse du 
corps en mouvement, qui est ici la bulle, 

La résistance du fluide étant directement opposée à la direction 
du mouvement de la bulle qui est verticale, l'expression de cette rési- 
stance contre un élément 9.4 de la surface supérieure doit étrè ajoutée 
à la pression que cet élément éprouve de la part du fluide en repos; 
donc, l'équation qui caractérise la surface supérieure de la bulle, étant, 
comme nous l'avons trouvé précédemment: 

0p.04— p.07 4 —0, d'où lon tire P = const.: 
il ne s'agit que de remplacer la pression p sur un iura OA, par les 


quantités dont elle se compose; nous aurons pour p, 1°. La pression du 


- 


ON = 
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qui est gd(h—z).0x,dy. 
. La pression due à la résistance au mouvement, qui agit dans le même 


sens que la pression due à la hauteur du fluide, et dont l'expression est: 


Md 28 


3°. Enfin la resistance due à la collision c, dont l'expression, comme nous 
l'avons trouvé précédemment, est: 


ae ae =.0.4 
et qui agit en sens contraire aux M premiéres forces. 


L'équation fondamentale = const., donnera donc: 


(san —24- 272. 9) 02.0 — 023. 0.4 
eR RUS GETTER EET, a Wu ME == constante. 
Mais si l'on $e rappelle Has 0.4 — dx, yy (a Hie iy 2m VES et que pour 


s Oz , , 
z—aona 220, Aiea? on aura, en passant a l'équation de la gé- 


Oz 
0 


2 
nératrice plane en z et x, et remplagant Os par (+ zem, l'é- 


quation suivante de la nee PRIM 

L gd(b—2) + MS = _ oh — PTT UE 
Il faut observer que cette eR convient à la bulle MER tous les 
points de son mouvement, et que pour chaque point la hauteur A varie; 
donc en nommant A' l'ordonnée verticale du mouvement, à partir du 


fond du vase, la hauteur du liquide en un instant quelconque sera 2—}'; 
et en mettant cette quantité au lieu de % dans l'équation (1.), elle donne: 
Q) ghz) TEL, 9* CE — gati va) y a 5). 
La densité D de lair n'est pas non plus constante et dépend évidem- 
ment de la hauteur à laquelle la bulle se trouve dans le liquide; ainsi 
en nommant par exemple D’ la densité de l'air libre, et H la hauteur 
du liquide qui fait équilibre à la pression atmosphérique, on aura sw- 

vant la loi de Mariotte: 
D:D=H:H-+h—), 


d'ou lon tire: D’ 
3 D = = (H+h—h’),. 
Nous ferons plus tard usage de cette expression. 
Crelle's Journal d. M. V. Bd. 4.IIft, 48 
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2 a MM 
On peut simplifier l'équation (2.) en posant a= m, c= n; alors - 


l'équation (2.) donne: 

à Oz a ral 2\ 

4. (À ur 12, = (h—h'— a) V4 222: 
équation dont nous tirerons celle de la surface supérieure de la bulle, si 


, nous pouvons en éliminer la quantité v: opération à laquelle les équa- 
tions du mouvement de la bulle sont nécessaires. 


Si l’on nomme & le volume de la bulle à la hauteur 4‘, et z^ son 
volume Ban l'air libre, on aura suivant la loi de Mariotte: 
quas le El + h—h', 
d'où l'on tire: 
SE 
H+h— n? 
D étant la dini de l'air de la bulle à la hauteur Z/,/et d celle de l'eau, 
la force qui fait monter la bulle dans le liquide sera: ga(d—D), ou 


bien, en mettant au lieu de D et « leurs valeurs (3. et 5.): 
guH(a— Finn) 


HER ER 
En faisant les réductions, et posant pour abréger: 


6 $E. H.&4—P, HHh=Q, ga D'=R | 
cette expression prend.la forme plus simple: 
Étant, 
1 Kom 


j | Md v* TY 14 
D'un autre côté nous avons trouvé D pour la résistance du liquide; 


donc comme cette résistance diminue la force qui fait monter la bulle, 
on aura, en retranchant cette expression de la valeur(7.), l'expression de 
la force accélératrice totale qui fait monter la bulle, et Me a de la 
force sera: 

gi 9 Lo p(P+N) Ma oF 


Ce uo rt Dr Te 4 
À Pt EU 


d 3 : ch : 
Si nous observons que la vitesse v a .pour expression v=77> il sera 


facile d'éliminer v et O¢ entre cette expression, l'équation (S.) et l'équa- 
tion (4), et il viendra: 


m(0h')* (P-- ^) D. R nol "YI 
Arn STA IGNES ‘Eid. (Oh >) (GR T MR Ne ^ -9y ms 2 
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Voilà l'équation générale de la génératrice plane pour un instant quel. 
congue. Observons que dans cette équation, Ah’ et a, sont variables tous 
les deux; A’ comme étant l’ordonnée du mouvement et 2, qui exprime 
la hauteur de la bulle, variera 1? avec la figure de la bulle, c'est à dire 
avec 7‘, et 2°, avec le volume de la bulle a, qui est aussi fonction de 
de A’; mais si nous désirons léquation de la surface pour une hauteur 
déterminée A’, il faut poser à la fois @ = const. et À'— const, d'où 


‘Ok z— 0, ce qui réduit Vienn. (9.) à celle ci plus simple: 


I 


bulle en repos: 


10... (6 — &— esi Lin otre ) 
d'où lon tire aisément: 


11. nh Wz) EV [Ga pa) —z)?— (hh! —a)—14)(h—Hy-—ay] 


Ox 


fh Max aj 1i 
équation différentielle qui exprime la courbe cherchée, et dans laquelle 
il ne faut prendre que le signe inférieur du radical Avec ce signe, si 
z=0, on trouve 3a 0. 
Pour comparer la figure de la bulle en repos avec celle de là 
bulle en mouvement, rappellons nous que nous avons trouvé pour la 


LI 


ae mae aye FT Sb ee 10% 
n(h—z)—(hk —a)V [(h —z)^—((h—a)?—n?)] (h—a)*—n** 
Pour comparer cette équation avec celle (11.), il faut que les hauteurs 


22 


du liquide, au dessus de la bulle, soient égales dans lune et dans l'au- 
ire; donc il faut poser h—h'=h, et l'équation (11.) donne: 


7 UR 0 TC MN COE. WO M RP Eds Ox 

"  n(h—z)—V [((h —a)?-+ n?—1) (h —z)?— (h-—a)* GS nim Su —a)*—-1° 
Mais rien n'empéche de faire dans les équations (12.) et (13.) n — 1, et 
alors ces équations, si lon en tire Ts donnent: 


i 
we 


} z S ore rs Ca) 9 


Ox (h—a)?—1 
Oz Me en (ha) Y [(h —z)?— ((h — a)? — 1] 
Du uv * (h— a)? —1 


Cela fait voir que pour des hauteurs égales de liquide, la bulle en repos 
et la bulle en mouvement ont absolument la méme forme. 
Passons à la recherche du mouvement de la bulle. Pour cela mettons 


dans l'expression (8.) de la force accélératrice au lieu de r sa valeur 
48* 
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tirée de l'équation (4), il viendra: 


14. SM n (S) — [ar y (+ 25 os y. In En 


C'est lexpression de m ea accélératrice d’un point A de la 
bulle, Pour avoir l'expression de cette force, relative à un point parti- 


culier dela bulle, il faut donner à z et à E les valeurs qui leurs con- 


viennent dans ce point; ainsi, si lon voulait avoir la valeur de la force 
accélératrice au point culminant, il faudrait faire z — a, Pec et l'ex- 
pression (14.) se réduirait à celle-ci plus simple: ! 
| O?h! P+h 
15. de — 8 (S555). 
que nous pouvons prendre pour l'équation du mouvement de la bulle méme. 
En multipliant chaque membre par dh’ et intégrant, il vient: 


A2 
(2) = 30 = (P+ OR (log — 7 — 20) -|- const. 
Substituant dans cette équation les valeurs (6.) de P, Q et R, elle donne: 
: A 

iq ga! dH log rn — am 
et si lon observe qu'à l'origine du mouvement on a à la fois v= 0, 
A' 20, on en tirera: const. = ga’ D'log(H -- 4), et 

i 

16. v = +) [re non a) 2) 
C'est l'expression de la vitesse au bout du temps dans lequel la bulle s'est 
élevée à la hauteur 4’. On peut tirer sur le champ un résultat remar- 
- quable de l'équation (16.). Pour cela nommons @ le volume d'une autre 
bulle dans le méme vase, nous aurons pour la vitesse v' de cette bulle 
à la hauteur A‘, l'expression: 


VE ARE > H-rn Sa); 
v = +)/[s08H (le) 37 
en divisant cette équation par celle (16.), élevant au carré et réduisant, 
il vient: P. 


+ const. 


tune pea) 
c'est à dire: les carrés des vitesses de deux bulles, qui ont parcourues 
des espaces égaux dans le même vase, sont entr'eux comme les volumes 
de ces bulles. 
Si la hauteur du liquide A était assez petite pour qu'on put con- 
sidérer & et D comme constants, les équations du mouvement se simpli- 
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fieraient beaucoup. En effet, le second membre de l'équation (15.) qui n'est 
autre chose que g «(d — D), serait constant, et en faisant g(d — D) — f, 
on aurait simplement: 
274 
ad ic. À, 
d'où l'on tire: 
CLS 
S| ae 
Mais v et ¢ étant nuls en méme temps, on a simplement 
17. a — akt, v= okt. 
Intégrant la première de ces équations, on a A/— Ia«kt-L- C. Mais 
C — 0, puisque A'et £ sont zéro à la fois. Donc A'— ict? est l'expres- 
sion de l'espace en fonction du temps. Mettant la valeur de 7, tirée de 
l'équation (17.), dans cette expression, on aura: 
| hi = 2 vo 
2 ak’ 


æk.ft—+ const., ou bien v=«a.t +0, 


: : vi? 
Mais pour une bulle du volume ® on aurait aussi h'= 7%, done 
v^ " 9 
ES 


résultat, que nous avons déjà obtenu dans le cas général, 

Si nous nommons v‘ la vitesse d'une bulle Q au bout d'un temps 
£, nous aurons en vertu de l'équation (17.): v' — Q £t, d'où Y=, c'est 
à dire, quau bout d'un méme temps les vitesses sont entr'elles comme 
les volumes; si au contraire on suppose les vitesses égales, on aura, en 
nomment //le tems du mouvement de la seconde bulle: ¢t/:t==a:Q, c'est 
à dire, que les temps nécessaires pour acquérir la méme vitesse, sont 
en raison inverse des volumes des bulles. De l'expression de l'espace, 
h! =i«kt*, nous conclurons encore, que les espaces parcourus dans le 
méme temps, sont entr'eux comme les volumes des bulles; et que les car- 
rés des,temps employés à parcourir des espaces égaux, sont en raison in- 
verse de ces volumes. 

Je ne pousserai pas plus loin ces recherches, la figure de la bulle 
et son mouvement me paraissant suffisamment connus par ce que jen 
ai dit; d'ailleurs, les recherches ultérieures ne présenteroient évidemment 
que des difficultés de calcul, peut être ipsuemontables, sans offrir d'autres 
résultats intéressans. 

A Ircoutsk le 20. Octobre 1829. 
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32. 
Über die Summe der Reihen i} RENE qe peso 
L-- 2: bash Tee 


(Von Herm Th. Clausen zu München.) 


D: diese Reihen sehr langsam convergiren, so hat Euler sie in an- 
dere, schneller convergirende verwandelt, die aber, da die Coéfficienten 
von den Bernoullischen Zahlen abhüngen, nach einer gewissen Anzahl 
Glieder wieder divergiren. Dieses hat Legendre bewogen (Traité de 
fonct. ellipt. 1. II. p. 397.), andere ganz convergirende Reihen zu suchen, 
die die Summe derselben darstellen. Da aber die Glieder der von ihm 
gefundenen Reihen nach einem nicht so einfachen Gesetze fortgehen, 
als nachstehende, auf die ich beim Studium des Legendreschen Werks 
gekommen bin, so erlaube ich mir dieselben hier mitzutheilen. 

1. Es sei: 

1. z = S¥ 9logsinü — 26/60 logsind + 4? logsin6, 

so ist: ia 
0^z = 2logsind 00^, 


folglich auch: 
2. z = 2 /fflogsint 00". 


Es ist aber: 
logsind == — log2 — cos20 — $ cos 40 — $cos64 — 400580 — ....., 
‘und wenn man das Integral jedesmal von 0 —0 anfangen läfst: 
flog sn dd 2 — 0 log2 -- I(sin90 --(3)'sin 40 + (2) sin 69 +(4)sin 89...) 
Sf logsin § 0f —— 2 "log2--i(cos20-l- 5 cos40 + 5 cos 60 +4 cos 80 +...) 
GTS rs Far.) 


also: | 
3. 2 = $(060520+3c0546+ 3005654 ZX cos SO -- ....) 
IG HE +3 +84...) loge. | 


Substituirt man nun in die Gleichung (1.) 


) 


: : i ; À 4.265 : 
i= sind + 3.3 sin + 5-4. ¢8in f+ 57775 pete 2 Zsand’-+...., 
0? = sind’ + 2. Isin0* sin Pete. sind +...…, 


so erhält man: 
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DENE Ot AU a 
4 == 3 (sin 20) sind’ + 2:2. (sin DH. D sint tr.) 


— 20 (sind + 1G sin? 4- 5-3 P (2) sini + 55:2 iy Gs inf’ +...) 
+ 0 log sin 8. 
Setzt man mit Legendre: 


3 1 1 

G,6) — ictu 4 um: 
a\3 1 1 1 

(29) — gab iade 


u. S. W. 
o giebt die Reihe (3.) für (==: 
«e E[E0,6)—1 2,0) — Q,69-E-2 064-3 (5,046, 851—154, — a; loge, 
wo iS, =1+5+% +5 -q.... ist. 
Es ist aber, wie man leicht sieht, 


(1,6) + (2,65 +- (3, 6) + (4, 6? + (5, 6)? -I-(6,6» = 216(6,6) = S, 


(2,6) + (4, 6) + (6,6) = 27 (6,6) 
+ (3,6) | + (6,6) = :8(6,6) 
(Go (6, ” 
Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit IZ, —1, —3, +3, und 


addirt die Producte, so erhält man: 

10,0) —3(26) — (3,6) —2 4,6) +26, 6 4- (6,6) = 27 (6,6) = 35s, 
folglich für. =: | | * 
5. 2 2 —16, — © toga. 

Vergleicht man diesen Werth mit der Gleichung (4.), nach. Substitution 


von §==—, so folgt: 


m 

; 6 ? 
1 1 coon | 2230 1 

6 &—s(tresrdraserdirae rd) 

3 "1 1 1 
TO TEN ME Sert) 
Die numerischen Werthe der beiden Reihen bis auf 22 Decimalstellen 
genau, sind: 


[ew 
Co] e À 
eli m 
E 
nal Lee 
en 


1,59426 65472 59595 61676 81 
UON 0,39220 96441 00001 33136 84, ’ 
folglich: 
$, = 1,20205 69031 59594 28539 97. à 
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2, Wenn man ferner: 
: 1 1 1 | 
(1,6) — 1b yide 


1 1 1 
G,9* — get ge bigs te 
uU. Ss. W. 
setzt, so ist nach den umstehenden Formeln: 


f vs sinü 00 = — t loga — 2 [à 6) + (2, bye (4, 6y— (5, 6)*] , 
und da (Legendre am angeführten Orte): . 
(1,6) + (2,6) — (4, 6 — (5,6) = -34 ,6y — 57° 


$ 2 ; 
f togsing 86 = EY3 — 7 toga — 5:30, oy. 


go 1st: 


Nun ist aber auch: 
J'logsin® 09 = Hlogsind — [92 log sin0, 
mithin: 
Pe, I a |o foy DS E 
We log sin§ 09 = —tge—(s +5 torse...) 
Setzt man die in Parenthesen eingeschlossene Reihe = R, dessen nume- 


rischer Werth 
0, 50747 08032 04826 81251 060 


ist, und vergleicht die beiden für / "log sind 09 gefundenen Werthe, so 
ergiebt sich: " 
, 7 E 9 LU 
" Lors istyy 
und also: i : E 
EON M ie dig NY 
(ABE Ta EAD 
RER MB ae 
GE 94 3.Y 3? 
dica Mure POS 
i BIN ea: 
Es ist AC = 0,09766 28016 12060 78710 840 


T° 


und z; = 0,18277 04518 72025 15960 805, 


folglich (4.6) = 0,08510 76502 59964 37249 965, 
welches man gleichfalls durch die Eulersche Formel erhált. 
München, den 8. Januar 1830. 
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39. 


Über die Bestimmung der Lage der Haupt- 
. Umdrehungs- Axen eines Körpers. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


Die gewöhnlich angegebene Auflösung dieser Aufgabe führt auf eine 
cubische Gleichung, die sich aber in einer etwas verwickelten Gestalt 
darstellt. Das folgende Verfahren, welches G aufs zur Auflösung einer 
andern Aufgabe: ,, Determinatio attractionis etc. etc.” angewandt hat, giebt 
auf einem directeren Wege eine Gleichung von symmetrischer Form. 
| Es seien die Momente in Beziehung auf die bekannten Axen der 
x, y, z, und auf den Schwerpunct bezogen: 
drcdm xe [ey 0 m= 
1 oim m ya On oS 
zz py Vs ze om D, : 
und die Coordinaten, auf die Haupt- Umdrehungs- Axen bezogen, x’, y’, z'; 


und 
dor anres fay! om =O, 
2 ren tur üm e, 
Jia! dm Mia 9m 0: 
Sei nun: 


x == ax a by sr CZ, 

y! = ex + by + ez, 

z' = ae tb yt cz. 

Da die Entfernung jedes Puncts vom Anfangspuncte der Coordinaten bei 
beiden Systemen dieselbe ist, so mufs x'x/4- y! y'-]- z/z/— xx d- y y 4-zz 
sein. Folglich: | 


aa -|-o'a'-d-a' ^a^" z5 1; ab -]-a'b' - a" 5" — 0, 
4 


bb --b'b'-- b" b = 1; bc + bie’ + b" c" = 0, 
cc -d-ct'c'd- c" c^ 1;  ca--c'o' A- c" a^" — 0. 
Wir haben also zur Bestimmung der. 12 unbekannten Grófsen Z, v, €, 
a, b, c, a ete, eben so viele Gleichungen (2.) und (4.), so dafs also die Auf. 
lösung der Aufgabe algebraisch möglich ist. Man hat ferner, wenn man 
.die Gleichungen (3.) resp. mit a, a‘, a’; b, b’, b" und c, c', c" multi- 
Crelle's Journal d. M. V. Bd. 4. Hft. 49 
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plicirt, die Producte je drei und drei addirt, und die Gleichungen (4) 


berücksichtigt: 
x = ax'+ a'y! - a" z', - 
ae NE à | 

z = cx + c'y" + cz; 

demnach auch, in Folge der bei den Gleichungen(3.) gemachten Bemerkung: * 


Ina tun tee = 1, aa bb Heel 
6 


a'a' + b' b! + cc — as a'a^-- b!" - cc = 0, 
ala + bo cc n — 1; a" a + b" b + c" c — 0. 
Werden nun in die Gleichungen (1.) die Gleichungen v und (2.) 
'substituirt, so findet man: 


a = aa.Ë + a'a'.v + a^" a". Q, 
B= bb.E-- bboy + tn, i 
y —cc.&-- c c.v d- c" c". te, 
7 
à = ab.E--a'b.v + a" D.C, 
g = bc.E + bc ut bc" . 0, 
§ — ca.f -- c'a'.v + c" a". €. 


Diese geben, mit Berücksichtigung der Gleichungen (6.): 
( 423-95 +8 == a, 
8. pem om mb 
dated Lyc = Er, 
| eat 0b/-- 0c' — va’, 
9. erae s vb! 
| 


Balt eb’ + de vc. 

aa" Jb A Be" — 

Nr Cb" 

0a" ed" 4- yy c ap 

Durch Elimination von 2, 5 und c aus den Gleichungen (8.) findet man 

folgende Gleichung zwischen £ und den bekannten Grófsen a, ß, y etc. 
11. 0 — (a—5(8—8 (y —8) — 38 (y— — ee ad — 98 (6—E) +2060. 

Eben dieselbe Gleichung findet man, wie auf den ersten Anblick erhel- 

let, durch Elimination von a’, b’,.c’ aus (9.) zwischen v und c, ß, etc.; 

und durch Elimination von Q^, 5’, c'" aus (10.) zwischen ¢ und a, ß, ete. 

Also ist, wenn man die Gleichung (11.) nach den Potenzen ordnet, und 

statt &, u setzt: | 


10. | 


ms 


Li | \ 
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12. i —(a«4- ++ (B Dy y2a—9889— € —80) u 
het J- «se 4- 800 -- y00 — 23:0 — a Gy = 0, 

deren drei Wurzeln die Werthe von £, v und £ sind. 
Aus den Gleichungen (8.) hat man ferner: 


a((& —£)£—90) = &((B—85) £—9:) = c(y—5£—59; 


„woraus folgt: 


1 
M, Er BE 

I 1 
TS; Ab — (B-HE— ed 9 
; | 
LAPIS Coe Us! 

und also: 
ia 1 N 
in 


CREED + (PHF À DE 0 
Auf gleiche Weise med man a‘, b/ und c/ durch v, und o", b" und 
4 durch €. 


München, den 20. October 1829. 
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34. 


Théorème sur les nombres. 


Théorème. : Si trois nombres entiers sont tels que le quarré du plus 
grand soit égal à la somme des quarrés des deux plus petits, le produit 
de ces trois nombres sera nécessairement divisible par soixante. (An- 
nales de mathém. de Mr. Gergonne, tome XX, cahier VII. page 212.) 


Démonstration. (Par un abonné.) 

Les trois nombres r, s, ¢ dans l'équation 7?--5*— /? peuvent être 
supposés débarassés de tout diviseur commun, car si lon peut prouver 
que le produit des nombres ainsi réduits est un multiple de 60, la méme 
conséquence s'étendra au produit des nombres primitifs. L/équation étant 


dans cet état, deux des nombres qui entrent dans notre équation, se- 


ront impairs, et le troisième sera pair. Il est facile de voir que r ets 
ne sauraient être l'un et l'autre impairs, En effet, comme tout quarré 
impair est de la forme 8n-+-1, la somme r°<+s° aurait dans ce cas la 
forme 82-2, qui ne saurait convenir au quarré #. L’un des nombres 
r, $ est donc pair. Supposons que ce soit r. Comme on a r°—#f—5, 
2° et s° étant des quarrés impairs et par conséquent de la forme 87 -l- 1, 
r* sera divisible par 8, et r par conséquent multiple de 4. Il est donc 
prouvé que l'un des nombres r, s est divisible par 4. 


On prouve avec la même facilité que lun de ces nombres r, s 
est divisible par 3. Il suffit pour cela de remarquer que le quarré de 
tout nombre non-divisible par 3 étant de la forme 32<+ 1, la somme 
rts? aurait la forme 324-2, si aucun des nombres r, s n'était divi- 
sible par 3, tandisque le quarré ¢* aurait la forme 32-1, ou serait divi- 
sible par 3. 


Prouvons enfin que des 3 nombres r, s, t l'un est toujours divisible 
par 9. C'est ce que nous allons faire en démontrant que si ni 7 ni $ ne 
le sont, £ le sera nécessairement. Tout quarré non divisible par 5 étant de 
l'une des formes 52 -]-1, 5n-+-4, il peut arriver trois cas differens, lors- 
que r et 5 ne sont ni l'un ni l'autre divisibles par 5. Les quarrés de ces 


(UTD 
i 
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nombres peuvent être l'un et l'autre de la forme 57 -]- 1, ou l'un et l'au- 
tre de la forme 57-1- 4, ou enfin l'un de la forme 57-1- 1, l'autre de la 
forme 52+4.. Les deux premiers cas ne sauraient avoir lieu, car dans 
le premier r?^- 5? aurait la forme 5 z-|-2' et dans le second la forme 
5n--3, qui ne sauraient convenir ni l'une ni l'autre au quarré #. Il 
ne reste donc que le troisième cas dans lequel /? sera de la forme 57, 
c'est à dire divisible par 5; £ est donc toujours divisible par 5, si ni r 
ni s ne le sont. | 


En réunissant ce qui précède, on voit que le produit rsé est di- 
visible par 4, par 3 et par 5, et comme 3, 4 et 5 sont premiers entre 
eux, r$? sera aussi un multiple du produit 3.4.5, ce qu'il s'agissoit de 
prouver. 
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35. 


Sur un principe général dans la théorie des séries. | 
(Par Mr. de Schmidten, prof. des mathém. à Copenhague.) 


Après avoir exposé le principe général pour le développement en série 
de forme quelconque d’une fonction, soit explicite, soit implicite, je con- 
sidère en particulier les séries proprement dites, ou Med qui ne sont 
qu'üne somme de termes. 

Le principe que je présente à leur égard, rönferine beaucoup de 
résultats qui ont été trouvés par des méthodes diverses, et dont la liaison 
est souvent difficile à saisir. Mais l'objet de cette note étant surtout de 
ramener à un seul point de vue les résultats différens les plus géné- 
raux, je ne m'occupe pas de l'évaluation qui d'ailleurs n'est possible que 
dans des cas fort particuliers, et je ne fais qu'indiquer les corrolaires dont les 
développemens n'auroient d'autre difficulté que la longueur du calcul. 

1. 


Pour développer une fonction en série de la maniére la plus gé- 
nérale, on lu1 donne la forme 


F(x) = OLA + Re Re 


où Q est le signe d'une fonction quelconque, f,(x), f(x) etc. sont des 


fonctions quelconques de x, et 4,, 4,, As, . . . . des quantités qui dé- - 


pendent de la fonction Z(x) et qu'il s'agit de déterminer. 
Soit im la fonction inverse de Q(x), telle que 4(@ (re et 
Lis Los 935, + . . . des valeurs de x telles que 
f(x) — 0, f@)=0, f(x)-09, 
' on aura pour 4,, A, etc. les valeurs suivantes: 
MAC 


| ae 13 fee ds 
G2) =4, pS) a, sr E. 


On voit que les quantités 4,, 4,, etc. se déterminent d'autant de manières 
différentes qu'il. y a des combinaisons entre les racines des équations: 


7, A E (x) =o, fice EE 


Soit Q (x) = n on aura: 


L— 4, etc. 
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Si l'on fait Q(x) — x, on ala forme d'une série proprement dite, ou 
une somme de termes qu'on pourroit appeler série linéaire, savoir: 
F(x) — Ae A, f, (x) + A, f, (x) fe (x) +... 

Si toutes les valeurs de x qu'on tire des équations: 
J (x) up f(x) = 0, etc. 

sont égales à zéro, on trouvera que les valeurs de 4,, 4, etc, se pré- 
sentent sous la forme 3, dont les vraies valeurs se trouvent par le cal- 
cul differentiel. | 

Si les fonctions fi (x), f. (x), .... sont toutes égales à x, on tombe 
dans le cas le plus simple, la série de Taylor. 

2. 

Si la fonction est donnée implicitement, on la développe en série 

par le principe de substitutions successives. Soit donnée l'équation 


y = Q(x, y), 
y = [x P(x, 0 (»...))I. 
Si l'équation est différentielle, on peut toujours lui donner la forme 
on y Q"- y ON 0" y On ty 
e (s. ERN. TAN x) nt. ve Bars... PT z) 
de sorte que le premier membre soit intégrable par des fonctions connues. 


On en tire une équation intégrale, renfermant 7 constantes arbitraires 
de la forme 


on aura: 


y = f(& Y) 
y = ff, ff ( +...) 


f(x, y ) étant une fonction de x et de y qui renferme n coéfficiens diffé- 
rentiels avec autant d’intégrations et de constantes arbitraires. 

Comme une équation quelconque peut étre partagée de beaucoup 
de maniéres en deux membres tels que le premier soit intégrable, on 
peut aussi lui trouver beaucoup de formes d'intégration différentes. 

Ce n'est que dans le cas où l'équation elle-même est linéaire que 
l'intégrale aura Ia forme des séries auxquelles nous avons donné ce nom. 
Aussi est-il facile de voir que chaque terme de la série se dérive du 
précédent par autant de différentiations et d'intégrations, qu'indiquent re- 


d'ou l'on aura 
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spectivement les coëfficiens différentiels les plus élevés sous les signes 
D et Q. 
3. 
La forme générale d'une série linéaire est: 
KI we ENT, 
où x peut être prise depuis — oo jusqu'à +. Celle-ci mène en gé- 
néral à. deux problémes, celui de la transformer en une autre, et celui 
d'en dériver de nouvelles relations entre des fonctions et des séries cor- 
respondantes. Le premier se résoud de la manière la plus générale par 
la théorie des fonctions génératrices, et le second se réduit à un prin- 
cipe général dont le développement est l'objet de ce qui va suivre. 
Soit Yz une fonction quelconque linéaire de z, telle que 
VG+YN = Vet VY; 
comme par exemple | E 
Vic ae) ou Vz = [Xzax, 
X étant une fonction quelconque de x, etc. 
Soient et v des fonctions quelconques de £, on aura: 
1. v.uF(v)- E.y.V (uv) 
Les signes d'intégration ou de différentiation contenus dans v se rap- 
portent à la variable £. 
De l'équation F(f) == Zy,t* on tire par l'introduction des imagi- 
naires celles-ci: 
2. fi) = Z.y.costx, E 
3. Ot) 22 Z.y,sintz, 
f(t) étant — nore p eg ie) et Q(/) = pier) E 
et par le méme procédé que ci-dessus: 
V thy) = > .y,Ylucosux), 
V.uQ(v) = 2.y,V (u sinvx) 
4. | | 
Les corollaires des équations (1., 2. et 3.) les plus simples, se 
trouvent en supposant V le signe de différentiation et supposant w et v 
de la. forme 1” ou e"*, | | 
Faisant V ===, on aura de l'un coté. du signe = une.série ordi. 
naire et de l'autre coté une série à double entrée, | Ainsi, en ne prenant 
les = qu'entre les limites 0 et +, on aura de l'équation (1): 
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u, F(v,) + u, F (v) T us F (v) "a hmm v (4,0, + u,v, + Ba 
U,V uuu 00) Yo 
Lui Hunt. Ys 
re ce 
et de l'équation (2.): 
u, f (v) + us f (U2) + T Ht or (u,cos vU, + U,COS 7, E 6. Ju, 
+ (u,co052v, + u,cos2 v, 4- ....) y, 
+ (u,cos3 v, + u,cos3 0, d- ...)y; 
HAE 
Us Uzy sous Dip U, os». étant les valeurs de u et de v qui répondent 
aux valeurs de / — 1, 2, 3 etc. On tirera une expression semblable de 
l'équation (3.).' 

Déterminant convenablement les fonctions z, et v,, les séries infi- 
nies du second membre se réduiront à des fonctions connues, et l'on aura 
ainsi une égalité de deux séries de formes différentes. 

Supposant dans l'équation (1. v, = (n£yf, u, = (—1)"'" (n2)-**, 
.k étant un nombre entier quelconque, et remarquant que | 
OL. = 0 1-—1—1-4-1—1..,.. 

n étant un nombre entier positif, on aura: 


a (E — E 2e FE 23 .) coy: e. C yen (n Dr) 
Nr D) mi ae 
+2... 

VE. (—1) + 


le nombre z étant pris depuis O jusqu'à oo. 
De l'équation (2.), en faisant v,— z2£ et u,—(—1)"", et obser- 
vant que £ — cos) — cos20-]- cos 30 — ...., on tire l'équation: 
fu) —fQ220-f8G2—....— Ep Hi tip... = 3/0. 
Ces formules ont été presentées par M. Babbage dans un mé- 
moire fort intéressant (Philos. transact. 1816), dans lequel il s'occupe 
de l'évaluation de ces séries et indique les circonstances sous lesquelles 
la divergence des séries rend le résultat inexact. 
Soit encore 7,— 27, u,„=u”, on aura: 
uf(v) + wf(av) + 2 f(3v) +... 
U(COSU—u VU 
= Soe diet Dn Anne 
De la formule 
. Crelle's Journal d. M. V.Bd.4.Hf. 90 
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V.uQ(v) = 2.y,Vusinvx, 
. np” n 7t PUES 2: : 
Ee u, = SIN——, U,-—— | intégrales - 
en supposant V= 2, uos Us et les intégrales aux dif 
férences finies étant prises depuis 7 — 1 jusqu'à 2 — 77, et depuis x — 1 
jusqu'à o — 7m; p, m, n étant des nombres entiers, on tire: 


z.uQ(v) 


= (sin?® sin — 


27 suus i imc e 
m AR. 


+ (sin PT sin 27 ed 1 LM u RN 
b " m m 


g 


ES TT PT . 9 TUE m- m-1)(m-1)x 

(sins int pue bs —— sin zu s GS vus ed S n e 
et observant que le coiificient dote es y, est 
. (m—1)ra . . (m—1)pa 
Sin p TT sin FAN ee — sinrz sin PORE AE, 

RETTEN N 

2 (cos EIE cog) 

: AM m 
on voit que tous les coëfliciens doivent s'évanouir excepté le cas ow 


p =r, dans lequel cette s deviendra — ret et l’on aura: 


= sin 276 (22) + o ou ==2, ys81 IT = Vp 


m 


ce qui est la formule wr de CUR ze, de A EE celles 
de M. Fourier: i 


Jia) 2. Moses EAC Or lasts Os ibn | 
fle) = 2 | 


Ces beaux théorèmes donnent aussi les relations les plus remar- 
quables entre des intégrales définies et des fonctions connues. Ainsi, en 
supposant Jr=e 9, et observant que 


N xe Mz 0 
e cos xz 0 CRIE — et e gin vz Oz = pep } 
J° te a+ q? =)? 


on a : 
a æsinax 7L cosa x 
e 1 zu fa) —ga = fi Oo 
2 ag? Wt 3. 5 x? -- 9? s 


De même en supposant 


BE eut), 


z= | 
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et observant que 


x? x2 u? 
e “coszx Ôz = Vds à T 


mae" 4 1 cosxada Va 
u? AN we - 92 
fe on == ava. CARI mA € 0. 


43 


Faisant V =/ entre des limites indéterminées, on aura: 


VXXOLL m Sy. fu v* 0t, 


5 (ero F(eY) + e Y F(e?Y-)0t = X ys feos (15 d- v x) 0 t, 


Yd se" À (e v-) rs e Y F' (e y) ot = T3 sin (w + va) öt, 
w amid une nouvelle fonction de /. | 
Déterminant convenablement les fonctions u, v, zw, et lt on en tire 
un grand nombre de corollaires remarquables. 
L'équation 


furet = Sy. furor Dd 


eu s masse, D, 
m—1 et p étant des nombres positifs et les limites de lintégrale étant 


en faisant 


1 : 
t=0, t=—, donne: 


Jt" ({—at) F(t0t e. 2L m(m+1)....(m+x) 


Te A at) or ^" (pa maÜ.. TAN HD : E , 
ou, si l'on fait p=, a — 0: 
2 [i e" F(t) ot pe. zn. po M 
Vas V ot be ay 


B) Si u — t1—at), v= Bb ai 
y et & étant des nombres entiers, on a: 


11 —at) F(t* (4 a) uu im Dem 4 iwi one 
SERIEN) = 2- UCET EE papa arte 
ou, si lon fait B= =, a=0; 


fem’ F(t" e-™) 04 = s 12.0 Ytex).yx Vs 
" | ( ) (may t ? 
y) Soit u = (1—af), v—t, 
50 * 
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les limites de ¢ — 0 


X 
=) 
e = "m 9 


n, p, x—yn étant positifs et 2 entier. - Soit ffa—aery dt compris en- 
tre les limites assignées —f(x), on aura: 
"e TUA 1.(14-2)....(1-]-(x—1) ny 
Ja—sr) rot CÁO? TGF. (rotem 
2. (2. n)... (9E G60— D n)yna 
Er ran CF ne 
MAL. on. | 
n(n+n) (a+ (x —1) n) Yxntn— 
Tfa-— OO? GEO. Fan) a? 


° > € m 
ou, si lon fait prt, 00: 


f*ro: = fe" at x? (M2). AG biG 1) PA 


s n)* 
mi 2. (24-n).. .. (24 (x — 1) ae 
ae fe tot E TT ta TE 
n .2n....on. 
et fi "| t = n Yxntn—ı 
a TOTO RESUME 
En fitight n= 2, on aura entre les limites — = et + — =: 


Ja—aryres == 0; 
d'ou 
| Je“roèt= (van S arbor parts. fer" at. 
6) Soit u — Mei, v = pef", 
m étant un nombre entier, on a: 
Arte mite agr De s 1 me p. Gn 1-2) — 1) yx \ = — © 
Je at d jos E t = + xf" 

Ces corollaires donnent d'autres en vertu des formes particuliéres 
de la fonction F(£) ou de y,. Ainsi du corollaire (0.) on aura, en fai- 
sant (320, m=0, F(x) = cosÿ x ou y, 


pra^ No ae 
] Qi a 
Lan vie 40 [et Bt l PET D e Tiva 
Je costdt = — 7 — Te a 7° 
Faisant dans le second (Q.) F(f) = cost, y=0, «=1, on aura: 


1 1 1 jud N 
E] (0--2 JE royal 'cos(te )ot, 


- 
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et du premier (#.), en faisant F(f) = cos(cf) ou I/(f) — sin(cet), on aura 
m-ri 
(foe e! cos (c£) 0f = — cos (m + 1)arctang = 2) fee Of, 
2 QNS p 
(pe) 
h mái 
Me e^? gin (c£) 0 — — sin (tm + 1)arctang = — NE eridt. 
(p* Teo)? 
6. L 

Les formules — 
À) Jt (e"Y  F (e Y) -- e F(e"V>)) 0t = zy. fo cos (z0-]-uz) at, 
D) a (e Y F (eV) —e VF ? (e Y )) Ob sex zy sin (22-]-v2) 6 t, 
donnent lieu à deux corollaires remarquables. 

«&) Faisant dans la première u — Z4, cosmt, dans la seconde 
u — 24, sin z?£, dans l'une et l'autre v — 7, w=n-—t, les limites de 
m et-de x étant H co et — oo, et observant que 

a Lc 22 (mx) t = cos (m—x) d 

sinmtsinat = > (mx) t — cos (m— x) 3 
on aura entre les limites =0, £ =a: 

* 4 "er Mer) x e" F(e-Y 2). 4, cos mt dissi A, Ab EYx 4 X-N3 
D) = [em Fe!) — et Fo) 4, sin mt It = Zy, 4, ,— Eyed Dun 


En faisant dans la premiére de ces formules 
21954 cob In cm Ai; 


1 n —1 n -—1y —i ne 
BE) x f (et F(e 7) J- et F(e7 70: = y, 
et faisant dans l'une et l'autre 4, — p", 7 — 0, et ne prenant x et m 
que depuis O jusqu'à co, on tombe dans les formules de M. Poisson: 


1 n AT AM 1— pcost 
iid )d- F(e 7) amt typ = (0) + F(p), 
ay Uter e) — Pt tS y. p y= Fo) — FQ). 


on aura: 


2pcost-]- p? 
Q) Faisant dans la première u = /Q(z) cost z0z, dans la seconde 
20 
u = fQ (z) sintz dz ew ay W=—nt, v-—f, on aura: 


T. ter" F (e?) + en (eV) @(z)costr 0102 — Zy.Q(x—n), 


= (ev F(eV-) gua F (e) Q(z) sintz0t0z = Zy,Q(x—n) 
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Soit par exemple 
R Q(z) = e, 
on trouvera celles- ci: 
1 " —1 Only au a-tV —1 Ot ng Wo 
A fte; IF (eV) 4 eV F (e-'V uiros = € Ke), 


1 —n —1 nly —:77/5—1Y i tot e” aE 
3e t p (eV) — eV p (gt aqu = etre», 


En donnant à F(t) ou à y, des formes particulières, on parvient à d'au- 
tres corollaires des formules (A. et B.). 

&) En supposant F(t) = Z.4,1".2 D,t-, les intégrales étant 
prises depuis 2 et 77—20 jusqu'à 2 et z»— c0, et faisant dans la for- 
mule C) n=0, on aura la formule de M. Parceval: 


— f (ter) Fe-*-)0t = A,B,-- AB, LAB +... 
(2) Supposant F(é) -—f(t + , les formules (4. et B.) deviendront: 
fu coswf(2cosv)dt = my.fu cos (z» 4- vx)o t, 


Jusinwf(2cosv) dt ea my.fu sin (z» + vx)o t, 
et si l'on donne à "uo la forme 4,-++ 4,¢+4,0°-+...., on aura: 


A cost f(2 cos t) 0 — À, +42) Ants peto) 2 ate. a wows 
Soit encore f(f)=e', on aura: 
^ 1 2 cos = 1 1 
ale je METER A RIE N 
En faisant JO =; 


Si l’on fait 


————; on aura une autre série connue. 


un 


F(t) = log [ica 5j], 


on aura: 
; Jos(i+200st+ane+ mx scoot ONE, a*cos2t+.. 
O22 cos + ary) 9t f=" 
c nu es 2n(2n—1) a 3n(3n—1)(3n—2). ai 


4.2 on SEND EU 13 
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36. 


Auflósung einiger Aufgaben der analytischen Geometrie 
vermittelst des barycentrischen Calculs. 
(Von dem Herrn Ober-Lehrer F. Minding zu Berlin.) 


Die im Folgenden, mit Hilfe des von Herrn Prof. Mobius erfundenen 
barycentrischen Calculs zu lösenden Aufgaben sind für diese Methode 
blofse Eliminationsprobleme. Eben deswegen schien es, bei ihrer Wich- 
tigkeit, interessant, sie einmal auf diesem Wege zu lôsen. 


1. Es sind die barycentrischen Ausdrücke dreier Puncte in einer 
Ebene gegeben; man sucht den Flächenraum des Dreiecks; welches diese 
drei Puncte zu Spitzen hat. 

Seien die Ausdrücke der drei Puncte: 
gP=aA+bB+cC; o/P'—a'A--b/B-4 eG; pi Pest E Bt Ba eG 
Eliminirt man den Fundamentalpunct 4, so erhält man: 

Q ‘gP— ag P! — ted p' B -r-y'€ und a‘! g'P'— epu pios 6" B+ y'^ €, 
wo: 
B'=ba—b'a, y'=ca— Cf és pu om b' a''— b" a, y" zc! a"! — ca", 
Eliminirt man ferner den ra B, so kommt: " 
Q' a'g P— (Q'a-- Qa “) 9! P! + Pla‘ Te = E ^ y! ED. C. 
Aus diesen Gleichungen folgt: 
ABC:BCP -— g:a. 
BCP: CPP = —ay':ß". 
- CPP': PP/P/ — Qo! 9": Buy — ^y u 
Mithn: 4BC: PPP' = a’. X py" — By’. X 
Die Gröfse ' Her ari dye ist = a (bc — bc’) + a ("c — bc!) +a” (b e'— b'c). 


an do man Q(b'c"—hb'c^ mit A, o'(b"c—bc^) mit A’, 
a‘’(bc'—b"c) mit A”, so sieht man, dafs 4 in 4’ übergeht, wenn man 
die Accente in dem Ausdrucke für 4 um eine Einheit erhöht, und statt 
c^' immer wieder c schreibt. Auf ähnliche Weise entsteht auch 4” aus 4’. 


Man hat also: 
PPP! ALA LAY 


I. "ABC — q q' q" 
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2, Es sind die Ausdrücke dreier gerader Linien in einer Ebene 


gegeben; man soll das Dreieck finden, welches sie einschliefsen. 
Seien die Ausdrücke: : 

At+xB+(a+bx)C; A-E-xB-r-(a/4-12)€; AtxeB+ (e+! x6. 
Heifsen die Durchschnittspuncte der ersten und zweiten, zweiten und 
dritten, dritten und ersten, der Reihe nach, II, II/, TI“ Man findet: 

gYl = (b — 5^).4 — (a — a^) B A- (ab — a^) C. Auf gleiche Weise: 

o TI — (b/—b!) 4 — (a'— a!) B+ (a^) — a'b/^) C. 

g'' N’ (D^ — b) À — (a^ — a) B + (a Di a"! D) 6. 

Bezeichnet man nun die Grófse: a(5'— 5'^) -- o' ("— 5) 4+- a^(b —b’) mit 
M, so erhalt man für den ersten Theil 4 des Zühlers in L: 
A= — a" (b — ^ M... 
Eben so: 
o4! zm o—a(b'—b7)M, AY z-—a(b-—b) 2M. 
Hieraus folgt, wie man leicht sieht: 
qp oM do AE 
ABC —q qq" 
3, Es sind vier Puncte im Raume gegeben; man finde das Te- 
traéder, welches sie zu Spitzen hat. 
Heifsen die Puncte: PD, P', P", P’’, und. sei: 
gP= c4+bB+cC+dD. 
Für P', P", P'" gelten die nemlichen Coëfficienten, resp. mit den Ac- 
centen ^ ", ‘ versehen. Man findet, ganz wie vorhin, durch Elimina. 
tion von A, B, €: 
HL rs han) 
wobei man hat: al ites OE 
pm (BU), ad et (B^ y. — 9^); AM m y" By cu y^ 
und 
Bi = a'b—ab, yi = ale — ac, 0 = o'd — ad’, 
p^ — qq"b.—— a! b^*, y“ = qc — a! c^, à" — q'"d'-— ad". 
(t — afb eve", ve allel all", = a dad. 
Man kann den Ausdruck: 4-+4/-- 4” leicht entwickeln, und wird ihn 
dann durch o'o^ theilbar finden. Ohnehin stand es auch frei, a =a‘ 
— qq" -1zu setzen. 


4. Vier Ebenen sind gegeben; man soll das Tetraëder finden, 
welches sie einschliefsen. 


» 
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Bezeichnen wir einen beliebigen Punct der ersten Ebene mit P, 
die drei andern resp. mit P', P'', P'", 
Sei P=4+erB+yC+(a+be-+cy)C; um die drei andern Ebe- 
nen auszudrücken, accentuiren wir @, b, c resp. ein-, zwei- und dreimal. 
Die Durchschnittspuncte der Ebenen 123, 234, 341, 412 heifsen 
der Reihe nach I1, Il’, Il‘, II. | 
Man findet: gil = (6c) 4 4- (ca^) B+ (ab) C - (abc) D, wo 
(be) = b(ce'— c") + b (c"— c) + b" (e — e^), 
(ca^) = a(c''— c^ + a^ (c— 01) + a" (c' — c). 
(a b^) — a(b/— 6”) + a’ (b— b) 4. a" (b — b^. 
(abc) = a(bc*) + b(ca’)+ c(a6^) — a(b'c" —b"c*) + a'(" c— bc") + a" (be — ^c). 
„= (be^) + (ca) + (ab!) + (abo). | 
Um die Ausdrücke von Ii’, TI", II" zu finden, darf man nur die 
Accente in den Coéfficienten des Ausdrucks von II successive um eine 
Einheit erhöhen, und statt o" immer a, statt 2" D, statt c'* c schreiben, 
Man findet nach IIL: | 
TENE ELA ar bur cpu 
CABCD ^  qq'g'q" (bon) (bci 
In diesem Ausdrucke ist 44 — ó' (Dy — "^, wie vorhin; eben 
so A‘ und A”. | 
Für die Gröfsen ß’, y’, 0’, etc. hat man: 
Bi == (c^) (ca) — Qe) (ca^); y! — (bi e") (aU) — (a V) (be; 
= (b/c!) (ab c) — (be^) (a' b' c^). 
Man darf nur die Accente erhöhen, um der Reihe nach (, £'", 
ys y‘, 0", 0^" zu erhalten. Man setze: | m 
a (B e) = A. a (b! c'^) +. a (b er) RA a“! (5'! c) = M. 
Nach den nóthigen Reductionen erhält man: 


Bt = —(c"— 0) Ms y! = — NM; = — (Qc'— oM. 
ar = + (GI —o65M; y“! s + o MEC M; f= + (b^ c! — b"! c") M. 
pr (c — c") M; y= EN LAH! se Bi) M; = — (b^ c — bc!!!) M. 


Hieraus erhält man weiter: 
A = — M°(bc'—b'c") } (bre $ A! = — MS (bc — be) ((0" ^c" — (bc) ; 
x A — M°(b c!!— b/^* C) (b/c). 
Eine weitere Reduction ergiebt: 
(b td! c) (d’ c'!) aL (pb!!! c) (b cl b" c'!^) — (ef? b— c bt) (b"! e! 15). 
Crelle’s Journal d. M. V. Bd. 4. Hit. 51 
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Hieraus folgt A+ A4' -- a = IM? (b'e') (5^"c'^), und als Resultat: 
HII'II"II/^ A 


IVO c Em TG 
ABCD g q' qq 


5. Die Ausdrücke Il. und IV. bedürfen leichter Modificationen 
in den Fallen, wo der zu Grunde gelegte barycentrische Ausdruck für 
eine gerade Linie oder Ebene nicht unmittelbar anzuwenden ist. Um 
keine Lücke zu lassen, mögen diese Fälle noch angegeben werden. 


Man sieht, dafs wenn die Linie, deren Ausdruck ist 
A -L x B -- (a 4-52) 0, , 
mit der Fundamentallinie 4B zusammenfallen soll, man nur a 2 à —0 
zu setzen hat. 


Soll dagegen diese Linie mit 4C zusammenfallen, so betrachte 
man zunächst den allgemeinen Ausdruck: 4+exB+(a+bx)C, wo e 
ein. constanter Coëfficient ist. Die durch diesen Ausdruck dargestellte 
Linie fällt mit 4C zusammen, wenn e=0. Setzt man nun ex — y, so 


geht der Ausdruck. über in: 4+yB+ («+= y) C, woraus zu ersehen 


ist, dafs man, wenn die ‚gegebene Linie 4C selbst sein soll, in dem Aus- 
drucke II. nur 5 als eine unendliche Gröfse anzusehen hat. Man erhält 
demnach für ein Dreieck, welches von der Fundamentallinie 4C und 
den beiden andern: A+xB+(a+b'a)C, Ate B 4- (a - 5" x)C einge- 
schlossen wird, den Ausdruck: 

BOUE LATUR Bar mee. se kas 

(1 + a’) (1 al) (b'— b''— a! a! a^ b'— a’ b'*) ji 
Soll die Linie mit BC zusammenfallen, so darf man nur a als unend- 
lich ansehen. 


Soll dieselbe Linie durch den Fundamentalpunct 4 gehen, so 
mufs a — 0 sein. Soll sie durch B gehen, 5 —0. Soll dieselbe aber 
durch C gehen, so müfste ihr Ausdruck eigentlich sein: 

A+gB+7yc. 
Nach der zum Grunde gelegten Form findet man aber das richtige Re- 


sultat, wenn man nur a — —gb—x setzt. Es ergiebt sich dann 
nach Il.: 


Tiri" Ah (a'— a’! g (b'— Bb”)? | 
ABC ~ i-ce-a-T gU. 1d i-r atd- gb". g^ 


Man kónnte auch das Dreieck für diesen Fall direct aus den Ausdrük- 
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ken der drei Geraden berechnen; un würde dann genau das nemliche 
Resultat finden. 


6. Soll die Ebene: 4A+xB+yC+(atbx+ey)D mit der 
Fundamental- Ebene zusammenfallen, so muß e=b=c>=0 sein. Soll 
sie mit ZBD zusammenfallen, so darf man in dem Ausdrucke IV. nur 
c als unendlich betrachten. Soll sie mit 4CD zusammenfallen, so ist 
b—, und, wenn sie mit BCD zusammenfällt, a — oo zu setzen. 

Soll diese Ebene durch einen der Fundamentalpuncte 4, B, C ge. 
hen, so darf man nur resp. a, b, c, =0 setzen. Geht sie durch D, so 
mufs ihr Ausdruck die Form haben: 

ALEBL@LSOCH yD 
In diesem Falle hat man in dem Ausdrucke IV. b=—fc, a=—ec 
zu setzen, und c als unendlich anzusehn. 
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37. 


Combinatorisch-analytische Abhandlung, enthaltend den | 
Beweis der vier Summationsformeln Band 3. Heft 2. 
S. 207. d. Journals. 


( Von Herrn Pr. Gudermann in ‘Cleve. ) 


1. 


Die zu beweisenden Formeln sind einfache Folgerungen aus einem Satze, 
den wir in einer Allgemeinheit entwickeln und aufstellen werden, welche 
überflüssig sein würde, wenn es blofs auf den Beweis der vier Summa- 
tionsformeln ankame. Die Potenz (x +z)* kann nämlich, wenn 7 eine 
positive ganze Zahl ist, also entwickelt werden, dafs das allgemeine 
Glied des in der Form einer geschlossenen Reihe erhaltenen Ausdrucks die 
Form @x. Wz erhält, wie im Newtonschen Binomialtheoreme; aber der von 
uns aufzustellende Ausdruck wird, aufser einer willkürlich zu bestim- 
menden positiven ganzen Zahl 772, noch 72 4- 2 -]- 1, und also beliebig viele, 


^e . T ° ee 9 I 2 3 . 
völlig willkürliche Grofsen «, a, a, a, etc. enthalten, so dafs er nicht 


blofs der allgemeinste Ausdruck für die Potenz (x--z)' sondern bei - 


aller Allgemeinheit noch eben so einfach sein wird, wie es die New- 
-tonsche Formel selbst ist. Es wird hier ein combinatorisches Theo- 
rem vorausgeschickt, worauf die Herleitung des gesuchten Ausdrucks 


3 
gegründet ist. Es wird C eine aus den Elementen einer Scale 4 ge- 
A 


bildete Combinationsklasse des rten Grades bezeichnen, wenn die Wie- 
derholungen der Elemente in den Formen gestattet sind; sind diese aber 


verboten, so dient das Zeichen C Ich nehme die Reihe oder primitive 


Scale a, à, a, à, etc., welche mit völlig willkürlichen Elementen be- | 
setzt ist (für die Arithmetik sind sie Zahlen) und leite daraus beson- 
dere Scalen her, die ich wie folgt bezeichne: 
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* 
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(1)2 2, 
o I 
(2 == Q, c, 
o 1 2 
(3) = @, a, a, 
N o à gx &—1 
(wu), 0, 0, even 0, 


oO 1 2 n nj n+a—a 
GPO) 6, 4, a5 214s 6,0, ... Q, 


Wird alsdann der folgende Ausdruck gebildet: - 
Q(r,n) = S(— 1)". €. fo conditione: («+= r), 

in welchem & und ß veränderliche positive ganze Zahlen sind, welche 
der beigefügten Bedingungsgleichung &+ß=r Genüge leisten und das 
dem allgemeinen Gliede vorgesetzte Zieichen S das Summationszeichen 
ist, so 1st immer: . 

Q(r,z) = 0, wenn r>0. 
Denn für 7-0 haben wir offenbar @(0, 7)-— 1. 

Die Veränderlichkeit der Scalen (24 &œ—1) und (2-]-«), die das 
allgemeine Glied aufweiset, macht einige Schwierigkeit, und es ist eine 
wohl zu bemerkende Eigenthümlichkeit, dafs die Scale, woraus die Com- 
binationsformen mit unbedingten Wiederholungen gebildet sind, immer 
ein Glied oder Element mehr enthalten mufs, als die Scale, woraus die 
Combinationsformen mit verbotenen Wiederholungen zusammengesetzt 
werden *). 

2. 
Um den Beweis zu führen, bemerke man, dafs nach den Grund- 


regeln des Combinirens: 


e Pp ata—1 PB 
C= C + a. C und 


QS)  (n+a-1) nac 
a+ı a+1 n--x—1 a 
C= CO +a. © 
(n+e) (n+a—1) (n+a—ı) 


n+a—1 


ist, und dafs man aus diesen beiden Gleichungen das Element a eli- 
miniren kann. Die neue Gleichung enthält dann freilich dieses Element 


#) Über den hier vorkommenden Gebrauch des Zeichens S sehe man Rothe’s Theo- 
rie combinatorischer Integrale. Da aber nach Eulers Bezeichnung Sy —2y<+7+ const. 
ist, so habe ich das von Rothe gebrauchte Zeichen Z in S abgeändert. 
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noch, aber nicht mehr explicite. Dadurch erhált man: 
& B & B t P= u 
C e C = C e C — C . C + C e. €, 
(n+a—ı) (n+e) (n-Fa—1) (n+a-ı) (n+a—1) (14-2) (na) (n+c) 
und wird dieser Ausdruck substituirt, so ist: 


-— 


a ß ati | bs: adn Eee 
Q(r,n)eS(—ay. €. C -pS(—iay*. C . € 4 S(—aiy. € . C. 


(F1) (re) Gita—3) (n+e) QE) Cre) 
«dT g8-—r a+B—=r «Mgr 
Wird er nun reducirt (man gehe die einfachen Regeln der erwähnten 


Schrift), so findet man: , ; | 
Q(r,n) = S(—1y). C .4€ cond. («+ B — r). 


AI (nfo—2) (tai) 
50: 


Q(r,n) = Q(rjn—1). 


Man hat also "auch Q(r,1) — Q(r, 2), und da ©’ nur’ noch eine einzige 
i (a) ‘ 


1 & q—r 


Combinationsform begreift, nàmlich: tuit Q.... a, so kann der Rest des 
Beweises der Kürze wegen hier wegbleiben, wofern man aus der For- 
mel @(r,n)=@(r,n—1) nicht sogleich @(r,2) — $(r,0) schliefsen will; 
denn @(r,0) ist offenbar — 0, weil C'— 0 ist. 


(a—1) 
x n+1 n4-2 ate 


Zusatz. Nimmt man an, dafs e=e=a...=ae=0 sei, 


so haben alle Glieder des Ausdrucks @(r, 2) eine gemeinschaftliche Scale 


o 1 2 An—1 


(2) = a, a, a, .... a mit 2 Elementen, und für diesen einfachen Fall ist 
die Wahrheit des Satzes @(r, 2) = 0 IN bekannt. 


2 
2. 


Die bewiesene Formel kann auch also dargestellt werden: 
e B 
S(—1}. C. € o, 
(m—f) "MPH d 

wenn wieder @+ß =r die Bedingungs-Gleichung ist; denn es ist 
n-4d-«—1-—n-d-r—1-—(, und man hat also nur 7 für n+r—1 ge- 
setzt, welches, da 7 unbestimmt war, erlaubt ist und die Allgemeinheit 
der Formel um nichts vermindert. 

Führen wir die folgende Bezeichnung ein: 


[x|a] = (e—24)(x—2)(»— 2)... (s— 4), 
so ist bekanntlich nach den Elementen des BIETET 


1. {ela} = SC Cm na, 


> á 3 Ln i LS 4 
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2 = sc. 


"m m) 
und die Reihe (2.) bricht dann nicht ab, wohl aber die Reihe (1.). Durch 


diese Formeln sind die Producte [ala] und ihre reciproken Werthe auf 
Potenzen von x zurückgeführt. Daher wird man nach NE D um 


kehrung die Potenzen von x durch Producte von der Form [le] ausge- 
drückt. erhalten. Für die Formel (1.) werden wir aber andere an die 
Stelle setzen, welche allgemeiner sind als sie. Dabei kommen aber die 
numerischen Facultáten in Anwendung, deren Beziehungsart nach Van- 
dermonde gewählt wird, weil sie vor der von Kramp gewählten viele 
Vorzüge hat. Es sei nämlıch: 


7b 4 —n 4 
[2,4] =a (x — d)(aà— 24d) ....(c— nd-|-H) und [oae acad). one À 
und wenn d — +1 ist, so werde gesetzt: 
1 


foc] == x (x— 1) (x —2).... (x —n-4- 3) und Farm par peo Oe er i fi 
Die sogenannten Permutationszahlen sind zwar ebenfalls Faenititeo: aber 
für sie sei des hüufigeren Gebrauches wegen noch einfacher: 


3 104 a f 
IDEs 103217 241.2509 25-1:959;. 97. also à = |e] — [1j —1|[92 —, 
4. e 
Nehmen wir nun nach diesen Vorbereitungen die folgende Scale 
zweitheiliger Elemente: 
o 1 g m-1 2 
(x, 772) = (x —a), (x—a), (c—a),....(x—a) und daneben noch: 


1 2 m—t 


o 
(m) me a, aq a . [] . ° Qs 
so haben wir die beiden Formeln: 


71—1 


3, Ga Ins In 1] Da +) tna) 6 Cua arte eas 
(m) 


(jm) n^ y. (n— d ! (n — 
4, Gl s met, "a Ca (ay te A Gare. ln. Ca 
(xm) E (n—1) (m) "m v —€)' (m) Ti vn? 


Man kann diese aus den Formeln (1. und 2.) didiohá herleiten; man kann 
sie aber auch unmittelbar aus den Gesetzen des Combinirens finden, wo- 
bei dann der Gebrauch der ungeschlossenen Reihe (2.), welcher anstofsig 
sein künnte, unnôthig ist. Die Formel (4.) findet man endlich auch in 
.. » Dissertatio analytica de functionibus quibusdam symmetricis, auctore 
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J. F. Posselt,” aus einem analytischen Ausdrucke fiir [4 pa einfach 
hergeleitet. | 

Diese beiden Formeln sind sich nun, wie man sieht, sehr ühnlich, 
und sie gestatten eine Reversion, wobei das früher bewiesene combina- 
torische Theorem Q(r,7)— 0 in Anwendung kommt. Es hilft aber die 
Bemerkung, dafs es nur nôthig ist, die eine dieser Formeln umzukehren; 
das Resultat stimmt nämlich mit der Formel, welche durch die zweite 
Reversion gefunden wird, im Wesen überein. 


HT 
un-a 
s "le : 7; nn na 
Nehmen wir also die Formel C’ = S(— 1)" ess Cl um 
(x, m) AY 
. . ° eo . —— 0 
sie zur Reversion geeigneter zu machen. Weil nämlich «Ced P = 
= [—m-4-n— 1] ist, so erhalten wir, 7z1--z statt zn setzend, weil ohne- 
hin C ==0 ist, wenn n>m: b 
(x, m) 
j 
Cy D gs ig Boemie o qure 
(x, m-4n) Cee ee 
Multipliciren wir diese Gleichung mit (—1)’, C und setzen wir dann 
sa (4-41) 


o, für n, so giebt eine Summation nach der Bedingungsgleichung « += n: 


f "Tusc EST y ß 
Cay. gU RR ET FI SE 
(x, ma) (men (e — 7) to ms 
Ham . s+p=n 
Führen wir zu gröfserer Deutlichkeit auf der rechten Seite eine neue 
Veründerliche «—y — à ein und setzen wir zur Abkürzung z:-]-«& =p, 
so is wenn wir & eliminiren, «&z—y-l- 0 und k=m-ö4y, also 


y4-0-- D — n, und daher: ' 
c ß E / A 
(7573) 45.06 v on JS SE aber e". " 


(x, ma) (m+c+1) Qu) (uta) 
oppor P+y+d=n 
u=m + y 4-4 
Nun sind aber in sa pends des Theorems $ (n —3, zm 4-0 4- 1) —0 
* ..n. Ad 7 1 x? oe 0 LI | 
die Coéficienten von Lor 1,2 für die einzelnen Werthe 0=0,1, 2,3, 


eic, gleich Null, wobei nur der für 9 ej also für (222 y — O0 ausge- 
nommen und — 1 ist; also hat man 
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' n ; { ai a 
[— m —1].3" = (—1).S Co. € cond. (e+ =r), 
N EE (n-+e-+1) (x, m+a) 


Multiplicirt man auf beiden Seiten mit (— 1)", setzt dann c+z für x 


[7 0) I "T 2 ES : 2 
und — a für x—6G; auch —e für x— a; — für x— a; u. s. w., so 


hat man den allgemeinsten Ausdruck für (x—z)"; nämlich: 
: _n P c 
D. Do cci ils s 4 b. C cond. (a =n), 
x Gk | (x, m+a+1) (5, m+a) ( ke ki 
3 0 1 2 m+a-1 
Es ist dann aber die Scale (2,71-- 4) — (— 9), (2— a), (»—2) .... (a — a 
: o 1 2 m--c 
und (z,m-Le--1) — (+0), (xd), (wa). (m'a), 
so dafs also die zweite Scale ein Element mehr enthàlt als die erste. : 
Der Ausdruck enthält überhaupt die folgenden ersten Elemente der pri- 


mitiven Scale: 
“oe 1 2- m omnl men 
Q,,0, G , » 6. 9 s$ Q, a, € eee Q, 


deren Menge =m--+-7-+1, und da mm willkürlich ist, also ebenfalls will- 
kürlich ist. Diese Elemente kónnen willkürliche Werthe haben und kón- 
men selbst einzeln oder sämmtlich Null sein.. In dem Falle aber, dafs 
einige dieser Elemente gleich sind, werden auch eben so viele Elemente 
‘in jeder der beiden Scalen (z, 72 -]-«) und (x, m + +1) einander gleich 
und man.hat sie dann aber gleichwohl so zu behandeln, als wären sie 
verschieden. Einfacher wird der Ausdruck z, B., wenn gis ux. 


m +1 
(—24....--0 gesetzt wird. Werden alle Elemente —0 gesetzt, so er- 


hält man die Newtonsche Formel, wenn auch nicht in der einfachsten 
Gestalt; diese findet man dann für 71— 0. Wird m==0 gesetzt, so er- 
a & 
halten wir, weil C' —[z|a] ist, die specielle Formel, aus der wir die 
( 


2,0) 

Summationsformeln des Herrn Steiner herleiten werden. Da die all- 
gemeine Formel (5. zu einer Reihe interessanter Folgerungen Anlafs 
giebt, wir aber hier der Kürze wegen darauf nicht eingehen wollen, so 
wenden wir uns zu derHerleitung der erwähnten Summationsformeln, indem 
wir in der That 7; — O0 setzen und dadurch die folgende Formel erhalten: 


B c : 
6. (x+2) 2 € . [z]a] cond. (« +ß=n) : 
x, e-+1) 
Wir müssen aber von der Allgemeinheit der Formel (6.) noch 


einiges fahren lassen, wenn wir die Formeln des Herrn Steiner finden 
Crelle's Journal à. XL V. Bd. 4. Hf. gee: 


- 
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- 


e o . 
wollen, und x — 0 setzen. Setzen wir zugleich a — 0, so haben wir: 


2 86. [|a] cond. (a -8 2), . , 
54 d | 


x zu a 
_und es ist dann (a) = (@,a,@,;....@) die Scale. Nehmen wir ferner 
1 2 3 a " 


[|a] — a (-F-12)(—1Y-4-2) (52)... (ea) te —1) =x. [2-2 — 1]; 


und also: 5 
7T. x" = SC. [x+a— 1] cond. (a -]- = n). 
(a) 
Wenn wir aber, statt durch x auf der linken Seite zu dividiren, mit 
== (x+x)—« auf der rechten Seite multipliciren, so erhalten wir: 
: B 29 2g—1 á 
8. x" = SC {[x+a] —a.[x+a—1]} cond. «HP = n) 
(a) | 
B 2a 2a-1 
oder ae” == SC {[xtae—1]+a[x+e—1]}, 
(a) 


und aus diesen Formeln finden sich die des Herrn Steiner, unmittel- 
bar. Da nämlich allgemein: 


A Lx, Aa] rt Ey x, A c] Aoc; ähnlich mit Oa” = n.o". x, 
A Lx, A x] = [n] [zs A xc] Ax’, ühnlich mit O00) ea [72 Ra 


T ne i n+ı 
= [xxv A ses imt ähnlich mit fx"9x = ri: 


" yi mir . . r | 
X [xA] Ax” = [2]-[x Az], ähnlieh mit fx" 027 —. [n]. 2", 
welche Formeln ich beiläufig zur Rechtfertigung meiner Bezeichnung 
der Facultäten aufstelle; da ferner allgemein: 


S Ex = Z@Qx + a+ const., 


und also: 


S[x, Ax] = [x Am Ax], 
wie auch alan 


t [x, Ax] == Graz, As]. Es 


ist, so giebt die Anwendung dieser Formel auf 2, wobei Ax=1 ist, 
auf der Stelle 


9. raa — Séfaa—a]. [Er-ba—1] cond. @+B=n). 


‚Wird hierin 7-+1 für n gesetzt, so hat man die Formel IIL, wovon die 
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Formel L ein specieller Fall ist. Unsere Foren (8.) giebt.eben so: — 


Sam = se — i [oa]. [e -r-Fa—1], 


2a-l-r 
und da ste; — d ist, so hat man 


Pp 5. 2g4-r— 
10. Sra = (8 C22]. [z 4-411 }. .(xd- ir) | cond.(a--Q — zn). 


Wird auch hierin z--1 für n gesetzt, so hat man die zu beweisende 
Formel IV., wovon die Formel II. ein specieller Fall ist. 
‘Die vtae: der Formel T giebt aber die neue Formel: 


11. = S(—1)% 5 X Mi cond, (Q 2 72), 


welche ich nur der Vollständigkeit wegen hierher stelle. Man kônnte 
. bd ee 9 ae o I a I . 
auch in ihr c-+z für z, dann —e für x—06; —a für x—a; etc. wie : 
vorhin.setzen und erhielte dann für (x-]-z) " eine ins Unendliche fort- 
gehende Reihe. 
| | " : 
Der Beweis der Summationsformeln des Herrn Steiner forderte 
. ae e o I | 2 
eine nähere Bestimmung der Elemente a, a, a, etc.; statt derselben setzen 
AUS o 1 2 ; 
wir nun aber in der Formel (1.) 2 — 0, ae — d, a — 2d, .... allgemein 


= «.d, und erhalten: 
[x, d] = sy. Fgh get 
und es ist ài Scale (7) = 0, 1, 2,3,.... Gin Wir setzen C — +f 
In der Formel (2.) setzen wir a= —d, a — — 24d, a= —3 d, etc. 
allgemein a = — (a + 1)d, und erhalten dadurch: ie 
x, d] = S(— 1) C. dene, | 
die hier vorkommende Scale (7) ist 1, 2, 3, .... 7, und indem wir 
C=- vf setzen, finden wir dafs die Formel 
: 2 fern 
immer richtig ist, es mag 7 Ba oe negativ sein. Daher ist auch 
immer: 


Fra. S (— 1)? "f. d?, x, 
| 52% 


I 
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es mag 7 positiv oder negativ sein. Die umgekehrte Formel ist eben 
so allgemein: 
14 re anf, [x, d.] . dé, 
und die beiden Formeln brechen nur dann be brent n eine positive 
ganze Zahl ist. Man kann dann dieselben auch so ausdrücken: 
[x4] = rad vega sou. pe Bast 
get ems aS Pf aod | id" : ; 


In Anwendung der letzten Formel erhält man z. B. auf der Stelle: 


X @ f41 
War 3*5... x m Sa = SS [eb ll. cond. (2 + 2 =n) 


Pn i 
X at -r P+r 
und Sa” = S —?f[e].[x--r] cond. («+ =n). 
Die Functionen "f "f, "f etc. können auf viele verschiedene Arten 


durch 7 ausgedrückt werden, so dafs man ihre Werthe auch dann, wenn 
n keine ganze Zahl ist, zu berechnen vermag *). | 


Wenn man Gllgemeiner sl gaia nimmt (7) =a, a—d, a—2d, 
.(a—nd--d) und [4 mit Le, d| bezeichnet; dann zur Scale nimmt: 
jouet due. dedi M uet —(a-- 3d), .... — (and) und die Com- 
WR LES € mit [a, a] bezeichnet, so findet man die folgenden drei 
Fundamentalformeln: d 
15. [a--d,d] = [o d] --(a--d).[a d], _ 
16. — [2d] = [a,d] E (a—ngd-L-d). [o d) 
17. [d cd, dis. E, dict v bao Lae) he 


welche ebenfalls immer richtig sind, es mag 7 eine positive oder auch 
negative ganze Zahl sein, und.man findet auch: ^. - 


*) Die Werthe von "f, unter der Annahme dats n eine ganze Zahl sei, fin- 
det man am weitesten hin berechnet in einer Inaugural - Dissertation des Herrn 
Professor Scherk, worin aber das durch die Formel (12.) gegebene Gesetz 
nicht nach seiner ganzeti Allgemeinheit ausgedrückt ist. : In den Réiden Tabellen, 


welche jim eigentlich zu einer vereinigen mülsten, hat man also (of fiir e und 


ar für © zur Ü berschrift zu. nehmen, 


-N 
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5 18) Cau mf = Jo, dy für à = 0, 
. woraus man ersieht, dafs die gegenwartigen Grofsen wirklich allgemei- 
ner sind, als die Gröfsen: "f. 

Die Formel (17.) hat am meisten Ahnlichkeit mit der die Facul- 
taten betreffenden Formel: | 

[a + d, d] = [e, d] -Fn.[e,d].d, 

welche ebenfalls sowohl für positive als für negative Werthe von 7 gilt. 

Aus der Formel RR leitet man leicht die folgenden her: 


n-ı 


19. ^ x, Az] =n. T5 Ae]. Ax, 
20. Ar |x, As] — [n]. [2s Ac ] A x 
m 7. m-+ı n-ı 
21. Z[x, Ax]Ax = [x, Ax] + const. 
Also » ndi 


c [2,A2]Ax.= Too Ax AL (n + 1) Arias -l- const. , 


n+ı 
oder auch abs 


S Ir, Az] Ax zie Ax, A $i x] + const. , 
und also: bits 


NE 
d|—-| «—rd,d 
22, [x—rd,d].. .+ [x—2d, d] 4- [z—4, d] -- fx, d] ile rd, di—ieradl 


(n-+1)d 
' diese Formel versagt für 2=—1; übrigens gilt sie für jede positive 
und auch negative ganze Zahl z. "Wenn n==—1 ist, so hat man ei- 
gentlich eine Reihe gleich hoher Potenzen gleichunterschiedener Zahlen 
zu addiren. Die für diesen Fall anzuwendende Formel leitet man leicht 
aus der Formel (14) her. 


9. 
Wenn man die Formeln (3. und 4.) vornimmt, so vereinigen 51e 
sich zu einer DAE En nämlich AUS: ES 


23: de +2, ay= iS fs d. (2, d].z cond. (a -]- —= m). 
Setzt man hierin z— 0, so Inder man noch: 
24. [z, divans S(— 1)? incl "f, d°, z? cond. («--ß= m) 


Nach dieser Formel: kann man die Combinationsklassen gleichunterschie- 
dener Zahlen bequem berechnen, und man kann die Rechnung immer 
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so einrichten, daís keine subtractive Glieder vorkommen. Will man 


z. B. die Klasse [15], für welche d — 1 ist, berechnen, so wird man 
die Formel also stellen: 


[a4 n1] = SC» Exin m Jar, 


und hat dann, weil m—=5, n=9, a=7 ist, die folgenden Zahlen: 


1.67284. Bn... 67284 

0.22449, "FUTT OVEN ax 10785715 

15 . 4536. 49 iyi) 21e (3333960 

35.4 add ak DUE EIL LP = 6554730 

VOS. 303 AO Loon == 6050520 

126 . 15745807: V 1 77.4 e 2117682 
Summe = 1: = 18909891 = [15]. 


Aus der Formel (23.) schliefst man auch noch als hóheres Differential: 
25. & [e d] = [n—m-4-r]-[2, d] 02. 
. Also Zs B, fur r zz. 
2 [zd] = = (n—m-+1). Ta, d]. Ox. 
10,0% | | 
Eine Specialisirung der Formel(5.) führt zu der neuen Formel: 
—n B -(m+o+1) a m+o 
26. (x+z) = m.m].S(—dif[w,d 1 .[z—d,d] cond. («4-8 =n), 
welche ebenfalls fiir jeden positiven oder negativen Werth von m gilt. 
Ein specieller Fall hiervon ist: 
m4-8 à - 
27. d os n^ [m].8 "fa, d |. de cond. oo o ME 
Auf allgemeineren combinatorischen Beziehungen, welche in die- 
ser Abhandlung nicht vorkommen, beruhet die folgende Formel: 
T mn œ m p n 
28. [xd] = S[x,d].[x—md] cond. («4- Q —r), 
in welcher z; und n willkürlich positiv oder auch negativ sein dürfen, 
aber r eine positive ganze Zahl ist. Man wird aus dieser Formel durch 
Differentiiren leicht mehre andere herleiten. Da endlich allgemein: 
AC & 
Q(z4d-z) = SH. [v, A x] 
ist, so findet man auch noch: a 


(29. fae, d] = Sn]. [xy d]. [5 d], 
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welche Formel- ebenfalls für jeden positiven oder negativen Werth von . 
n gilt, und immer abbricht, | 
Man hat z.B. 


desi] o sp] Teil, 


und da [15] == fr, a ist, so os wir bei der Berechnung von [15] 
nach dieser Formel folgende Zahlen: | 


1.67284. Rb — 67284 

9. 6769. Tri 496447 

36.5 735. 56... .., == 1481760 

84. 85. 504.....— 3598560 

1965. 10. 5040.....2 6350400 

1901 1. 55440 .. — 6985440 
/ Snmme — 18909891 = [15] 


und dieses Resultat stimmt mit dem vorigen vollig überein. 

Die Einfachheit und Allgemeinheit dicser Formeln macht sie eini- 
‚ger Aufmerksamkeit werth, und ich habe sie darum hier aufgestellt, 
obgleich- sie mit den Formeln des Herrn Steiner fast nichts als ihren 
combinatorisshen Ursprung gemein haben. 

Was endlich. die hôheren Differentiale ganzer Combinationsklas- 
sen betrifft, so hat man auch noch allgemeiner die beiden Formeln: 

à © Re [m —n4 r]-. e. 0x, 


(x, m) 


à C = nani. c. Bat, 
(x, m) 


uid es konnen daraus die hoheren Nec Mo irae werden, nur 
dafs auch dabei Fälle sich finden, in welchen die allgemeinen Fcrmeln 
versagen. 


-Cleve, im Februar 1829, 


194 (00 98. Einige Nachrichten von Büchern. 


2 


38. 
Einige Nachrichten von Büchern. 
j: , Recension des Lehrbegriffs der höhern Körperlehre von Herrn 
Prof. Lubbe. XII und 255 Sv Berlin bei Riemann, 1828. gr. 8.” Verfafst 
und eingesendet von Herrn Moritz Kartscher zu Berlin. 

Dieses Buch verdient schon darum Aufmerksamkeit, weil es einen wichtigen, 
schwierigen und noch wenig untersuchten Theil der höheren Mathematik behandelt. 
Die folgende kurze Übersicht des Inhalts dürfte daher nicht unwillkommen sein. 

No. 1. bis 9. handelt von einigen allgemeinen Sätzen der analytischen Körper- 
lehre, von den Linien doppelter Krümmung, von der Berührung der Flächen, von der 
Krümmungs-Rugel. Man findet hier was durch die Arbeiten vornehmlich von Monge 
und Lagrange bekannt ist, in gedrangter Kürze zusammengestellt, — 

In No. 10. bis 14. werden die Gleichungen behandelt, welche sich aus der Be- 
irachtung der eingehüllten und einhüllenden Flächen ergeben. Die überall (vornehmlich . 
in No. 14.) hinzugefügien Beispiele und Hinweisungen auf die Geometrie, wie auch 
die Bezeichnung, deren sich der Verf; für die Gleichungen bedient, kommen dem Vor- 
trage sehr zu Hülfe. Die sorgfältige Unterscheidung der drei Formen des allgemeinen | 
jutegrals, in Beziehung auf die eingehüllten und einhüllenden Flächen und auf die er- 
zeugende Curve, giebt den nachfolgenden Untersuchungen noch mehr Deutlichkeit. 

In No. 15. und 16. werden die totalen Differential-Gleichungen der ersten Ordnung, 
welchen nur eine primitive Gleichung zu Grunde liegt, und in No. 17. u. 18. die partiel- 
len Differential- Gleichungen der ersten Ordnung integrirt. Die Hinweisungen auf seine 
früher erschienene Schrift über den höheren Calcul hätte der Verf. vielleicht vermeiden 
können. Sie sind hin und wieder etwas siörend, wie z.B. in No. 17. im Anfange.. 

In No. 19. werden die Bedingungs- Gleichungen gegeben, unter welchen eine 
partielle Differential - Gleichung der ersten Ordnung mit einer unbestiminten Function, 
integrirbar. ist; und dann erst in No. 20. werden die totalen Differential- Gleichungen, 
welchen zwei primitive Gleichungen zum Grunde liegen, integrirt. 

Mit No.21. geht der Verf. zu den partiellen Differential- Gleichungen der zwei- 
ten Ordnung über und untersucht hier zuvörderst ihre Entstehung durch Elimination 
der unbestimmten Functionen: Was in, No. 22. und No. 23. 1. über die Entstehung 
der parüellen Differential- Gleichungen der zweiten Ordnung durch Elimination von 
willkürlichen und von beständigen Gröfsen beigebracht wird, verbreitet viel Licht über 
die Natur der parliellen Differential-Gleichungen überhaupt. 

Die in No. 23. IT. angestellten Untersuchungen über die Bestimmung der unbe- 
stimmten und willkürlichen Functionen sind auf den Fall beschränkt, dafs die Func- 
tionen einerlei Grundgröfsen haben. Es.wären auch die von Laplace und ande- 
ren Mathematikern über diesen Gegenstand, für den Fall dafs die Funclionen ver- 
schiedene Grundgrüfsen haben, gegebenen Resultate zu wünschen gewesen. | 

In No. 24. betrachtet der Verf, als Anwendung des bisher von ihm Vorgetrage- 
nen, mehrere besondere Flächen. io s. | 

No. 25. bis 29, handelt von der Integration einer partiellen Differential-Gleichung 
der zweiten Ordnung und des ersten Grades, welche das erste Integral P—/(Q) — 0 
hat, wo P und, Q Functionen von x, y, z, p, q sind. In No. 25. werden die zu die- 
ser Integration führenden, vom Verf. anit- (k)- bezeichneten, partiellen Differential- Glei- - 
chungen, welche der vorgelegten überhaupt zukommen, verinittelst der Elimination 
abgeleitet. Nach einigen in No. 26. und 27. enthaltenen näheren Bestimmungen der 
Gleichungen (Kk) setzt. der Verf. in No 28. seine Integrations - Methode vermittelst der 
genannten Gleichungen umständlich auseinander und giebt darauf in No. 29. die An- 
wendung dieser Methode auf mehrere Gleichungen. 

Die gewöhnliche Methode, die partiellen Differential-Gleichungen der zweiten Ord- 
nung und des ersten Grades zu integriren, beruht bekanntlich darauf, dafs man aus 
drei gegebenen totalen Differential- Gleichungen zwei primitive Gleichungen abzuleiten 
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sucht, welches im Allgemeinen erfordert, dafs man zwischen den drei totalen, Differen- 
tial- Gleichungen zwei der fünf veränderlichen æ, y, z, p, q forlschafft, um dadurch 
eine totale Differential-Gleichung von drei Veränderlichen zu erhalten, welche ent- 
weder die verlangte primilive giebt, oder einen Widerspruch zeigt, je nachdem die 
vorgelegte ein ersies Integral von der oben angegebenen Gestalt hat, oder nicht. Der 
Verf. dagegen integrirt zuvürderst eine der Gleichungen (Kk) wie eine totale Differen- 
tial- Gleichung. der ersten Ordnung und des ersten Grades, blofs in Bezug auf zwei 
Veründerliche und führt in das Integral wieder andere Functionen ein, welche man, 
zum Unterschiede von den ‘willkiirlichen uud unbestimmten Functionen, allgemeine 
Functionen nennen könnte, da man bei ihnen nur die Verauderlichen, von welchen 
sie abhängen, kennt. Sodann differentiirt er das gefundene Integral in Bezug auf alle 
darin vorkommenden Veränderlichen und löset auf diese Weise neue Bedingungs-Glei- 
chungen ab, mit welchen er wie vorbin mit den Gleichungen (X) verfährt. Das zu- 
letzt gefundene Integral von einer partiellen Differential- Gleichung der ersten Ordnung 
und des ersten Grades, mit einer unbeslimmten Function, ist das gesuchte, In dem 
Falle nun, dafs die vorgelegte kein erstes Integral yon der oben gegebenen Gestalt 
hat, zeigen sich die gefundenen Bedingungs- Gleichungen unzureichend oder einander 
widersprechend. Der Verf. führt folglich die vorgegebene Integration zurück auf die 
von totalen Differential Gleichungen der ersten Ordnung und des ersten Grades mit 
zwei Veränderlichen, und von partiellen Differential- Gleichungen der ersten Ordnung 
und des ersten Grades. Weiterhin in No. 42. zeigt der Verf. die Anwendbarkeit sei- 
ner Methode auch auf partielle Differential- Gleichungen der dritten Ordnung und des 
ersten Grades. Auch versucht der Verf. in No. 39. die Auffindung der ersten voll- 
stándigen Integrale nach seiner Methode mit allgemeinen Functionen; er bedient sich 
hierbei einer Schlufsweise, welche man auch in anderen Schriften findet. So vergleiche 
man z.B. No. 39. P. 221. Z.21. mit Laplace Méc. cct. T. 1. P. 142. 1.6. Übrigens 
hat der Verf. wohlgethan, die Anwendung seiner Methode in No. 29. an den vier 
ersten Beispielen und in No. 39 am ersten Beispiele umständlich zu zeigen. 
Nachdem die Methode der No. 28. auf die partielle Differential- Gleichung, in 
welcher auch p, g vom ersten Grade sind, in No. 30. bis 32. angewendet worden, wer- 
den in No. 33. bis 36. die partiellen Differential- Gleichungen der zweiten Ordnung 
und des ersten Grades, bei welchen.die Gleichungen (X) sich unzureichend zeigen, be- 
trachtet. Die Analyse, deren sich der Verf. hierbei in No. 34. und 35. I. bedient, 
macht zwar die Transformation der Veränderlichen entbehrlich (wie man bei der in 
No. 34. B. 1. behandelten Differential- Gleichung, welche Monge und Legendre ver- 
mittelst der Transformation integrirt haben, sieht): sie giebt auch eine grôfsere Allge- 
meinheit als diese Transformation, ist aber wenigstens für Anfänger, für welche das 
Buch ebenfalls bestimmt ist, wohl zu schwierig. Es wäre zu wünschen gewesen, dafs 
der Verf. diese Untersuchungen, welche für die Gleichungen mit drei Veränderlichen 
von so grofser Wichtigkeit sind, nicht nur umständlicher ausgeführt, sondern auch über- 
all:an seine in No. 28. gegebene Methode inniger angeschlossen hätte, so etwa wie es 
bei dem in No. 36. betrachteten Falle geschehen ist. Dadurch hatte das ganze Buch 
an Einheit des Vortrages nur gewinnen können. So hatte der Verf. die in No. 32. ange- 
stellten Untersuchungen aus seinem Verfahren No. 34. u. 35. J. ableiten kónnen, da die 
Integrations-Methode der No. 28. die Grundgrófsen für die in No. 32. betrachteten Gleichun- 
gen angiebt, Um nur an einem Beispiele die behauptete Möglichkeit zu zeigen,’ hat man 


für die Differential - Gleichung 7 —t— 2 =0, aus No.29. B. 6. „-x=e, y —a— f. 


Sieht.man nun in der Gleichung (a) der No. 35. I., a und 5 als Functionen von « und 
f an, so erhält man, in Verbindung mit der vorgelegten und mit Hülfe von No. 34., 
leicht die drei in No, 37. p. 211. aufgestellten primitiven Gleichungen, aus welchen 
das in No. 32. D. 3. gegebene allgemeine Integral folgt. | 

Nachdem der Verf. in No. 37. eine Übersicht der verschiedenen im Vorherge- 
lıenden erhaltenen Formen der Integrale gegeben hat, spricht er in No. 38, bis 40. von 
den ersten vollständigen Integralen der Differential - Gleichungen der zweiten Ordnung 
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und untersucht sodann in No. 41. bis 44. die partiellen Differential- Gleichungen der drit- 
ten Ordnung und des ersten Grades. Es wäre zu wünschen, dafs der Verf. bei die- 
sen Untersuchungen ausführlicher gewesen wäre und mehr Resultate von der Art, wie 
die in No. 44. H. gegeben hätte. 

Die No. 45., welche von den totalen Differential- Gleichungen handelt, zeigt deut- 
lich, wie wenig man bis jetzt die Gleichungen dieser Art zu behandeln im Stande ist. 

Die Bezeichnungen, welche der Verf. für die Differential-Coëfficienten gewählt 
hat, sind dem Vortrage, vornehmlich in der zweiten Hälfte des Buchs, förderlich, Das 
Gegentheil kann man aber wohl von den Abkürzungen einzelner Wörter behaupten. 

2. Mémoire sur les roues hydrauliques à aubes courbes, mues par 
dessous. Par M. Poncelet. A Metz 1827. - L 

Diese Abandlung enthält eine interessante Anwendung des Princips der lebendigen 
Kräfte auf die Schaufelung unterschlächtiger Rader. Bisher liefs man das Wasser, nachdeın 
es den Stofs auf die Schaufeln vollbracht, mit ungenutzter Geschwindigkeit wegllielsen : 
Herr Poncelet sucht die auf solche Weise verloren gehende lebendige Kraft für den 
Betrieb des Rades zu gewinnen, indem er das Wasser, welches aus der Schützóffnung, 
beinahe in der Richtung der Tangente des Rades, stürzt, in gekrümmte Schaufeln tre- 
ten lafst, deren erstes Element den Umfang des Rades tangirt. Hierdurch wird zunächst 
aller Stofs vermieden, und das Wasser erhebt sich längs dieser Curve bis zu einer 
Höhe, welche dessen relativer Geschwindigkeit angemessen ist. Nachdem es diese er- 
reicht hat, fällt es in der Schaufel wieder zurück und erlangt dieselbe relative Geschwin- 
digkeit, aber in entgegengesetzter Richtung, wieder, und die Einrichtung des Gerinnes 
ist so, dafs die Schaufel sich augenblicklich leert. Ist nun 77 die Geschwindigkeit des 
Wassers vor seinem Eintritt in die Schaufel, v die gleichförmige Geschwindigkeit 
des Rades, so steigt das Wasser mit der relativen Geschwindigkeit 7 —v bis zu ei- 
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digkeit 77: dedo aber in entgegengeselzier Richtung wieder erlangen. Also ist die ab- 
solute Geschwindigkeit 7/ —2«v, und diese mufs, wie man weils, Null werden, wenn 
von der lebendigen Kraft nichts verloren gehen, oder wenn dieselbe von der Arbeit 
am Rade durchaus erschôpft werden soll. Diese Bedingung wird durch 7 — 2v er- 
füllt, oder der Effect — 1, wenn die Geschwindigkeit des Rades halb so grofs ist, als 
die Geschwindigkeit des Wassers vor seinem Eintritt in die Schaufel, Unbedingt fin- 
det das allgemeine Princip der lebendigen Kräfte hier seine Anwendung, wie überall, 
wo nicht allein vom Stofse elastischer Massen, oder von gleichformiger Bewegung eines 
Systems von Massen überhaupt die Rede ist, sondern auch, wie hier, durch allmälig 
veränderte Bewegung eine gewisse Anfangs- Geschwindigkeit periodisch wiederkehrt. 
Denn die Anfangs- Geschwindigkeit des Wassers war Null; es hat beim Austritt aus 
der Schützöffnung die seiner Fallhóhe H angemessene Geschwindigkeit 77 erlangt, 
^ welche durch die Bedingungen des Systems, ohne Stofs, und allmälig wieder zu Null 
wird; also ist die Wirkung dieselbe, als wenn das Rad durch den constanten Druck 
einer Wassersäule H in Bewegung gesetzt würde. Herr von Langsdorff verwirft in 
seinem ,,neuen System der Maschinenkunde" I. B. 2. Abth. P. 658. dieses Princip 
und dessen Anwendung auf die Ponceletschen Räder und will es nur für den Stofs 
elastischer fester Kórper gelten lassen. Diese Einwürfe berechtigen indessen zu keiner 
besondern Widerlegung, da eine solche den grölsten Theil der erwähnten Maschinen- 
kunde ‘zu -umfassen haben würde, und also vorbehalten bleiben mufs. Das eben ist 
die grofse Bedeutung des allgemeinen Prinzips der lebendigen Kräfte bei der 
Bewegung der Maschinen, dafs man ohne mühsamen Calcul, durch unmittelbare An- 
schauung, den Effect einer Maschine zu beurtheilen im Stande ist; denn zu keinem 
andern als dem obigen Resultate würde man ‘gelangen, wenn man die während des 
Heraufsteigens und Herabfallens des Wassers in der Schaufel wirkenden, aus Schwung- 
kraft und Schwere zusammengesetzten variabeln Normalkräfte, nachdem sie in die 
Richtung der Bewegung ‘des Rades zerlegt worden, integriren und daraus zugleich die 
Indifferenz der Schaufelform abstrahiren wollte. | 
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Carnot war wohl einer der ersten, der in seinem ,, Essai sur les Machines” hier- 
auf aufmerksam machte. Navier, de Coriolis, Petit, Burdin, und endlich Ponce- 
let, haben, in ‘den practischen Sinn dieses Prinzips eingehend, dessen ungemeine Frucht- 
barkeit anerkannt und bethätigt, und dadurch eine gänzliche Reform der Maschinen- 
Lehre vorbereitet *). 

Ist die Theorie des Ponceletschen Rades festgestellt, so mufs im Mémoire 
selbst nacbgelesen werden, wie durch mannigfaltige Umstände der Effect desselben auf 
0,67 oder 0,6 herabsinkt, was immer noch mehr als das Doppelte des bisher geleiste- 
ten Effects beträgt. Diese Umstände sind mit des Verfassers gewohnter Präcision ent- 
wickelt und gesondert, Erfahrungen und Versuche mit Modellen und im Grofsen be- 
stätigen und modificiren die Theorie und die bisher gebräuchlichen Coéfficienten; aber 
immer findet man die Gründe der Abweichungen entwickelt und nachgewiesen. Vieles, 
was nicht zum Ressort dieses Journals gehört, aber für den Techniker überaus wich- 
tig ist, ist in diesem Mémoire enthalten, das sich auf diese Weise zu einer der be- 
deutendsten Erscheinungen in diesem Gebiete gestaltet, und zeigt, wie Herr Ponce- 
let auch auf practischem Boden so ganz seinen Stoff zu beherrschen versteht, 

Potsdam im Januar 1830. . M. H. Jacobi. 


3. Das Lehrbuch der Geometrie vom Herrn Prof. Försteman zu 
Danzig, wovon die beiden ersten Bande erschienen sind, zeichnet sich durch Eigen- 
thümlichkeit und Reichhaltigkeit aus. Es scheint zwar kein eigentlich systematischer 
Lehrbegriff für Lernende sein zu sollen, indem es, besonders im Anfange, die Sätze 
ohne Beweise, nur wie erzählungsweise giebt, auch ein grofser Theil des Buches un- 
ter die Rubrik ,, Vermischtes, Anhänge, Zusätze” u. s; w. gebracht ist; desto nützlicher 
aber dürfte es Lehrern und Denjevigen sein, welche in der Geometrie schon einigen 
Grund gelegt haben; denn es beherrscht sichtbar seinen Gegenstand, behandelt ihn mit 
vieler Eigenthümlichkeit und eigener Kraft, geht über das Gewohnte hinaus, woran es 
bei so vielen Wiederholungen der Elemente wohl Noth thut, und giebt auch von 
neuern geometrischen Untersuchungen Nachrichten und Kenntnifs. Die Schrift verdient 
daher alle Aufmerksamkeit; denn auch sie vermag dazu beizutragen, in Deutschland, 
dem allgemeinen Verkehre mit der Mathematik zu einer etwas mehr aus dem gewohn- 
ten Kreise herauszutretenden, freieren Bewegung zu verhelfen. 4 

4. Ein recht verdienstliches Unternehmen ist unstreitig die deutsche Übersetzung, 
welche der Herr Professor Salomon zu Wien, Verfasser eines ausführlichen Lehr- 
buches der ebenen und sphärischen Trigonometrie und verbesserter mathematischer 
Tafeln, von Eulers Integral-Rechnung liefert, wovon bereits 8 Bände in Octav- 
Format erschienen sind. Das Studium der Mathematik wird zuverlässig bedeutend 
gewinnen, wenn man den Lernenden die classischen Quellen durch wolilfeile wört- 
liche Übersetzungen zugänglicher macht. Denn kein Commentar, keine Nachbildung, 
keine Bearbeitung eines Originales kann so wirksam sein, als das Original selbst. In 
verändertem Gewande erscheint selbst das Wesentlichste zuweilen entstellt, Vieles 
entweicht untcr der Dearbeitung und nicht immer bleibt der Kern zurück. "Wie wich- 
tig es sei, die Originale in ihrer Reinheit zu besitzen, und wie wirksam sie für .das 
Studium sind, beweiseu Euclides und Archimedes. Euler und Lagrange sind 
in ihrer Art nicht weniger classisch als jene. 4 

5. Ein wichtiges neues Werk ist: „M. G. de Pontécoulant théorie anali- 
tique du système du monde. Paris, chez Bachelier, 1829.” 2 Bände in 8. Einl. 18 S. 
Text 508 und 504 S. Wir kónnen den Zweck, die Art des Werkes und sein Ver- 
hältnifs zu der berühmten Mécanique céleste nicht besser ausdrücken, ‚als amit des Ver- 
fassers eigenen Worten am Schlusse der Einleitung. 

„Le développement analytique des conséquences du principe de la pesanteur unie 
verselle constitue la théorie du système du monde; elle est présentée avec .détail dans 


*) VVie dieses Prinzip auf ungleichförmig arbeitende Maschinen anzuwenden sei, hat Referent 
in einem Project zu einer VVassersáulen - Maschine gezeigt, welches sich in den Archiven der Künig- 
lichen Ober- Bau - Deputation zu Berlin befindet. - 
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la Mécanique céleste de Laplace, quon doit regarder comme le Traité d’Asironomie 
physique le plus sublime et le plus complet que nous possedions. Cependant les grands 
progrés qu'a faits depuis vingt ans l'Analyse, ont permis d’aplanir les principales dif- 
ficultés qu'on rencontre dans cet'ouvrage, et qui en rendent souvent la lecture pénible. 
La théorie du système du monde peut étre présentée maintenant avec une clarté et un 
ensemble qui lui avaient manqué jusq'ici, et qui permettent d'en saisir d'un regard tou- 
tes les parties. Les méthodes qu'elle emploie ont subi ces heureuses améliorations que 
le temps et l'expérience apportent toujours dans les oeuvres des géométres; elles sont 
devenues plus simples en se généralisant. Nous avons essayé de réunir en un méme 
corps d'ouvrage les réultats de tant d'utiles travaux; nous avons donné aux théories 
assez de développemens pour en bannir toute obscurité, et les exemples numériques que 
nous y avons ajoutés suffiront pour en rendre les applications faciles. Lorsqu'une science, 
après avoir épuisé les efforts des plus puissans génies, sembie étre enfin parvenue à ce 
degré d'élévation que les bornes de l'intelligence humaine ne lui permettent pas de franchir, 
il ne reste plus qu'un moyen d'en háter les progrés, c'est d'en rendre les abords moins 
pénibles, de substituer des méthodes faciles aux methodes compliquées qu'on avait d’abord 
employées pour en résoudre les problèmes, et de se rappeler enfin que, dans les ouvrages des 
hommes comme dans ceux de la nature, la simplicité est un des attributs de la perfection.” - 

Das Werk ist unstreitig ein würdiges Unternehmen, und wahrend wir statt der 
Meinung, die den Worten ,, Lorsqu'une science etc. . . . « pour en'résoudre les problè- 
mes" zum Grunde zu liegen scheint, dafs man erst dann, wenn die menschliche Ein- 
sicht nicht weiter vordringen zu kónnen scheint, nothgedrungen an Vereinfachung des 
Vorhandenen denken müsse, vielmehr diejenige hegen, dafs die Vereinfachung gar nicht 
früh genug geschehen kónne, und dafs sie fast nicht minder nützlich sei als weiteres 
Fortschreiten, weil sie dasselbe so überaus mächtig zu fórdern vermag, unterschreiben 
wir demgemäfs mit voller Überzeugung die auf die obigen folgenden Worte: ,,et de 
se rappeler enfin que, dans les ouvrages des hommes comme dans ceux de la nature, 
la simplicité est un des attributs de la perfection.” Möchten . dieselben. doch von Al- 
len, welche die Wissenschaften, und eine der edelsten unter ihnen, die Mathe- 
matik, culüviren, stets beherzigt werden! Einfach klar und natürlich ist in ihr, 
wie das Elementare, so das Abstracteste und Verborgenste; einfach, klar und natür- 
lich waren die Gedanken der grófsten Geometer, Euclides, Euler und Lagrange, 
einfach wie die grofsen Gesetze der Natur, wie das Gesetz der allgemeinen Schwere, 
nach welchem das Weltall sich bewegt, und angemessen einfach war ihre Darstel- 
lungsweise. Nichts kann wohl die Fortschritte der Mathematik mehr hemmen, als 
trübe Dunkelheit, Gegentheils kann nichts kraftiger die weitere Entwicklung der Er- 
kenntnisse fördern, als Klarheit und natürliche Einfachheit. Möchte die Mathematik 
bald überall in das Licht der natürlichen Einfachheit gebracht werden, welches allein 


vermag die Wahrheit in ihrer Scbónheit zu zeigen und ihre ferneren Wege zu be- 
leuchten. j 


.6. Von den Arbeiten des Herrn Poisson wollen wir folgender drei neuern, 
ihres berühmten Verfassers würdigen Memoiren erwähnen: i pes 
Mémoire sur lequilibre des fluides. 
Mémoire sur Vequilibre et le mouvement des corps élastiques. 
Mémoire sur la proportion des naissances des filles et des garçons. 


. Letzterer Gegenstand liefert den Stoff zu interessanten Aufgaben für die Wahr- 
scheinlichkeits - Rechnung. 


7. Die Annales des mathématiques von Gergonne, die Correspondance ma-. 
thématique et physique von Quetelet, die Wiener Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, von Baumgärtner und v. Ettinghausen, hahen fernern erfreulichen Fort- 


gang. Von Gauchy Exercices des mathématiques sind wiederum mehrere neue Hefte, 
bis, jetzt in allem 42 erschienen. . 
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I. Reine Mathematik. 


Nr. der 
Abbandlung 1. Anal ys 15. Heft 


1. 


16. 
28. 


2, 
3. 
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Theorie der Potenzial- oder cyklisch- hyperbolischen Functionen. Von 

HercroL ren AU level deese euis Jared Eis wile vende vtt 
Eonrerzunpdieser Abhandlune. 7. 15s. 4. ls vn Rae «uth: MAIL: 
Beschlufs des Textes dieser Abhandlung. (Die hierzu gehörigen Tabellen 
nant Bande, 4. d. LONE de nn nor» 

Nouvelles formules analogues aux séries de Taylor et Maclaurin. 
Par MM. Lamé et Clapeyron, colonels du genie au service de Russie. I. 


Sur le développement des fonctions suivant des séries de lignes trigo- 
nométriques d’arcs imaginaires, Par les mêmes. . . « . . . I. 
x 
; 0 
Note sur Tes valeurs de la fonction 0 . Par M. le comte Guillaume 


Des uel f tea ath sts is") o WS RE SU HUE Po ¢ tie I. 
Fernere mathematische Bruchstücke aus Herm N. H. Abel’s Briefen. 
(Fortsetzung von No. 28. Bd. V. Heft4. S.336.) Schreihen des Herrn 
N. H. Abel an Herrn Legendre zu Paris. Mitgetheilt durch die Güte 
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1. 
Theerie der Potenzial- oder cyklisch- rebel non 


Functionen. 


( Von Herrn Tr. Gudermann zu Clexe.) 


Die cyklischen (trigonometrischen, goniometrisclien) oder auch Kreis. 


Functionen gehören bekanntlich der amelyüschen Geometrie nicht aus 
schliefslich zu, sondern auch die reine Analysis entwickelt das Wesen der- _ 
selben auf eme ihr eigenth"imliche Weise; sie behält aber die Benennungen 
dieser Functionen sammt ihren Bezeichnungen bei, und macht von ihnen häufig 
einen nicht unwichtigen Gebrauch auch da, wo von Winkeln und über- 
haupt Raumverhiültnissen nicht die Rede ist, Die höhere Arithmetik zu- 
mal bedient sich dieser Functionen, um vermittelst derselben Intesrale 
auszudrücken, deren Werthe sonst aus ungeschlossenen Reihen berechnet 
werden mülsten, die aber oft divergiren oder doch so langsam conv ergi- 
ren, dafs zur Bestimmung numerischer Werthe kein unmittelbarer Ge- 
brauch von ihnen. gemacht werden kann; selbst im Falle gewiünschier 
Convergenz würde die Benutzung der Reihen in angegebener Art den 
Rechner: ermüden. Daher hat man Tafeln für die zusammengehürigen 
Werthe dieser Functionen oder doch ihrer Logarithmen angefertigt, durch 
deren Benutzung die Schwierigkeiten des Gebrauches der Reihen in Rech- 
nungen mit bestimmten Zahlen umgangen werden. 

Aber sin dureh eyklische Functionen ausgedriicktes Integral ( das- 
selbe gilt überhaupt von arithmetischen Ausdrücken, welche cyklische 
Eunctionen enthalten) kann in der Form, in der es aufgestellt worden ist, 
nicht immer in Anwendung kommen, weil die darin vorkommenden Grö- 
fsén (häufig schon die Constanten allein) bewirken können, dafs die cykli- 
schen Funetionen imaginär werden, obgleich das Integral selbst einen reel- 
jen Werth hat. In einem solchen Falle pflegte das Integral umgeformt 
zu werden, damit es logarithmische Functionem statt der früheren eykb- 
schen enthielt, worauf es dann in einer reellen, aber fast durchgehends 
unbequemeren Gestalt erschien, die aber geduldet werden mulste, weil 
sie die einzig zulässige war, obgleich das Integral für andere Werthe der 
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in ihm vorkommenden Grüfsen, welche den Gebrauch der cyklischen Fu unc- 
tionen zulassen, in Gemüfsheit bekannter Beziehungen, welche unter sol- 
chen Functionen Statt finden, vielfach umgeformt werden konnte, | 

Das Streben, diese lüstigen Beschränkungen zu heben und die Viel- . 
seitigkeit . der Analysis hier zu retten, wie auch eine größere Gleichmäßsig- 
keit des Verfahrens herbeizuführen, leitete zu der Idee von Functionen, 
welche statt der bisher üblichen logarithmischen, oder auch Exponenzial- 
Functionen; dann eintreten sollen, wenn die Kreisfunctionen ihre unter an- 
deren Umständen nützlichen Dienste versagen, und welche im MU uM 
zu ihnen hyperbolische genannt worden sind. 

Die Benennung rührt von der gleichseitigen Hyperbel. her # weiche 
unter den Hyperbeln überhaupt un gefähr das ist, was der Kreis unter den 
Ellipsen. | "s : 
| Strenger genommen, sind aber diese hyperbolischen Functiouen, 
wens man auf ihren mit denen des Kreises fast gleichen analytischen Ur- 
sprung: sieht, kaum neue Functionen zu neunen; wenigstens machen ihre 
Arten mit den eben so vielen des Kreises ein einziges Geschlecht aus, 
welches das der P otenzial-Functionen genannt werden mag. 

Durch den Gebrauch der hy perbolischen Kunctionen werden die 
vorbim genannten Übelst tände gehoben, und es ist mit ihrer Einführung in 
die Analysis, worauf sie ein gleiches, ‘wenn nice noch grüfseres Recht 
als die eyklischen Functionen haben, die grifste Mannigfaltigkeit von neuen 
"Formen arithmetischer Ausdrücke, welche nach zu entwerfenden Regeln 
leicht umgebildet werden können, gegeben; Ausdrücke mit imaginären cy- 
klischen Funcüonen, welchen ein reellee Werth zukommt, bedürfen bei 
ihrer Anwendung keiner Umrechnung mehr, um diesen Werth zu er- 
kennen; endlich hat dadurch die Einheit des Verfahrens eine allgemeine 
Geltung erhalten. Das Rechnen mit den hyperbolischen Functionen bil- 
det überhaupt einen vollkommenen Parallelismus zu den Rechnungsweisen 
‚nit den cyklischen, der durch die gewählte Terminologie und Bezeich- 
nung“) überall kenntlich wird und dem Gedäehtnisse bei der Bewahrung 


Le 


X n 
* Ähnlich den cyklischen Functionen: cosx, sina, tanga, coto, arc (sin == 2), 


arc (cós ==), arc(tong = z), árc(cot zz), sind die hyperbolischen Functionen bezeichnet 
durch God, Ginx, Tangæ, Cota, Are (Gin == xy etc. Wem diese deutschen Vorsyt- 
hen, welche den Gabensetz aber noch ınehr ausdrücken, mifsfalleu, der kann dafür 
lateinische Vor ee mif grofsen Anfangsbuchstaben nehmen. 
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der am häufigsten vorkommenden en zu wicht geringer Erleich- 
terung dient. | 

Da nach einiger Übung das Rechnen mit den hyperbolischen Func- 
tionen noch bequemer von Statten geht, als das mit den eyklischen, und 
man in jedem Augenblicke von jenen auf diese überspringen kann, so 
fühlt man sich geneigt, mit ihnen fast ausschliefslich zu reehnea, wenn 
mon im Gebiete der allgemeinen Arithmetik ist, und zwar aus ähulichem 
Grunde, aus welchem man umgekehrt in trigonometrischen, die Vorstel- 
lung eines Winkels mit sich führenden Betrachtungen nicht zu den hyper- 
bolischen Functionen greifen, sondern die Rechnung mit den cyklischen 
anlegen wnd durchführen wird, 

Offenbar besteht aber die erwähnte Einfachheit ind Leichtigkeit 
der Rechnung mit hyperbolischen Functionen nur im analytischen Sinne, 
d. b. so lange. die Werthe dieser Functionen entweder unbestimmt oder 
unbekannt sind, und durch sie ist wenig erreicht, wenn man nicht im 
Stande ist, die bestimmten Werthe der hyperbolischen Funetionen für 
eine als ihren Aveus gegebene Zahl, und umgekehrt diesen aus jenen nach 
einer sich gleich bleibenden und insofern allgemeinen Methode ohne vicle 
Mühe mit einem befriedigenden Grade der Genauigkeit in der Form von 
Decimalbrüchen anzugeben. 

Aber diese allerdings sehr erhebliche Schwierigkeit, welche sich 
der Einführung der hyperbolischen Funetionen und ihrem Gebrauche in 
der Analysis, wenn er reelien Nutzen haben soll, entgegenstellte, und 4 
durch diese sonst sehr einfache Idee bisher mag vereitelt worden sein, 
hat der Verfasser durch eine ungewühaliche pm engung gelioben, indem 


er Tafeln von bedeutendem Umiange angefertigt hat, welche ziemlich eben 


» ihrer Logarithmen helfen ? 


o für die Rechnungen mit den hyperbolischen Functionen zu gebrauchen 
sind, wie die sogenannten logarithmisch -trigonometrischen Tafeln zur Rea- 
lisrung der Werthe der cyklischen Functionen täglich im Anwendung 
kommen, Nur die lebhafte Vorstellung des durch diese Tabellen zu stif- 
tenden Nutzens konnte dem Verfasser den nöthigen Muth und die erfor- 
derliche Ausdauer geben und den Überdrufs ver: nindern, welchen der bei 
solchen Arbeiten notwendige Mechanismus erzeugt. Was wurde die Tri- 
gonometrie ohne trigonometrische Tafeln, was würde cine Theorie der hy- 
perbolischen Functionen ehne Tabellen für ihre Werthe oder die Werthe 


1* 
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Sämmtliche hyperholische Functionen, deren viciseitiger nutzicher 
Gebrauch von Kennern der Analysis auch ohne die im Werke enthaltene 
Theorie der l'etenzial - Functionen anerkannt werden wird *), sind sowohl in 
ihren Beziehungen zu einander als aueh. zu den.eykischen Functionen geoe 

 iBetrisch auf mehr als eine Weise versimlicht worden. In vedrüugter 
Darsteilung sind daher einige Curven behandelt worden, unter welchen die 
von dem Verfasser sogenannte Longitudinale und die allbekannie Setiene 
linie dureh ihre früher zum Theil unbekannten Eigenschaften einig ge Auf- 
merksamkeit auf sich ziehen werden. 

Die Theorie der Potenzial-Functionen, welche hier geboten wird, - 
macht nicht auf eine solche Vollständigkeit Anspruch, dals. le emecilit- 


gige Fragen darin beantwortet wären; Vieles, was der Scharfsinn der ~ 


Analytiker in Hinsicht auf die cyklischen Functionen fand, hatte noch 
aufgenommen und auf die hyperbolischen Funetionen unter nöthigen Ab- 
änderungen übertragen werden können. Auch in der Aufnabme des Ei- 
genen hat häufig eine Beschränkung Statt gefunden, und es ist selbst em 
ganzer Abschnitt weggelassen worden, welcher Reihen enthält, nach wel- 
chen bei gleichen Arcus die hypesbolischen Functionen aus den eykli- 
schen, und umgekehrt diese aus jeneu zu bereehren wären, weil der 
— Nutzen zu gering schien, obgleich die Reihen selbst zum Theil wegen der 
Gesetze ihres Fortschrittes amziehend sem mögen. Statt dessen ist aber 
. der Theorie ein Anhang beigegeben worden, welcher zwar den anfäng- 

lich beabsichtigten Umfaug übersehritien hat, aber dafür Dinge behandelt, 
die in einer mehr oder minder nahen Beziehung zu dem in der Theorie 
Behandelten stehen, und welcher auch, abgesehen daven, wielleicht nicht 
überall als unwillkommen erscheinen möchte. 


“) Schon Lambert erkannte den Nutzen der hyperbolischen Yunctiouen. 


Anm. d. Verf. 
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Erster Abschnitt. 
Von den Potenzial-Functionen überhaupt. 


ED Is , N 
Die Potenz 5^ kann in der Form einer zweitheiligen Grüße P+0Q der- 


gestalt angegegeben werden, dafs auch ihr reciproker Werth =. oder u-* 


dieselben Theile P und Q hat, nur dafs der zweite Theil Q das entgegen- 
gesetzte Zeichen erhält. Setzt man in der That: 

L “=P+Q, w* = P—Q, : 
so findet man rückwärts für die Theile P und Q die beiden folgenden 
Ausdrücke: 

9. P= EET und Ox RER ie 


2. 
Da die Größen P und Q mit s Potenzen u* und u^* auf eine sehr ein- 
fache Weise zusammenhängen, so mögen sie Potenzial-Functionen 
heifsen. Sie sind in der That Functionen des gemeinschaitlichen Grund- 
factors u und des Exponenten x der beiden Fotenzen, 

Die Ne, der G PU (1.) fulet zu der Gleichung: 
3. —@ = 1, 

voraus man sicht: , dafs die im Potenzial - peut a P und Q aerge- 
stalt von einander abhängen, dafs man aus dem Werthe der einen den 
der auderen berecnnen kann, ohne den &rumdfactor z vud den Done 
ten x zu kennen. 


Die Function P EM heise der Gofinus der Zahl s für die 


Grundzabl & und eben so die Pimeton (= LU der Sinus der Zahl 
x für die Grundzahl v. Die Bezeichnung mag folgende- sein? 
4, Cou) = ESTIS und Ein(z,u) = er 


Die den gegenseitigen Zusammenhang zwischen dem Eofinus und Ginus 
ausdrückende Gleichung ist dann: 
5. Cos(ru) — Gin (xu) = 
PONS en Dr 
Bekanntlich kann man die Potenz u* nach Potenzen des Exponen- 
ten x entwickeln, una "enn logu den natürlichen Logarithmen von u be- 
-eichnet, so hat man: 


r 
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(xlogu)3 


log (ro? y: gu)* Clog ule — 

u Si en Dp ET EE eee ag b eee 
welche Reihe zwar nie NALE aber doch immer nr welche 
Werthe man auch für x und u in Rechnung bringen mag 


Zur Abkürzung mag weiter gesetzt werden: O’==1; pues pas 
32 1.2.3; a’ 1.2.,..%3 und. (24-3) = 52 1.2.3. 4,35 ‘Es wird 
dann die an diesen Beispielen gezeigte Art der Bezeichnung im Nachfol- _ 
genden festgehalten "werden. Man an dann ferner die ganze Reihe ein- 
facher also darstellen: 


ee nd uo sy. El, 


so dafs das dem ollgemeinen'Gliede vorgesetzte A - sich 
auf die verinderliche positive ganze Zahl « ‚bezieht und die Forderung 
enthält, dafs man für « nach einander. die W erthe & == 0, 1, 2, 3, etc. zu 
setzen, und die dureh solche Specialisirung des allgemeinen Gliodes erhalı 
tenen besonderen Glieder zu addiren hat. 

Nimmt man für u die Grundzahl e des natürlichen Logarithmen- 
systems, so ist logu — £e — 1, und die Reihen. "ades daun einfacher: 


Pate 
e* or d. "und. e aes S( 


Die sich auf die Grundzahl e beziehenden. Potenzial-F unctionen hei- 
fsen natürliche, und in ihrer Dezeiehnung darf diese Grundzahl der 
Kürze wegen wegbleiben ; 80 dafs also eae 

Sos (x,e) = Cloer und Gin(x,e) = Gina. 
\ Die &rundformeln sind dann folgende: 


x 


eva Vosx + Cine; (7 == 80s 2— Gina; Ex Ee; Cine = 


eX — e7X 


2 > 
Die Reihen für der id UA oY, ix und Ginus sind weiter: 


pu 
Cosx = (1 | > LE à . +2 6? ros ex J 


(a) 
Ging = x Ts ar u > 4. $e) es iS GI 
In Anwendung dieser Reihen findet man am leichtesten für = 1 die 
beiden Werthe: 
Gog 4 == 1.54308 OG348 15243 77847 79053 
Cini = 1.17520 11936 43501 45688 23812 


Da nun = Cos i+ Cin 1 und ev = = Gost — ©ini ist, so findet man hier- 
aus leicht : 


9 
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I 


2, 71828 18284 59045 23536 02865, 
0, 36787 94411 71442 32159 55241 *), 


als % 


i 


KE Je 
Dividirt man den Ginus einer Zahl durch ihren Cofinus, wobei aber 
beide Funetionen auf dieselbe Grundzahl bezogen werden, so heifse der 
Quotient die Tangente jener Zahl: in Zeichen: 


Gin(x,u) | (in 
1. Sang(m,u) = en und Zange = Si. 


Wird umgekehrt bei einerlei Grundzahl der Cofinug einer Zahl durch ihren 
Ginus dividirt, so heifse der Quotient die Cotangente dieser Zahl; oder in 


Zeichen : 

G8 (ac, wu) A Eos x 

Gin (x, v) nr Gina" 

Die Zangenten und Cotangenten sind also abgeleitete Potenzial - Functionen, 
und zwar Ist: 


2. Got(x,u) = 


MT ee eas . | u* Lux 
' Zana(x,u) = er und QGet(x,u) = ce 
SO wie: 
: des eX —— e~* A e*-- a 
Tange = ———— RC 
ng Ses und Got x DRUSI 


ius diesen Bestimmungen des Wesens der vier Potenzial - Functionen und aus 
der Gleichung Sos x? — Ginx*==1 folgen noch leicht nachstehende Formeln: 


Cin — x = — Gina - Zangx. Cota = 1 
Cos —æx = | | 1 
8 x = + Cosa und 1— Sena] = geo 
Sang— x = — Tangz Pt 
Got — x = — Cote Got a? — 1 = a 
Sinx* 


wodurch der gegenseitige Zusammenhang unter den. vier Arten der Po- 

tenzial-Functionen zur Genüge ausgedrückt wird. Für «= O hat man 

endlich noch die besonderen Werthe:. | 
€0$0 — 1; GinO=0; Zang0—0 und QotO--$. ^ 


————— eS, 


*) Der hier und im Nachfolgenden vorkommende Gebrauch des dem allgemeinen 
Gliede einer Reihe vorgesetzten und sich auf gewisse su de ‘im allgemeinen 
Gliede vorkommerde positive ganze Zahlen e, 6, y, 9, etc., welche auch zuweilen 
gewissen Bedingudgsgleichungen genügen müssen, beziehenden Summenzeichens S wird 
leicht begriffen; YVeiteres darüber findet man in Rothe’s Theorig, coinbinatorischer 
Integrale. Das von ihm vorgeschlagene Zeichen Z ist aber bier in $. abgeändert wor- 
Jen, wel jenes Zeichen nach dem allgemeinsten Gebrauche einen Rückgang von der 
Differenz einer Function zu der Function selbst oder eine Integration der Differenz vor- 


schreibt, und namentlich, nach der Bezeiclinung Euler’s: Sy Zy-]-y-j-const. ist 
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§ 4. 
Die auf eine Grundzahl u bezogenen Potenzial- Functionen lassen 
sich leicht in natürliche vewandein; denn da ur — erlogu ist, so hat man: 


u*-Lu-* | ev logy Le xlogu 
u* — w* exicgu_ o-xloru 


jue eem es 
oder einfacher: | 
1. Gos(x,u) == Gos(clogu) und Sin(z,u) = GCin(xlogu). 
Hieraus findet man ferner für die Tangenten und Cotangenten die Formeln: 
2.  &ang(x,u) = Tang(x.logu) und Got(x,u) == Cot(x.logu). 

Da also die Zurückführung aller Potenzial-Functionen einer Zahl 
anf natürliche so einfach ist und nur eine Multiplication der Zahl verlangt, 
so brauchen die ferneren Verhandlungen sich fast nur über die natürlichen 
Potenzial - Funetionen zu verbreiten, - | 


§s 3. 

Stelit man sich die Beziehungen, welche zwischen den Potenziai- 
Functionen und ihrem Argumente Sfatt finden, umgekehrt vor, so heifst 
dieses Argument der Wreus der gegebenen T'otenzial- Function, welche 
nun als Argument dient, Uu Zeichen wird solehe Umkehrung ausgedrückt, 
wie folgt: Ar 
| Sic (Cos == 2), 


Arc (Sin = z). - / 


Ist Goó x == £z, so ist x 
Ist Ginx = z, so ist x 
Ist Tange = z, so ist x == Mr(Sang=— 2). 
Ast Cot x == 2, 80 18b ı2 re (Got TUA T 
Man kana in ee wendung dieser Bezeiehnung geschlossene arithmetische — 
Ausdrücke angeben, welche zur Berechnung der Qrcus aus den Funetio-- 
nen Cofinus, Sinus, Zangente und Cotangente dienen. Es ma nemlich aus 
den Fares | 
ve = Sosa + Sine und e* = Gosx — Einz, 

indem man die natürlichen Logarithmen nimmt: 
| x = log(Go8x-[-GCinv) und —x = Lee a 
|. Setzt man daher Gosx==2z, so ist Gina — V (z——-1), und also 

2.  9(«(God — 2) = log(z + v (z— 1)) = —leg(z — y (z^— 1). 
Sotrt man aber @inx == 7, so ist Coóx == y (2541), und also 

a. We(@in == z) = log(/ (2 4-15 4-2) = —log(v (2 HD — z). 


Y 


LE 


# M 


” ; 
1. Ce 'rmann, Th ecrie der Polen: ziab- Funclionen, F jM 


ue 


i LI ; ] LJ € ve > oh Ein 
eil man weiter = == à log nn “3 == Flog [RT hat, so setze 


Mosa + Gina {— ange 
man Zangr==z, und man erhält: 
" ; ff Lb. z\ id 
Hye ( (zzz) =: Lou LT zo ® 
Te Ar (Zana == 2} = 2 0g (7 = log | Nor 


Die letzte Formel kann man auch in der nur wenig veränderten Form: 
" EM - : AM. 2-7" 9 
Pre (Sang = 1 =D) = z log = == 3 log (= — 1) 


darstelleu, ja der sie zu einer künftigen Entwickelung vorbereitet ist. 


Aweiter Abschnitt, 
Eintheilung der Potenzial-Functionen in zwei Geschlechte 
mit gleich vielen Arten, 


$, 6. 

Die Bp Anl Buinstienen können sowohl auf mögliche stauf : 
mögliche Mrcus bezogen werden. Die Einheit der möglichen st mo die 
Einheit der unmügliehen + y — 1. | 

Zunächst giebt die Zurückführong auf natürliche Potenzial-E'inctionen : 

Gos (zy — 1, u) == Cos ((xlogu).Y^— 1), 
| Gin(xy —1,u) = Sin ((xlog u).y^—1Y. 
Um äber die natürlichen Gofinus und Sinus genauer zu erforschen, dienen 
die im $.2.' angegebenen Reihen; man findet; 


E by a) ARMES 120 & pene 
Se (sy —1) = SEY set) ma 
: ay. = 10 Er Be ¥ aei 
Gin (xy 1) zo: Qa-F1y = +} (Qe D) 


und da -— 
etum Gol —1)--Gin(x/—1) und e e Cosa —1)— Gin(xy —1) 
ist, so hat man die beiden Formeln: 
el — P+ O/—t, 
enV t= P— A 
so dafs die beiden Reihen P=8 (1). 57 zz: und Ox S (— 1. ga: a 


nicht mehr imaginiir sind, oder y — 1 ii mehr enthalten, 
"Die jetzige Reihe P heifse wieder der Cosinns und die Reihe Q der 
Sinus von x, nur werden sie mit lateinischen Vorsilben, welche kleine An- 


 fangsbuchstaben führen, zur auffallenderen MR ie bezeichnet ; also 
Crelle's Jonrnal d. M, VI. 2d. i. Hf. ! an? 3 
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cosa = (1— + i Tab ance UE 1) ais 
ag = QUE 

sinc == (s —3 + oor + 55 pes .) = S(— 1) EIS 
Man hat also Gos (x: /—1) == cosx und Cin (x y^—1) = (sinx).y^—1. Aber 
auch umgekehrt hat mau cos(xy^—1)— 608: und sinfey —1)—(&inz). —1. 
Will man fiir die Functionen cosx und sinx geschlossene Ausdrücke ha- 
ben, so leitet man aus den Gleichungen eV — cosx + sinx.y—1 und 
eV == cosx—sinx y —1 leicht die beiden folgenden Ausdrücke her: 


exY i ob ex" 1 % ex co) ee x" EE 
COST == 5 und sinc = TRS CR 


(Um nun die Functionen osx und Ginx unter der Annahme, dafs x mog- 
lich sei, von den Functionen cosx und sinx zu unterscheiden, mögen jene 
[hyperbolische, diese hingegen cyklische Potenzial Functionen hei- 
'fsen. Die Gründe dieser Benennungen werden SP citer vorkommen. Auch die 
Torapenten und Jotan geuten werden also unterschieden. Setzi man n neulich 


cos o 


sin x 
tango = --— und cotx = 
COS € sin x 


als Bezeichnung der evklischen Tangenten und Cotangenten fest, so fin- 
det man: 


Tang (x y —1) = (tang x).v/ —1, | tang (cy —1) — (Sang x).y^—1, 
cot m und eben so en GN 
Get (o — D — A» cot (x y^— 1) = 7 


so dafs also der Übergang von den hyperbolischen Functionen zu den cy- 
klischen gleichfórmig ist mit dem Rückgange von diesen zu jenen. 


ee 
Die Multiplication » Gleichungen eV = 008% -- sin x Xy —1 und 
e^ — 60588 —siney—1 giebt die neue Formel: 


cos x? + sin c* == 1. 
dieselbe erhält raan auch, wenn man in der ähnlichen früheren Gus x*— Ginx’ 
À für x nur xy7——1 an die Stelle setzt, weil 
(Gos (ey — i) 2c (eos x} und (Gin (x —1))’ = (sine) (VI) = — (sin x) 
ist, Mit der so eben Lerpoleiieten Gleichung gehören noch die folgenden 


men: 
d tangs.coix = I, 


4 + tangx^ = zs 


14 cota’ = -, 
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wodurch man in den Stand gesetzt wird, aus dem Werthe einer der vier Func- 
tionen cosx, sinx, tangx und cotx jedesmal die drei anderen zu berechuen. : 
Ferner hat man, wenn gesetzt wird: 

¥—i . MeL : 
utt 2 608 (9 u) T sin (x,u)vy/ —1 und u-**—' —eos (x, u) —sin (x, u) Y —1, 
die Formeln: cos (x, v) — cos(xlogu) und sin (x, u) —sin(xlogu): wie auch 
endlich Cos (x //—1,u) = cos(x,u); Gin(xy —1,u) = sin(x,u) y^ — 1, 
mit den umgekehrten Formeln: 

; à ji oe d: Tiu : ^ pem fee ! 

eos(x y —1,u} == Cos(x,u) und sinfxy —1,u) = Gin@,u),f —1. 


sus, 

. Zur Bereclmumg von cosx und sinc dienen die in §. 6. angegebe- 
nen Reihen, welche ebenfalls immer convergiren. Die Ànwendung dersel- 
ben ist am einfachsten für x — 1; man findet dann: 

cos 1 == 0, 54030 23058 68039 71740 09367, 
sin 1 — 0,84147 09848 07896 50665 25024, 
welche Werthe in die Gleichungen 7 = cosi + sini.yV^—1 und 
e Y = cos 1 —smi.y—1 substifuirt werden können. 
Für x= 0 findet man, wie früher: 
: cos0 — 1; sinO — 0; tang0—0 und eot0 z- i, 
Stellt man sich die Beziehung zwischen deu cyklischen Funetionen und 
ihren Yrcus umgekehrt vor, so hat man folgende Darstellungsweisen : 
Ist cosx are (cos == z). 
Ist sin x 
Ist tangx 
ist coto z. SO ist 
Die Urcug gegebener cyklischer Potenzial-Functionen lassen sich 
eben so wie die der hyperbolischen in geschlossenen Ausdrücken angeben. 
So hat man z. B. 


i 
arc (tang =z) = Sy log TV 


vr $. 9. 
ba" L Die für Cosx und Ginx angegebenen Reihen geben unmittelbar zu 
' ^"erkennen,, dels die Werthe dieser beiden hyperbolischen Functionen im- 
merfort wachsen, wenn der U{rcus x: zunimmt, und dafs sie also jeder auch 
noch so grofsen Zahl gleich werden können. Aber nur der (hyperbo- 
lische) Ginug Ginx kann jede Kleinheit erreichen, denn für x — O0 ist er 
selbst Null, der Cofinus bingegen ist immer > 1, und nur für x — ist 
2* 


250.30 Ist x 
2, SO ıst 


2.4 arc (sin = z). 
ze Moor 
x 


arc (tang = =). 


HUE 


MEM 


arc ( eot — z). 
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sclbsi mel. Auch bleibt der hyperbolische Coffaug einer Zahl immer 


oritfaor als ihr Sinus; denn da Gog x*-- Sinz’==1äst, so ist Goo > Cinx, 
und also Cosa > Gina, 


. Gin x E E véy | e © 
Da weiter Tangr = ens S0 istZonac immer «s übrigens wird 


die hyperbolische. Tangente eines ree immer ER wenn der raus 


wächst, welches durch die Formel 1— Sama? = "klar wird; sie 


Sy Sob ar^ a 
nähert sich also von Null an dem Werthe Fins, ale emer merreichbaren 


Grenze, Eben daber nahmen’ bei waensendem YWrois die hyperbolischen 

Totangenten von à animmer ab, and aähern sich der (srenze Eins ebenfalls 
ins Unendliche, | ite: | 

Bei weitem schwieriger ist es, das Verhaltén der oyklischen Func- 

flonem heim wachsenden Arcus im Allgemeinen anzugeben, da aus den 

Fallen und Steigen im Werthe 

‚erkannt wird, und aus der Gleichung cosx° + sma == 1 nicht zu ersehen 


4 


D | APRES Fes $5 ye 9? 2:737 PAS 3.4 Re fd : P2211 
Beiben ium CUS AX und GALA A cn SO ft it Imm 


ist, ob Cosc. oder <Tsinx sei, 
Schließlich mügen noch einige Ausdrücke für die Potenzial-i'unce 

Bonen eugegobem.sverden, welche bisweilen mit Nutzen zu gebrauchen 

sind. Set man nämlich == U, 50 ist e?— > und x ==logv, Werden 


diese Werthe substtuirt, so hat man j 
¥ | vr] 


Seg los wy ee o° +1 (mi nlogo Nos i > à og 
LS $0 — TE Te H i — SONG IOS DO ee ———— 
Y 2 2o ? a dnos 007,008 o? oft 


Die Addition der beiden ersten Gleichungen giebt Co 
was auch anderweitig leicht erhellet 


c 


log + Ginlopus= v, 


Setzt man in der letzten Gleichung t—v^(2:-— 1), also Velo, 


Me ornate Man...) dono ey 


Leicht findet man auch die drei folgenden Formein: 


em É a 0% = A ul b an E : 
($06 log yi 15125 a VA rw)? Qi log y 2 A E T uas - and 


(2 


Setzi man in den vorigen Forme!n z.B. v2, so findet man: 
Gislog?2== $: fSinlog2:-2 und Tang loo? 3 


als ei infachste retionsle Werthe dor rook Func stionen ; der Arus 
st aber: 


log? == 0.69031 4718 0559 9453 0041 7932.1214 5817 6568 0755... 
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Dritter Abschnitt, 
Die einfachsten Beziehungen unter den Poteuzial-Functionen 
verschiedener Qrcus. 


$. 10. 

_ Für das gewöhnliche Rechnen mit den hyperbolischen und cykli- 
schen Functionen ist es nothwendig, den Zusammenhang dieser Fumctio- 
non bei einer Beziehung auf verschiedene 2(uà zu kennen und in For. 
mein auszudrücken, ‚Wird die Menge dieser Formein nicht ohne Noth 


vergrofsert, so können. sie vom Gedüchtnisse bewahrt werden, 


Da c? == Cosa + Gin a und ec? == 0354 Gind ist, so erhält mar 


durch Muitipiication : 


e*t^ — Cosa, Ge8 + Gina, Siné + Gino, Gos d - Got a. Sub. 
Eben so giebt die Multiplication. der Gleichungen e^? =: Oyg a— Gina und 
€^ == og b — Siné: 

er Los a. Soe b + Gina. Gia ó — Cine. Gogh — Got a. Sind. 


eth tL. e-a-h | aab __. p-a-b 
Da-nun aber Cos (a+ 6) = Re e e 


und Gin‘ (haies 
ist, so Zndet man dureh Substitution = vorlim entwickelten Predugte die 


beiden Formeln: 


14, Gos(e+d) = ee (o$5 -L Eine. Sind, 
2 . Gín(a-- D) = Ging. Cost + Cosa. Sind. 
Setzt man in diese Formeln —.5 für b, so erhält man noch, da Goë—b 
== Cosb und Gin—b==—Gind ist, die beiden Formeln: 
3. Eos(a—b) = Cosa. Goss — Eine. Ciné, 
4, Gin(a—b) = Sina. Loss — Cosa. Sind. 
Will man statt der hyperbolischen Functionen cyklische haben, so setze 
man nur in den erhaltenen vier Formeln ay—1 für a = zugleich 5 y^—1 
für b; die neuen Formeln sind dann: 
5,  Cc0s(a- b) = 0082 c035 — sin sin , 
6.  sin(a-]-5b) = sinacosb + cosa sind, 
4.  eos(a—- b) = cosa cosb + sina sind, 
8, | sin(z-—5) == sina cosb — cosa sin, 
Vermöge dieser acht Formeln. kann man ‚aus den bekannten Sinus und 
Sofinus zweier J(raté den Ginus und Cofinus ihrer Summe und ihres Um 
terschiedes berechnen. 
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E dde 
Man kann den so eben hergeleiteten Formeln auch folgende Gestalt 


Kos(a tb) = Cosa. Cos b(1+ Zang a.Sang 2), 
Gin(a +b) = Cosa. Coss (Sang «+ Tang 5), 
cos (a +b) = cosa , cosb (1+ tanga. tang d), 
sin (a + 4) == cosa, cosb (tanga + tang 6), 
und durch Dividiren erhält man dann ferner die vier neuen Formeln: 


deo cee Tang a + Sana?» tanga + tang 6 
ange Ré il ansa. tongs? OBAT eR 


tang(¢—b) = Ml a 


À + tanga .tangb* 


Sang a — Tang b_ 
1— Sang a. Zang b? 
Aus den bekannten Tangenten zweier Arcus lassen sich nach diesen For- 
meln die Tangente ihrer Summe uud die ihres Unterschiedes berechnen. 
Für die Cotangenten könnte men leicht ähnliche Formel: herleiten. Man. 
hat übrigens noch die vier folgenden Formeln: 


Sang(a—46) = 


à een sin (a 4-5) 
> a cy A= Sir u a: oh = — 
zn at ang Cosa a. 8o8é? tanga me tang b cosa cos b? 
nq& — Rund = X anga—tangb == MD), 
Ta q ans Sor PO 3 ta 829 tang b cus a cos b 


Die Summe und der Unterschied zweier Tangenten können hiernach im- 
mer in einen eingliedrigen Ausdruck umgesetzt werden. 
§ ,12. 


= 


. or ^ E a e» 
Setzt man in früheren Formeln (des $. 10. „ sowohl für e als 
auch für 2, se erhält man 
, : = Q ow a 2 LAT: 4 
J'EN acest 2 €in Cvs > und sing = 2sin 5 90851 
2 a? zd | i E 
2.  Qos a — Cos + €in- und COSG == cus — — EN, 
A ro La La 
2Tang — 2 tang > 
e À & 
3, , Zange = —— und fane a = 
1 + Zang ues Em LAN —— 
Die Formeln (2): haben Ähnlichkeit mit den Pu 
JAM UE he 
= o6 7; 5 Enz und Les Be sin 
und durch ihre Ver bindung mit diesen erhält man die neuen fo rmein: 
: q^ às 
4.  Qoóa4- 1 = I ; À +cose — 20s z 
55 und : 
S. Qosa—1 = 2 Ein = i—~cose = 2sın = 
lod 


| Cosa.‘ 
| welche durch die 
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Durch Division erhält man hieraus weiter: 


Soba -—i 


2 e ae m 
S Zang 2 Goga+i 


Í — cosa 


und tang 5 = Vr ross 


"Macht man die Zähler oder auch die Nenner der letzten Ausdrücke ratio- 
nal, so entstehen die umgeiormteu Ausdrücke: 


x eina 
rf Sang — = = Sos att — 


Bm Lo el 


T unco und tang 


sina - 1— cos a 
EPI COS & d sin a 


Diese A REF. lassen sich auch auf foleende Na darstellen : 


re ENT date € 
& Sang = Cost. — ——- 
^ Sina 


9, Tot = Gyre 
9, tz — Vota + 


Z ing e 


Durch 


T a m a 
[0.- Got — Tings = z— 


Bina? 


Li. Go + Tang j- = 28ota 


> 


ian? = : CO 
* li — = EEE mann $ NG 
ys D sina 


cot I c : cot «4 
HORS i ; 


Addition und Subtraction erhält man hieraus ferner: 


Ra a 
cot + tang-- = => 


c: a KY dw anis 
eot -— "tar $ == (2 COLD 


2 


Endlich giebt die Umkehrung der Formeln (6.) die neuen: 


12, Cosa = —— 


NE 


und: cosa = —- 


1-— tang 


1-1-tang E 


13. 


Producte von Ginus und Gofinus lassen sich in. Summen und Un- 
terschiede solcher Funciionen, und umgekehrt diese in jene umsetzen. Da- 


zu dienen die Formeln: 
Cosa. Go$ 0 = 1G05(a4-5)--3G05(6—5; 
LGog(a—b) 


Gina. Cos! Sin(atb)-+3 Gin(a—) und 


qd 5)—iGin(a—b; 
(inb —iGCu, 


einfachsten 


wonnen werden. Setzt mau hierin 


50 BER man noch: 
£* > ab £ a-—b 
$a + Gog b == 208 5—. $08 —,— 
7 : = , a- i-b ad a—b 
Sog a — Cos b — 2Sin ED Gin 


a-—b 


; , ath 
Gin a + Sind — 26m 1 808 —— 


Gina — Siné = 2 Cor * ein tt 


cosa , cosb — I cos(a—D)--3 cos(a t 5), 
sin a .sind = I cos(a—5)— £i cos(at 5), 
4sin (@+b)+ isin(a—D), 
Isin(a—b), 


sina .cosó = 
cos@.sind z— sin (at 5) — 


Verbindungen der Formeln des $. 10. ge- 


a+b oras We " 
{Ge D 


eiter ----- fur « und 


> 1 = 3 


cos à -I- cos a == 2 cos mos. 


cos b — cos a == 2 sin * 


und Lb ye 


pan cos, 


a EX. 


sing + sin ó = 


b 
sind -— sin b == : 2 08 -, SID ~ 
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Aus diesen Formeln können wieder neue abgeleitet werden: unter andern: 
Coca? — Gosh? zz Sin? — Sind’ = Gin(o 1-8). 3 in(a—h), 
cos j^ = cosa? z sin o? — sind? == sin (e-++d), sin (@—d). 


$, | 14, 


Der Gleichune sin#?-Lcosk’==i1 semiüfs, nimmt der Werth des ey- 
e Fa) 3 


klischen Gosinus ab, wenn der oyklische Sinus zunimmt, und umgekehrt. 
Da ferner, mmgeashtei der ins Unendliche fortgesetzten Vergrößerung des 
Arcus #, die Nonstiosen sink und cost im Werthe nie mehr betragen als 
+41, so enisteht die Vermuthung, dafs zu verschiedenen Arcus nicht ime 
mer verschiedene Sinus und Cosinus gehören, und auch, daises eigen oder 
mehr Árcus geben werde, deren Sinus so grofs sind, als ihre Cosinus. 
Stellt £ dem kleinsten dieser Arcus vor, falls es deren mehr giebt, und 
setzi man sink ==eosk, so findet man 
sin EcL, und also auch cos b == WE, j 

Das Vierfache dieser Zahl k, welche später berechnet wird, ist mit # be- 
zeichuet worden, und man hat also: 


sin + = = 60$ a is 
so wie 
£9 2 “os (70 
s Mi mr Ensmirss uM Rr + 5 Mes MU. | C-— 
CITE Vi} = yi und Gos (7 v^ 1) zy, 
also auch P ia 
fang = = 1 und Fang (—-Y— 1) = Y— i. 
5 3A E 
= x | pud us . a? UY j 
Setzt man in der Forniel cose == cosz-—-sinz-, 24 oder z an die 
Stelle von a, #0 erhält man cos + = 0; und die Formel sine — 2 sin 005 


giebt sin — — i. 
Setzt man in den so eben gebrauchten Formeln a==r, so findet 
man cos == — 1 und sing =0. 
Wird weiter in den Formeln 6os(a-]- 5) = cos a cos b — sina sind 
und sin(@ +6) =sina cosb-F-eosasind für a gesetzt z, und für 5 gesetzt 
> so findet man cosir== 0 und snir=—1. Auf ähnliche Art findet 
man cos27--1 und sin2r=0. 
Setzt man endlich in den Formeln cos (a + - b) == COS € COS b> sina sind 
und sin (art 6) —sine cosb + cosa sind, 27 an die Stelle von 4, so findet man 
cos(at?r) = cosa, 


alio auch tangí(a-tZm tanga 
sin (o:-27) = sin a, .. i dien 1 
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Man darf also den Arcus einer cyklischen Functien immer um 2, 
und also überhaupt um ein Vielfaches der Zahl 2% vermehren oder ver- 
mindern, ohne dafs dadurch der Werth der cyklischen Function im min- 
desten veründert wird; sie sind also periodische Funetionen, weil im- 
mer dieselben Reihen ihrer Werthe wiederkehren. 


$. 15. 

Wollte man Tabellen für die cyklischen Functionen entwerfen, aus 
welchen für jeden Arcus der Werth einer ihm zugehörigen cyklischen 
Function entnommen werden könnte, so reicht es, wie man bald einsicht, 
hin, die Werthe des cyklischen Sinus und der cyklischen Tangente für 
die wachsenden Arcus zwischen den Grenzen 0 und = Zu berechnen, 


weil sie zur Realisirung der Werthe auch der übrigen cyklischem Functio- 
nen dienen, und auch dann noch dazu dienen, wenn der Árcus weit über 


die genaunten Grenzen hinausgeht. Die Formeln sina = cos ( T —2) und 
' f : = - e ^ 
tang a = cot (= -— a) , welche leicht bewiesen werden, zeigen nemlici, dafs 


die berechueten Sinus zugleich Cosinus, und die berechneten Tangenten 
zugleich Cotangenten sind, wenn nur die Arcus dieser von den Arous je- 


FO 
ner allemal zu ;- ergänzt werden. 


Ist aber ir Arcus grôfser als + und <x, so dienen zur Realisi- 
rung der Werthe eines solchen Arcus Be Formeln: 
sink = sin(z—£E); cosk = — eos(z — £4); tangk = — tang (a — k) und 
cot k = — cot (z — À), 
oder auch die folgenden: 


sink = eos(F— +); cos k = — sin (k— 2); tang = — cot (E— 2 m und 


| coté == — tang (£— z) : 

Ist ein Arcus £T», aber «27, so rechnet man nach den Formeln 
sink = —sin/F— m); cosk z--—-cos(b— m); tangk = tang (£— =) und 
cot £ == cot (E — m). 

Ist cin Arcus => 3% und «27, so dienen die Formeln: 
sink == —sin(2a—#); eos b cos(25—— £5); tengl e —-teng(2a-- 7) une 
cot £ zz: — cot(2q —£). 
Ist endlich der Arcus £752, so wird man so oft 2” davon sub. 
trahiren. als es angeht, weil eine solche Verkleinerung auf den Werth de: 
Ceelle's ionenal d, M. VI. Bd. 1. Hft. 4 
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cyklischen Function keinen Einflufs hat; und da ihr Arcus dann «725 ist, 
so kann ihr Werth nach den vorigen Regeln aus der erwähnten Tabelle 
entnommen werden. — 

Die willkiirliche Eintheilung der Zahl 2 in 360 sogenannte Grade, 
wie auch die neuere Eintheilung derselben Zahl in 400 (kleinere) Grade 
nebst den Unter - Abtheilungen, sind bekannt; auch die Einrichtung und der 
Gebrauch der sogenannten trigonometrischen Tafeln. 

Von den mehreren Formeln, welche gewöhnlich in den Lehrbücheru 


der Trigonometrie aufgestellt werden, finden hier nur noch wenige Platz, 
weil sie später in Gebrauch kommen. 


a = —«) ist, so hat man: 
, (1 + sina = dcos C ie Ie 
i —sina =? (sin G3 


& e 9 , 2 
Da ferner cos + sin ~==1 und ?sin- cos == sina isk, so er- 


I. 


hält man durch ne und nn 


\co a T: sin, = y(1--smna) 
2. < 
cos — sin = T = Y (1 —smo), 
also aueh: 
rye Bad fran 1-—t sa 
u mme —À p D amet 
Quen; 2 PE //A —sina Y 
3. -——— Omm o————— = | B) — iang 7 x) 
cos = -]- sin 1-L- tang = f puma 4 
2 nos cae 
$. 16, » 


Werden die Potenzialfunctionen auf emen %rcus von der Form 
+ b -—1 kezogen, so ‚gestatten sie eme Entwickelung, wodurch sie un 


tos die ähnliche Form 444- By —1 gebracht werden, nemlich für die hy- 
perbolischen Functionen: 


Gos (a + b y^— 1) 
Gos (a— b y — 1) 


Go6 2.cosb - mines at, 
Cosa.ceosb — Einz.sinb- Y = fi, 
Gin (a + b y^— 1) Eine. cos -" Cote. sin 6. pe 1. 
Gin (a —b y — 1) Cina.cosb- Brus o, cM 
Uur die oyklischen Fumctionen erhält man die ährlichen Formeln: 


= 


à n | 
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eus 4-7 by —1) = eosa. Goó b —- sina. Sinb.y — 1, 
cos (a — b y —1) = cosa. Goss + sina. Gind. y — 1, 
sm a+ b / —1) = sina. Coad + cosa. Gin. y —1, 
sin (c — b y^—1) = sina. Gogh — cosa, Cinb.y— 1. 
Oline au: die möglichen Verbindungen unter diesen Formeln einzu- 
gehen, beschrünken wir uns auf specielle Annahmen » welche die Grifse 
von b in den vier ersten Formeln betreffen. 


js 
Setzt man 0 = so hat man die beiden Formeln: 
Cos c ++ y — 1) zz + €ina.y —- 1, 


Ein (a+ TY—1) m + €e6a.f—i, 


Wird. 5 — — at ; gesetzt, so sind die Formeln: 
Go (a dtm y 1) = — Cog a, 
Gin(a+a/—1) = — Gina. 
Für 4—5. 3 erhalten wir die zwei Formeln: 
Gog (ox a iv V —1) = uv Cina, bt 
Gina ga f—1) <= 
Setzt man endlich * gleich einem Vielfachan T Zahl Im, oder 
jos Zag, so hat man, wenn 7” eine ganze Zahl ist: 
Gos (a+ 9-nar y 1) = Cosa, 
SinfatQnayf—1) = Gina. 
he hyperbolischen Functionen zeigen also auch ein »ertodisches 
Wiederxehven ihrer Werthe bei unmöglichen Arcus, und umgekehrt fonti 
den eyklischen Fırnetionen these Kigenschaft bei emer Beziehung auf un- 
mögliche Arcus. | 
Was die Zangenten betrifft, so erhält man für sie die Formeln: 


Tang (a + 5 y -— i) = Geta, 
x # - 
Tang (okay -~1) ze Tange, 
Tang(a + $ wy -—1) = Sota, 
Sang (a zh na 1) = Songe, | 


Zu einer jelon hyperbolischen Fumetien gehören ose aurakoge wh 
eus, die sich um ein Viellaches des Ausdrucks 25 y —1 von Sinänder un 
terscheiden;, bei den Tangenter und Sarangenten ist dieser Unterschied über 
haupt ein Vielfaches von 7 ÿ/ +1, | 


Li 
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Vierter Abschnitt 
Differenziale der Potenzial-Functionen und ihrer Ares. 
Grundformeln für die Integrale. 


| Se 17. | 
" Qut 
Wenn man ee Reihe Gina = lors EIS Stans so erhält man : 
einrL)r.g9 di ga oder einfacher: 


14, 9O9G€inv-— Coóx.0x. | 
Auf ähnliche Art findet man aus der Reihe für Sosa das Differenzial : 
2 osx = Sinr. dm 
Dasselbe Resultat erhält man aber auch, indem man de Gleichung 
See re {1 Gina’. differenziirt, | 
Sitz. . 
S08 x 


2 __ Soba 0 Gino — Gina God x 
OTange —— ehe di, n 


Da werner Tange = ist, so hat man 


La 


Soba? a 
me werden die früheren Resultate substituirt, so gelangt men zu 


3. tange = qi. = Pr (1— Sang x) 
Ehen so findet man j 


ES — O05 TUM : 
- 4. 0 Goto = Sinz = — Ou (Cot xt — 1). 


Seizt man in sämmtlichen Formeln zy — 1 für x, so erhält man 
fur die oyklisehen Functionen die Formeln: 
9. sine = cosm.Ox, 
6. cos» = — sinx.Óx 


TE 
7.  Otangam -—— — mz Qu + tang x’), 
ae C08 0% M 3 {2 os 
8 Pa EL een a; 7 AS 
. Door zm m zz o-—Omx(1--eofa*) 
sin ai, 


En 


4 * HE 
Hfferanziale dor :aftırlichen Logarithmen der Potenzialfunctionen sind 
eben so emn fach, und zwar: 


9. Clog Sosa = Songax.dx Clog cosa = tance dm, 
'.  GlogGing = Gotx.dx und 8 logsina: — cotar. dx, 
il. 1o San ied 20:5 9 IT 20% 

SANE Sings e de PT gia" 


~eret men in der Formel für 3 Tog tang x, + +5 austatt x, so erhätı 
nan. 


p j BS 
12. © log tang 4 ect a tz) mu u, 


= 


re 
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$. 18. . 
Setzt man Ginx == v, so ist ov — Ge6x.Om — Ox y (t+; also 
hat inan RARE Ov 
NM (Gin = v) — Ver 
Setzt man Cosx—v, so ist Sine=y(v’—1) und dv=dx,6in« 
—=d ia 
x y (v— -1); also. dgre(Cos = v) = Yu 


Auf ähnliche Art findet mati noch die beiden Formeln: 
0 Arc (Tang m pe EL wilt und ON re (Got == nie v) = — mic 


ESF RQ 
Für die cyklischen Functionen giebt es eben so viele or nemlich: 
dare (sin =v} = pet Fe ; 
: Y (1—»v?) 
9 arc(cos = 2) = TL ; 
Ov 

0 are (tane == fd izpoi? 

: — € y. 

0 arc (cot — v) = DL 


Wenn man, umgekehrt, integrirt, so hat man: 
Qu Apu! ELS, TEEN | Q €— 
1) fre == Ore (Gin =v)--const. 2) Ve 25 = arc (sin -v) -L const, 
3) ore zzÓ9fre(Go$-—v)-]-const. 4) pode ==are(cos==v) + const. 
= | Tere t Tt) 
3:29. = Yır(Tang=v)-+ const. 6) fis == are (tang — v) + const. 


7) E == Arc (Sot ==.v)-+- const. 8) /— = arc {cot =v) + const. 
und diese acht Formein..dienen als a ee für die Integrale. Kann 
man ein vorgelegtes Integral unter eine von. diesen. Revere bringen, so 
gelingt die Integration mit Leichtigkeit. Bisher sind nur die Formeln 
(2, 4, 6, 8) also benutzt worden; wo man die Formeln (1, 3, 5, 7) 
anzwwenden im Falle gewesen ware, verzichtete man bisher auf thre Be- 
autzung, wegen Mangels gehöriger DEED der Lehre von den hyper- 
bolischen Funetionen, und behalf sich mit den sogenannten logarithmischen 
Functionen, wenn gleich die Form solcher logarithmischer Integraie fast 
aie sc hequem war, als man wünschen konnte. Wie ungleichmäßig bier 
das Verfahren der Äntegralrechnung sei, und welche Weitläufigkeiten aus 
dieser Ungleichmäfsigkeïit entstehen, darauf braucht wohi nicht aufmerk« 
san; gemachí zu werden. 


t2 


Gudecmann, fineort der botenziat- E duco ica 


Be 


ho 


Fünfter Abschnitt. 
heihen zur Berechnung der Yircus aus gegebenen 
_ Potenzial-Functionen. 


8» 19, : 
zu wählen, nehmen wir das 


Um zuerst die steigende ne 

» [dv fs; ac e TS ner a+ 
integral Jvax v == À Av(i+ nv " und entwickeln die Potenz (1 +- 

rir. in Anwendung der Bosscheung für 


nach Potenzen von 2”. Setzen wir. in 
die Facultäten von Y andermonde 
Hi 
inj A; 
Et, mt; À) «ce. (i L— FPE + Pie 


serene | 


5 
ini=n(n—1}); 
allgemein: | 77: 


[4] —n(n-—1)(n-—2): 


Ue Be Wes 
so ist nach dem binomischeu Lebrsatze 
2 


(a + by" TL a” In] 272 + Frj er he 
1° 2 3% 


‘oder einfacher: | T. 
| (esp ec? 2 en 
und also auch: : 
Aue " $e Gi 2 p* 


o vouftipheir und dann integer’. so hat man 


Wird act heiden Seiten mit © 
e 
Mr Sin m = i 
Ur (Sin = 1 Si— 35 2a--1? 
0 x len soll, so ist die hinzu- 
"v — für v, so hat man: 


p H 


denn, wann as Integral fm 
Null, Setzt man 


gufugenóe Constante 
gro (sim = v) zz 9-1) den ^ 
à 3 ^ : LEA Ze i 
D4 


v m. We 
Ya water ———.:-$77",0 v, so hat man durch Integration 


i-e 
Syr also auch arc (tang =v) zx pi o 


Ure (Zang = ps 
Lang), so ist die dritte Reihe auch als eine 


Da log Yi (ss JE mar Ure (= 


; eM ; i : , 
Entwickeluns von "gj (Et ' anzusehen; sie convergirt übrigen: immer 


da v, als Werth einer hyperbolischen "'angente, immer <1 isi 
Die ersten Gheder dieser vier Reiben- sind: 
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Jirc(einz v) = 


D 4 ¢ 3 95 0.3.5 9° 153.537 
TOS Staats 510 7 124064 
arc (sin = p) = © Le 


, 
6.8 
1 e 1.9) 1.3.5 v7 5.7 v? 
tz 30235 2.4.67 FETE 2.4.6.8" 
13 53 
Arc (Sang v) = VHS 4x +7 REN = etc 
312? 5 T 9 
arc (tang —v) == Vv -~ a + $—3 + 2 — eic. 
Man bat die zweite und auch die vierte Reihe auf mehr als eine Weise 
henutzí, um die sogenanute Ludolphische Zahl z. danach. zu berechnen, 
indem der Cosinus ihrer Miilfte gleich Null, also de Sinus dieser Hälfte. 
welcher — 1 ist, bekannt ist. Ks ist gefunden worden: 
cq -3,14159 26535 89793 23846.20433.... 
Man hat ans Zahl mit mehr als 150 Decimalstellen berechnet ange- 
geben. 
$0020; 
Eme Reihe, welche nach steigenden Potenzen des (byperbolschen) 
Sofinus fortschritte, würde unnütz sein, wenn man sie auch herleiten 


tónpnfe, da der Gofinus immer >1 ist. Aber der Ausdruck | FE pem 


ofrc(Go$ — 1) + const. kann nach einiger Umformung cbrauchbar sverden 
zu einer steipenden Entwickelung. 

Setzt man nemlich v=1+ 0, also Quz Ot» und vei = tw wt 
== w(2 +1), so hat man: 


"frc (Bog == 1 +) = fe 


as 
md da je iw St (3) "ist, so ist: 
Are (Coe == 1 roue = iS m aK iram TUNE dw. 
Die Integration giebt: 2 
| fui 
U oe X2 j : » 
Hr (Sog == 1 E n = dum. Dei)" 2 Uw, 


weil die Constante wieder Null ist, da das Integral für 1-i-:5 — f oder 
20 = 0 verschwinden mufs. Man kann dic Reihe auch so sebrethen : 
Sos eel fV 


a 5e x =f ; 2 Y Q(Goea —- 1), 


yd i. Guder mann, Theorie der Potenzial - bunctioner. 


und da Gréx—1 = 9 Gih © 5: so.hat man, nach einer geringen Eebiies: 


„7 
g SS 
welche Reihe mit der ersten im 6. “49. wieder zusammenfiüllt. Im An- 
hauge wird aber noch eine von den vorigen verschiedene, steigende Ent- 


wickelnper hergeleitet Id 
DUO EE 
Reihen mit faHender Antares der Glieder, welche brauchbar 
sind, gestatten die hyperbelischen Gofinus nnd Sinus, nicht aber die cy- 
klischen, Da nemlich: 
(1? 41) — — + ST -i gy (204%) | 
für «>0 ist, 
und (v—1)% = — + S(—1) Fil oe 


io bat man durch ded nach vorhergegangener Multiplication mit dz. 
9frc (Cin — v) = const, + logy —$[—431-57- YEA für « 70, 


Ave (Cos — v) = const. + logv — S (1) [— 1. - für 0. 
Entwickelt man aber die Formeln: : 3 
Are (&ín — v) = log(v-I- v (v* 4- 1)), 
Ure (808 = v) = log (v 4- y (v? — 1)), 
so findet man zum Anfangsgliede beider Reihen log(2v) =log2-+ iogv, 
so daís also in beiden Reihen const. — lg? ist. Man hat also 


G für «> 0, 


& am 


Are(Gin = v) = log(2v)— S[— i. 


fur « 7 0, 


9fic(Go$ = v) = log (2Qv) — is (—1)" r-J. 


Die ersten Glieder dieser beiden Reihen sind: 

! LU i 13.51 135. Ds 7133729 
Re ow er dec AA ANS 248 ur a0 A 
a 18 1 445.5240 3 05 

Ar fein leg) 4-7 n Zu det T 246 Got D468" gs 
Sie sind séhr brauchbar, wenn v eine beträchtliche Grófse hat. Man kanr 


aus diesen beiden Reihen eme dritte herleiten. Setzt mar nemlich: 


et 
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Gin +9) = (fx, 


so findet man 


17% 1$51.3.5.7. 9 10 | 
AN tr (u) hid 2:16 8:10 :10° sr) + etc. 


zum Ausdrucke der Zahl, welche man dem Arcus eines hyperbolischen 
Gofinu$ moch zulegen mufs, damit der Ginus des also vergrifserten Arcus 
dem gegebenen Cofinus gleich komme. 
Der Ausdruck 
11.5.5 1 1-.1.3.5;:7..9 


1 1 
gu Dg a ee) Tg 3 °2.4,6° (ai) m, 5 °2.2.6,8.10° (do ete. 
gilt für die Zabl, um welche man den Arcus eines gegebenen Sinus ver- 


mindern muls, wenn der Gofínué des verkleinerten. Arcus dem gegebenen —— 


Sinus gleich sein soll. 
Beide Reihen convergiren in der Regel rasch, und man sieht daraus, 
dafs d immer desto kleiner ist, je grüfser .æ genommen wird, 


S bon rec" Abschnitt | 
Dillfrenzen der Arcus der Potenzial - Fünctionen. 
| & 22. | 
Bei der Eutyriukelung der Differenzen der Arcus der Potenzial- 
Functionen kommt Vieles auf die Herleitung der höheren Differenziale des 
Arcus der vorliegenden Functlon' an. Es sei Arc(Zang=x)=k, so ist 


c — Sangb, und wenn x sich veründert und etwa das Increment A» rr 


nimmt so geht £ über in Er Ab, Nach dem Tay lorschen Satze bat 


mau dauni . "rr TUE 
2c? sn 
Ak = or. No mt 57 HE SE 3 + ete. 


oder | Arc has 
we | FAR SEE. 
Da nun aber | = Hog TEE 2 oder 24 = log (i $2) login) ist, SG 
hat man: 
E e. "en BEER (+. x), 


Differenziirt man also odi (r — Prmal naeh einander, so erhült man: 


93 o Er: M + day 
Nun ist aber x — Tang b, D oua = (Gog E— Gin)”. étre Gogh” 
und (—1) .(1-4-x) —(—1) . (os A+ Cin) ". de —1) .e 7. Cos h’; 
/. GCrelle's Jonvnal d. M. VI. Bd. f. AR. z TOM 


M 
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also hat man: | rs 
Ao T à Ces LA Ca —( iy, ery, 


Der Ausdruck läfst sich TH weiter zusammenziehen, wenn man zwei 
Fülle unterscheidet, je nachdem 7 eine gerade oder ungerade Zahl ist. 


Ar 


148 LJ : 9 k ds “ , " 
4. Für ein gerades r hat man == = (^-—— 1» Fos fe, Gin (rk). 


Yq. 


oe ® " k Ns s se ee 
2. Fur ein ungerades r hat man = = (r--1y Cosh", S06 (4). 


in Anwendung dieser Resultate giebt die vorhin gensnnfg Taylorsche Bethe: 


5 


^5 um (SER CS a NX Sin? da € + FR ER A3 Sois, SA Hr 1-3 AT 
“ace Gosh. {Cosh Aang k) “+ BR - 806%. ZA Sang k)* + g 208 Ke Azang AL + etc 
in zu der ‘hnlichen Reihe für die eyklischen Functionen zu gelangen. 
seize man nur Ay -—1 für A, v die Reihe ist: 


sin 2 | cos 5% 


E (cos k.Aiangk it - (se: X. AA teng KV dete 


Um die übrigen vorgelegten Aufgaben zu lösen, muís man die hü- 
neren Differenzialverhültnisse von (1? + 1) * perce Setzer wir 
Lov (v? + Ay * : : 
so ist 22 + À iv = (D + À UY + ky *, "nd wird dieser Ausdruck in eine 
Reihe nach a Potenzen vou Av entwickelt. von der Form: 


Lm eos. (cod. Ata ngk)* -— 


a--a.Av--a. Aula) Av ta. Au veces SO ist: 


r 4 e w 
a SS 5 ZEN 
p CR 


Die wirkliche Entwicklung giebt aber: 
1 [14 
w+ Aw zSI-w-4g Qu ua, 
2 | 


and wird auch noch die Potenz (2v + Av) weiter eacwickett, so hat man: 
E! 9^ Ww 
* B gi 


a à ay . i " 
LS[—i le Mis y* (conditione? &+ß=r) 
>53 4: k 
Dieser Ausdruck Eesti Re: noch manche vereinfachende Abänderun- 
zen seiner Form. "Zunächst ist klar, dafs jedes lied desselben für a 
lei 
gleich Null ist, und man also sogleich WIS. für a setzen dart, wodurch 
die B Bedingungsgleichung at G N net+?ß=r übergeht, so dafs nach 
ber «-F3=r-—:ß ist. Man hat hiernach: - 


i o'w di Qv)- 
Dove (lol: PER 
r''gv em p^ (wehrt 
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: OPE UH 8 : E. NA 2f 
E oco ui und [7] {r---2])=[r] ist, so hat man: 


" Y } (0 yy 9? 
acm = spi FY. ER 
n us . X E ax AE i n es Aap 8 
Da endlich 1731 s z1l Nie ii ga. p] ew (rubi) 3 | [r—- i, und 
5 * NS aah al i. c j | 
&iso Flick wärts [— ij= l—31:(—1; [r— i! ist, so hat man: 
lx cS p S(O CE d dy e 
9 ru PNE. “(ot py rei 
$24. > 
Le ‘Ow ig 
Setzt man nun = +1 und v= Sink, SOS ee ut ee 
| MEC, 
Er ra Sin x9 — San "28 
i*--1-— (60533, und also ——7" == Rn. ln 
+ * (v*4p4)- 98 7 Gos CUT 9m Gi mie. Werden 
diese Werthe subsiituirt, so hat man: 
2 0einnzH",, 28 Fang "TE 
arth m CE) 21a]. Sy [rf Ser. 
8? PX Ir — à] 
Die ersten Specialfálle dieser neuer Kormel sind: 
^ E o Sin k 
ig Sosk ? 
TOU E Mr 
dk = Hits SER 729 E Taig hy 
aes AGINKY je 202. i 1 
[6] = Prof 08 f )-jSenaA* 1.3° E 
LAE 9 Gin AV 5 9.2 Xangki 
c a — 1,3.0. C God Kk ) {une ie — XE Ed: o cam fs 
"TEN 9 Sink A it 4:9. Rangk?*, 4.3.2.1 ii 
= +13.57. (57).[Ranpét— Fs BC SES Ad, 
A *" PY 5.4 PDA k? , 5.4.3.2 angry 
[6] k — —1.3,5,7.9. ETE L] Tan ang“ 7 1.9 Free er 9. "T E ja 4 
a 0 Zin)’ te 6.5 aigles, 65.48 Gangs 
Oh == +-148.6.7,9.14, (s dee Ti 2. D 121L9: 21 
DT 9.4. 3.2.1 1i 
1.2.3.11.9.7' 235° 


Diese Werthe inüssen endlich in der Formel: | 
Ok ^v Ok Av? , dx Avi 
AN k: == 9k +- E "YT Cx AU + Zu + eic, 
1 ‘gv? 7v ov? 1492.5 
Substituict werden, um das increment des Arcus in eine nach Potenzen des 
ineremeries seines @inus fongeherde fteibe entwiekek zu haben. 
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Setzt man eben so k==—1 uud v= Gosh, also uv’ Lp A— Gink, 
vr Cosa? Got 27-77 


so ist (o? (ve Gin x Sin kr ? und man erhält einen Aus- 


druck . welcher sich vom vorigen nur darin unterscheidet, dafs Got für 
Sang A und Sink für Gogh gesetzt. ist. | 


Für die cyklischen Functionen lobt es analoge Formeln, die man 


auf der Stelle 'erhält, wenn man in den vorigen Tormela nur Ay — 1, 
statt des Arcug A setzt, weil das tee aus den Ausoitichen von selbst 
. wegfällt. 


Siebenter Abschnitt. 
Differenzen der Sinus und Cofinus, 


un 
he eine Rane von Ginus und Gofiius für gleich unterschiedene 
atecus zu berechien, giebt es mehr als em Verfahren. Die Formeln: 
Gos (a I- 2) Æ os (a — 5) = 2 Cos a. Cosb, 
Gin(a + 4) + €in(a —2) = 2 Since. Cosb 
geben, wenn man @--d für a setzt, die beiden folgenden: 
Cos(a+ 26) == (2085). Gos (a -- b) — Cosa und 
€in(a +20) = (26095).€in(a +b) — Gina. 
Daraus folgt: 
Gos 3k — (2 Co8 k). Cos 24 — Gos Á Gin 3h — (2 Cosk). Cin 24 — Eink, 
Cos 44 = (2808 k). Cos 3A — Cog 24 Gin 4k = (2 Cos k). Gin 34 — Gin A, 
Gos 5k== (2 Gos À). Cos 4h — Cos 3h " Gin 5k — (2 Cos A). Sin 44 — Cin 3A, 
Cos 64 zs (2 Cosh). Sos 5A. —— Cos 4k Cin Gk — (2 Cosh). Sin 5k— Sink, 
‘te Be We E : ; le Se We 
Nach diesen Formeln, welche auch für:die eyklischen Functionen gelten, 
kann man nun wenn man will die Sinus und Gofínus von Arcus, welche 


immer um k von Null an wachsen, recurrirend auf eine wie man sieht 


ziemlich einfache Weise berechnen.. Als vor dem Beginne dieser recurrirenden 
Berechnung bekannt, wird blofs Cosk und ©ink angesehen; denn man findet 


daraus 60624 == (2 608 À). Cogk— Go Ok und Gin 24 (2.808). Gink—SinOk - 


oder os 2k==2 Go6  — 1 und Ein?k=2Eink.Cosk, der Regel dieser re- 
currienden Berechnung gemiils. 
v. 26, 
Auch unter den höheren Differenzen der Ginus und Cofinus gieht 
es eine sehr einfache Beziehung. Da nemlich: 


M 
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QoS (x 4-2. A x) = 2084 Ge (wr IA) — (sr, 
so hat man, wenn man von jedem Gliede die mte Differenz nimmt, und 
dabei Aa, also auch Cog A x als constant ansieht: | 
A" Gos (x -2A 2) = (26082). A" Ges (x + Ax) — A" Got. 
Nun ist aber, wenn unter Ox irgend eine F unetion von x verstanden mie 
den Regeln der So Sapna F5 si 
AP @ (at Aa) = AD + A™ Ox wid: 
LA" Q (x T2Azx)- Anes + 2A" Pat Artor, 
so dafs nun auch 
A” Sos (x + Ax) = A^ Cosa + A"t"'Go$z und 
AN" Go8(x + 2A x) = Arlose + 2 AP Gos x + AH Cos x 
ist. Diese Werthe substituirt man und es entsteht die Gleichung: 
A" Sos x +2 A"*'Gos + Ant? Cos x 
i = (2 608 A x) (A7 Cot ac + AMF Cos x) — A" Cosa. oder 
A"? Gog a = 2(Go8 Ax — 1) £t. Cos2-- Amt Cos x). 
Da weiter. 2(C08Ax—1)= 2.2. Ein; Az = (2Ging Asx) ist, so ist 
die Formel 
AMF God y = (2Gin7 Ax). [A” Cos ax 7 Art Cos xl. 
In ähnlicher Art erhält man aus der Gleichung | 
" Cin (x--2Ax) = 2806 Ax). Gin(x + Ax) — Sine 
die formel: | | | 
ATP Sina = (2Gin2 Aw). {A7 Gina + Art Gina}. 
Die analogen Formeln für die cyklischen Functionen erhält man, wenn 
man xy — 1 statt x und A x.y —41 statt Ax setzt, ‚nemlich: 
A" cosa = — (2sinl Aw). {A” cos x + A” cos ar} und 
LE sing = — (2sing Aw), ÍA"sinx + A” sinxj. 
. Nach diesen vier Formeln können die Differenzen der Ginué und Gofints 
mit Leichtigkeit berechnet werden, 


| | $. 27. 
Uni aber auf unabhiingige Weise irgend eine hühere Differenz des 
Cinus$ oder Cofinus anzugeben, müssen die Regeln noch hergeleitet wer- 
den, Bekanntlich ist die höhere Differenz A"e* = e*(e°*— 1)", und da: 


.et--e-* e*—e* 


Go8x — und. Gite = -——— 


ist, 80 findet man: 
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5 e* 'eót __ 1 ther? AX. ys 
A” Gog x = erie” RU $e 


und 
X f ux m Xp 0x . NC] 
LÉ Ent ee ze te e— 1 Dp ud pane 1 
oe were JA sae 2 ] um 2 


Diese Ausdrücke lassen sich aber noch viel. umformen. Denn du 
= Ss Mae + GnAgx, ae ei = I Ar— lj + Gin ^m 
“Sin [Aa + 2 6ini da ls! Ar 2SingAw.e**, und also aueh 


—-— ^x 


FR 
D à  # d { 77 — AK e yr ces V ry 
e*t j"-—(26€6inz4x).e* 4 so wie (e $i [^ -—(—26ini Ax)".e 


ist. so hat maii: i 
+ xt? Tax 


AU Sate — (26m! ! An)”, CEA TT TCI und 


| (un uni t) 
AP" Ging = (2Ging^x)". —— ah 


Nun wird man zwei Fälle unterscheiden, je nachdem m elne gerade oder 
augerads ganze Zahl ist, 


Woon nemlieh 77 eine gerade Zahl ist, so hat man: 


: ; NEST, ; à 
A" ose = (2 Sinz Ax)". 005 (a + aan) and 


A" Ginx = Q GiniAax)". &in( x-- # A x). ’ 
Wenn 7 eine ungerade Zabl ist, so hat. man: 
A 2 OUT A Mm (v Lj. € 
A” Cos ras N Sin} Ax)”. SIE +. Ax) ui 
; — Vue "m 
A" Ginz = 9eniA^x".Gc (x + — Ar). 
Für die eyklischen Fuuctionen werden die Korinein fas noch. ein- 
lacher, Denn man erhält hier: 
° m x EZ N 
a( ons id AT t2] com von“ er oe il j 
eu GOS x = (2 sin Ax) X | - ot Sa NO à 
(Qu — D". e bon Pi Ae im p ln 
rae vo 
E * d 5 : m - x 7 iw : —4 
weil ‘Gini Axy — 1) iem dod v (Qf Lay di — finn to (f~¥— 1) , 
also auth C- 17", (10) == D" ist. 


Sa ZO i sin +? À x) 


DON i 1 


: ‘ =~ 1 
Da aber weiter ¢? 7 = eos = e + en Y*—1zy-i and e? 


=(¥ —4^" ist, so hat man auch waiter: 


— 


PELA 
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UT 


= m i: 
(eq Pat ey gift a Deo Ax 4 mr} NAN 
i [ y, 

2 £j 

(se 20x Ur a -5 ~ xe Aveo ae 3 


A*coss = (2sin} Ax)” Ak 


1 * À en 
uad wenn man hierin an die Form in RER ee tahren 
fist. so sind die einfachen Kormeln: 


A” cose = (2sin Ax)", cos (x 4- m. ae Mm x} 3 


n * PUMA t I 1 S T 429. à FI VAS x E 7L 
A" sin x == (2sn3Ax) .sin (a m. Sms). 
Die Dilfereazenverhiiltnisse sind also: 


zy" £08 æ sink x f AD À 7 
a E zal » COS (x + M.— +m. =) und 
(XX ae” mix 7 3 2 2 
24" 8111 aee sae ANS Ax "c 
= Aaa (S —) . Sin (x + n, Aur + Me 3) e 


Geht man also zu den Grenzen über, indem man Ar= 0 setzt, so er- 
bolt man: 


om cos a in a 

Bir D = cose! 2 n 
Q" sind f mm 51V ^ 
cdam sin esa 


als aligemeine Formein für die höheren Differeuzialverhiltnisse der (cyküu- 
scben) Sinus und Cosinus. 


Achter Abschnitt. 

Beziehungen zwischen den Potenzen der Binus, Gofinus und 
Tanguiten eines gircuó und den Sinus, Eofinus und Tangenten 
des vervielfachten Mrcué, 

§. 28. 

Es ist nicht selten nothwendig, Potenzen von Sinus and Gefinus in 
Ausdrücke umzusetzen, welche bald nach Sinus, bald nach Gofinus ver- 
vielfaehter %rcus fortschreiten, und namentlich in der Integralrechnung ist 
eine solche Umsetzung oft vom grüfsten Nutzen, indem gerade davon die 
Integralität eines vorgelegten Differenzials abhängt. Der binomische Lehr- 
 gatz, unter der Beschränkung auf solche Exponenten, welche positive ganze 
Zehien sind, reicht hin, die gesuchten Formeln herzuleiten. Es ist 


42 i. Gudermenn, Lheorie der lotenziai- f'unctionen. 
7 a ae s : 
(a +b)y = 5 a] a“) = S Lei (a5)",a'—^ und 


(a+) = § [jar be = S Ir] (eb) 
Beide Reihen brechen ab, Sell nach der ner s n eine positive ganze 
Zahl ist, und die Facultät [ n] == 0 ist, sobald a>n genommen wird. 
Setzt man nun «— Gos k ]- Sink=et und 6 = Çosk—Gink=e *, 
um diese Werthe im Ausdrucke 
(a+ 5)" == Sin] (a. b». 
zu substituiren, so erhält man — miles} 
ab = 1, a+b— 2 Co8k und | eds == Cos(n—2a)ks 
und also 


ta "pr ae 


I. (2 Go E = Stal S08 (n— 2a) ke Mie 
Diese Formel kann noch zusamm ege gezogen werden, wenn man zwei ; Fille 


unterscheidet, je nachdem 7 eine gerade oder ungerade Zahl ist. Setzt 


man zuerst 22 für 7, sohat man zunächst (2 6684)" —.5[2 AT Cos (n—2).2 k. 


a? 


Das Glied für c cH jst [27], denn QU 1. Zerlegt man daher den 


Ausdruck in drei i Theile, yp man 2—~« statt a setzt wenn a0; nia 
statt c wenn 4750, und «t=, so hat man: 


CRUISE S [Qn] n| Craft + [2v] + S[2n} "Cob — Lak 
hc ane Ga} 
Nun ist über PIE == [2nd und né 2a = seda; folglich hat man: 
(TETE CR C 
2. (Cost) = [2 zl pel Spa] Cos2ak, für «470. 
Gy 


Wenn hingegen der Expinent n ungerade ist, 80 giebt es kein mitt- 
ieres Glied des Ausdruckes, weil die Menge der Glieder in der Formel (1.) 
dann eine gerade Zahl ist, und es gilt für diesen Fall die Formel: 


 (2Gog 5)" — 2.8 [2n-I- 1CosQa+ 1)t (cond. a 4- 2 =n), 


Dieselben Formeln gelten auch für die eyklischen Functicnen, nur 
muls durchgehends die Vorsylbe Go$ in cos abgeändert werden. 


PEN Ev 
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is a man die allgemeinen For quus so hat man die Ausdrücke: 

Cost = i GosQk-+ 1 I, 

Cosh? = 4 Sos3k+ 3 Goo E, 

Cosk* = & Go64k-- 3 Cos2k + 8, 

Cosh? = ys Cog 5 k + is Cog 34 + = Cos k, - 

Cosh? — xy Cos OK + Ys Cos 4k + 13 Cos 2 Fr, 

| Cosh). = vs Sos Tk 7 Gud 544 34 Coe 3% + 2S Cod A, 

Sos ho map os kA Jy Gos 6E -b J, Goa AE 4. TC 2k + 5, 

Gosh? — Go 9 -d- 3456808 74 + fy C08 5k + 23808 3k + SE Co k, 

Cog k” EN Sr. 3589 6t -- 23609 47 + 12 3G06 2 5, 
U. 8. W. 


Um ähnliche Ausdrücke auch für. die Potenzen der P herzulei- 
ten, HER ebenfalls der binomische Lehrsatz in der Form 
| (a—by — S(—1)"| mi (ab arte, 
und da a)" = (—1)",(b— a) ist, so "hat man auch: 
a = Scop enr, 
und also durch Addition: 
a n—4920 - n 12n—9a 
egal == $(—1) [2]. (a à)" veau en, 
Unterscheidet man also schon- xem zwei Fille, je nachdem 7 eine gerade 
oder ungerade Zahl ist, so hat Balz 
("= S(—1)"[ 


ei egi 


Werden nun wieder für a und 5 die Werthe, wie in $. 28. nett so 


entstehen die Formeln: 
Q Sink)” = S (—1) [2 n Gog (n—a) 2k, 


ry dni d 
mu (ab), 


nous |. 222-9261 
LT (ab). 


(2 Gin)" " = S(—1)* ett) Gin(2n—2« 4-1) 
weiche ebenfalls noch w 'eiter zusammengezogen werden kónnen; nemlich: 
(2 Sink)” == (—1) Bai S (1) "gal Vesta für a >> 0s 
QS? = Ss 1) a4 j Sin Qe +k (cond. (a4- 8) 
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Diese Formeln künnew ebenfalls leicht in die für dio oyklischen Functionen 

geltenden umgesetzt werden, und die ersten Speeialisirungen derselben sind: 

Gink = % Co82k— ?, s 

Gink = i Gin3k— i Gink, 

Gini’ = i Gos 4h-—- 3 Cos2k-+ à, 

Gink = J, Gin5k— 4, Gin 3k+ $ Gink, 

€in 4^ = P Gos 6k— is Cos Ak 33 Cos 24 — is» 

Gink = 77 Entente Gin Sk + 34 Gin 3k — 22 Ciné, 

Gink’ = 74806 8k — Je CosGk ¥ vr Cog 4k- - F7 Cog 24 + bs 

Gin k == 414 in 9k —.25 Sin 7k-+ & Sin Sk — Ein 34 42 

Gin he F-80610 —- Hz Cos 8% 3.43.0066 in 23 Gos ak + 
ida So Wo 


Fat FN 


athe 


$. 30. 

Aber auch umgekehrt Kifst sich der Ginus und Gofinug eines ver- 
vielfachten 9c durch Potenzen von Sinus und Cofinus des einfachen 
Arcus ausdrücken, HE 

Da nenlich: 

(et) = (6 08 k +-Gnk) zc — Goenk + Einrk und 
(et) == (Eos k—-- En = et €ocnk-—Ginn&á 
ist, so hat mau dureh Addition und Subtraction : ! 


Ces nik = (£08 & + Gin x" + En S93 k ~~ Sink)" ’ | je 


Th 
Sinan ENT Sie - gie Sink)" 
Nach geschehener Entwickeluag hat man dli Ausdrücke: 


Í Gognk == = SET Gosh, Gin", 
EM 


2, Ginnk — Sfr | ; &o$ jte Sin pe y 
Man kann ihnen such folgende Gestalt geben: 


€ 08 5 Á zzz (Cog 1)", [2] «Lang ^ und yielded sadi Sfr |. i Tang eer. 


lg (22)? Geh) 
woraus für die Tangente fotgti. |: 


Rangnk zx (S1 in] ZN (3 In“ 7 Lang jet), 
(sa) [CT ENT i) 


Auch diese Formeln werden in die für die cyklisehen Functionen gelien- 
den leicht umgesetzt, indem man nur À V — 1 für den Mrews À setzt, und 
aus: immer ab, ds der Annahme gemäß » eine positive ganze Zahl ist. 


4, Guderman n, Theorie der Potenzial - Functienen. 35 


Rie ersten Specialfalle der letzten: Formel sind: 


Sangh — je 

tui) m URSI c 
Rough = To ong + Aa 
Zangok == En apr p Pug s 


Us. S. We 
Diese Ausdrücke lassen sich übrigens auch leicht, recurrirend "vermeh- 


ren; denn es sei Zanazk =} und $ana (24-0 A =, so ist bekanntlich 


Sang nk-- Tang k IB 7-454 tang kod 
"a jns ME taro) RER PER Nil" B o0 = tn es age » 
Zang (2 +1)k = 1 + Sang nt. Tang k? und, eis g-fp Tangk oder 


P= pd-$s€mgk md Q = # d p Zengk, 
nach welchen Formeln die Rechnung, wie man sieht , sehr bequem ist. 


§. 31. 
Die Formeln (1. nd 2.) des 6. 30. haben die Unbequemlichkeit, 
dafs sie nach Potenzen des Ginus und Cofinus zugleich fortschreiten. Brauch- 
barere Formeln leitet man aus zwei arithmetischen Theoremen lier, nemlich: 


ao" mm 8(—1) —— [— s] (a 4-8). (a bY*, 


ny. An oe! | 
sud Lais S{—1) [nel fe), (ab), 


a—b 
Beide Ausdriicke sind geschlossen iat dürfen nur so weit fortgesetzt wer- 
den, dafs n—2e=0 oder — +1, nicht aber negativ werde, Sie gol- 
ten übrigens, es mag 7 eine gerade oder ungerade ganze Zahl sein. und 
ihr Beweis fällt nicht schwer. 
Setzt man a — Gosk-+- Gin, bz Godk — Eink, so ist a. 5 =, 
q-- b 2606, a—ba=2Gink, abe 2Go8 nk, qi $126 n(24-1); 
und werden diese Werthe substituirt, so hat man auf der Stelle 


1. 2G@eenk = IV an a Q Eve} D 
= 


n—4A 


^ Gina ik. uox F od Pr; ae arme 
2, SEE = SI) i-a. QE, 
5 + 


a 
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“und auch diese Reihen werden nur so weit fortgesetzt, dafs n — 2» nicht 
negativ wird. : 
Setzt man vor der Substitution —5 statt 5, so muís man zwei 
Fälle unterscheiden, je nachdem 7 eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
1) Wenn n eine gerade Zahl ist. 
‘Dann geben die Formeln 
aq mt r—al (a— 5)". (ab) und 
ant al on 
a "Tab = 
durch die Substitution a 2 Gos E + Sink und = Seth — Ein die zwei 
Gleichungen: d 


= Sin—al Ta; (a by 


i 


3. 2%srk 


808 Nk æ * | an 
un "= seal. (2 Gin 4)” 


2) Wenn 7 eine ungerade ganze Zahl ist. 
Dann geben die Formeln 


Qt > 6" a= [nal (a — y^. (2b)* und’ 


Ane]. Q Gem, 


4. 


nir peti W 
M i = Sie] (7s (a), 


a> Y = "did NP 
ec RG0rn hes s.n. fais) 4G p Li 


23 N 
FE rit 


eer k = "tis rr EE 
5, Py UT oe Sfn—a].(2Gink) . 
. . Wenn man die Gleichungen (1,, 3., 5.) differentiirt, so erhält man 
drei andere, welene mit den Gleichungen (2., 4., 6.) fast dieselben sind, 


uud auch dari üubergehen,. wenn man m ianen die Zhi 2 uue uini Eus 
TR HIA 2. 


SERIEN 


NV 

Die Berechnung der Vorzahien' in den Ausdrücken (1. und 2.) des 

$. 22. wird durch ein recurriréndes Verfahren erleichtert. Man setze zu 
dem Ende: 

Li 4 " E: " a ^ 3 

Cosnk = S(—1) D(nja). Sok, 
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so hat man, weil Cos (2+ 2) k (2@6h). Cos (n + 1) k — Gos ak. ist: 
à sid (—1) Q (n 4- 2,2) Gog Athe 
e 2.8 (—1) €(n 4- 1,2). Chr — S(— 1) O(n, a). Kock” ape 
und also: | 


$(n 2,7) = 29(4-1,7) - Q(,r— 1). 
Diese Recursionsformel lüfst an Einfachheit nichts zu wünschen übrig; in 
Anwendung derselben findet man folgende Ausdrücke: 
rk 2Co84— 1, | 
Cos3k— ACosk— 308k, 
Qog4k =  8GosA'— Cosh 1, 
Go85 kz— 16084 —  20Q08272-- — 5 Get, 
1. Cos Gk = 32Co8k°— 4SCos% + 18 Coek*— 1, —— 
Co87k— 64C05k’ — 112C062 + 56Co8k— — 7Go8 £, 
Cos8k — 128 Cos JP — 256 Cosk° + 160 Coski— 32E084 + 1, 
Cos9  ——256 Cosh? — 576C08k47+L 432 Cos 4 —120C08 + Eos x, 
Cos10k = 512 Eos k"— 1280 Cog 75-1- 1120 Cos Z^— 400808 £*-1-50G 06 P—1, 
Us S. We ; WO eee 
Da nun die Formels, (3. und 5.) dieselben Vorzahlen haben, so ist auch: 
Cos2k =  2OGinP-L 1, 
Gin3k== 4Gink’+ 36ink, 
Cosdk— GSint + SGink+ 1, 
Sin5k= 165in + 20€in7-LF 55ink, 
Cos6k = 32Gink 48G€inE-- 18€inE- 1, 
VGin7k=s 64Gink + IS + 56Snk+ T7Onk — 
Cos Sk == 128G in^ + 2S6Ein AL 160Sin# +. 32Sin/e-+ 1, 
Qia9 k —=2566ink + 576€inZ-- 432Gink+120Gink + ISink, 
Cosi0k = 512 in" - 12808 £ 4- 20 in 4° +400 Sin LH S0Gin £T 1; 
Us S. We Sdn | 
Die Formeln (1.) gelten unmittelbar aueh yom den eyklischen Cosi- 
nus, und man hat nurfülte Vorsylbe Css in cos obzuündern, Die For- 
' meln (2.) aber, weiche Sinus enthalten, bekommen abwechselnde Vor- 
zeichen. So erhält man z. D. aus dea beiden letzten Formeln, wenn 
ky —1 für k gesetzt wird: E | 
sin Ik — + 256sink? — S576sink’4- 432 sink’—120sink’-++- Is, 
cos 10k == — 512 sink’ 1280sin 6— 1120 sin A*-- 400 sin 50 sin K'-T- 1. 
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G3 


$. 33. 
Will man in ühnlicher Art eine Recursionsformel für die Berechnung 
der Vorzahien in den übrigen Ausdriieken herleiten, so wird wen- rye 
Ginnk = €ink.S(—1) Q(n,a)Gobk" "7, — 
und da ins 2) b zum T 1o dos i Sin ça + 1)k — Eink ist, so hat man: 
ore? - Gink S (—1) Q(n-- 2,0) Seg emt 
= 26ink. 8 (—1y Q(n--1, a) Cos — Gin à. 8 (—-1)" O(n, «) Gosh t", 
dior Amel: ; oy i jr - 
er +2,r) = 2.00 4-1, 0) + O(a,r—). 
Diese Formel stimmt mit der in $. 32. gefundenen völlig überein, und die 
Vorzalilen den also wieder die verigen werden, wenn die Rechnung 
nicht mit anderen Eiementen begonnen würde. - Die berechneten Aus- 
drücke sind: 


 (Cin2À = Oink. (2Coek), 


End, =Eink. (AGE 1), 
lends =m kt (Best A os E), 
[Est = Bink. (168csk— 12664 D, — 
PSin6k Ol, (DEE ZIEH 6G o8 A). 
14 Sin7k—= Gink. (64Enek’— ROCosL + Ash 1), 
[Gin8k =Eink. (12855 1 LICH + BOCK BCosk), ^— 
leno: kz = Gin le. 256Cos I? — 458€08 K+ 248C08 ht — AOS osk*+ 4), 
aL: (512888 Wr dava p a od [GOR 08k? 4- 106 oe k, 
Us B. 9 9 


Da nun die Formeln (4. und &) des $. 31. dieselb à \ orzahten haben, so 
hai men noch: 

GinQk== ek (?GinA), | | oe 
So Sh me Bodh. (AGinEL — 1. 

SinthkexCosk, (SGink+ 46m), 

Ses SA een Goch. (16 (ni^-- 1EGinf+ MN, 

Gin oC. (32€mA-|- Win Gen, 


¢ 

Mayen ke Vos. (64 mA -- EB, 
| Sin Rk esaet (1086, int’ 1928 K + 80€ in 4- RGinw, 
Sod Ok em Con ln 45 8G in 15-248 init --- VERF 4); 
E unit TM uo ok. (S12 Sin i034 G iri’ +688 Sin urget avi 108 nB, 
i us 


diese Formeln können leie hi auf die cyklscheo Functionen tibertra- 
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gen werden, wenn man Áy^—4 für k setzt, TE bemerkt, dafs Œin(k y —1j; 
=(sink).y—1 und Ros (ky — 1) = cosk ist, 

Um das Verhalten der hyperbolischeu Sinus, Cofinus und Tangenten 
an einem einfachen Beispiele zu veranschaulichen, nehmen wir wieder zum 
Arcus, A den natürlichen Legarithmen von Zwei, wie in §.9. Um die hy- 
perbolischen Functionen eines Vieliachen dieses QYrcug kenuen zu lernen, 
könnten die so eben abgeleiteten Formein allerdings gebraucht werden. 
Man gelangt hier aber kürzer zum Ziele, wenn man in den Formeln des 
§. 9. v — 2, also logs 2zzlog2 setzt. Man erhält auf der Steile: 


2n 
Sos (n1og2) = ilie ri: 


Ed gni 1 
i FRA ic 


teo d bone also. X Tang (2 fog 2) == ie 
Gin (7 log 2) == tud zz 2 gm 
.n | ak | Soe na | Bieb _® 
1. | 0,6991 4718 0559... | À .— 03 
2 | 1, 3862 9436 1119.... 21 17 
3 | 2,0794 4154 1679 2... At, 3:4 
4 «102; 7725:8872:2239. . . . E. 741 
5 | 3,4657 3590 2799... - 16% 1543 
6 | 4,1588 8308 3359. . 32,1. 31127 
7 | 4,8520 3026 3919 ‚... 64. | 63335 
8 | 5,5451 7744 4479 ... 198,1, 127835 
9 | 6,2383 2462 5039... 256,963 2551934 
10 | 6, 9314 7180 5599... ee 5112544 
il 7,6246 1898 .6159.... 1094 div 1008487! .— 
12 8,3177 6616 6719.... 2048, 35x 20474121 
13 9,0109 1334 7279.... | ^ 4O96r 5a. - 409518483 
14 9, 7040 6052 7839... 819243723 SANTE E 
15 | 10, 3972 0770 8399.... | 160384... 1638322335 
16 | 11,0908 5488 8959.... | | 32768232508 32767131921 
(17 | 11,7835 0206 9519... | 655360,-2.4x | 635535252142 
18 | 12,4766 4925 0079... 13107 sFr | 131071222215 
19 | 13,1697 9643 0638.... 1 26914 su er | 2621431948218 
20 | 13,8626 4361 1198.... | 5242884559::». | 92428730491 


(Die Fortsetzung im nächsten Hefte.) 
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2. 
, " 
Nouvelles formules analogues aux séries de Taylor et 
de Maclaurin. 


(Par MM. Lamé et Clapeyron, colonels du génie au service de Russie.) 


Le théorème de T aylor, dans tous les cas oü il n'est pas en défaut, et 
où il conduit à des séries convergentes, indique qu'une fonction continue 
l(x), d'une seule variable a, est totalement déterminée, ‘quand pour une 
valeur particulière x — a, cette fonction et tous ses coéfficiens — 
sont des quantités connues; car on a: 


1. Fr) (ax —a) —F(2)- F(a) 7 (a) SL) fece + ete. 


fl suit d là que deux fonctions sont égales, on se pec 
lorsqu'elles ont, ainsi que tous leurs coéfficiens différentiels, des valeurs 
respectivement égales, pour une méme 'wajéus particulière za de la 
variable. 

Le théorème de Maclaurin établit le même principe pour le seul 
‘cas particulier où @ —0; mais il démontre en outre que dans ce cas, les 
conditions nécessaires à vérifier, pour établir l'identité des deux fonctions, 
'se.réduisent de moitié, quand ces fonctions sont paires ou impaires, c'est 
à dire quand elles ne changent pas de valeurs absolues avec le signe de 
{a variable, 

Il s'agit de prouver ici que cette réduction a toujours lieu pour des. 
‘fonctions paires ou impaires, quelle que soit @ ou la valeur particulière de 
‚la variable que l’on considère. | 

Si au moyen de la formule (1.) on cherche les développements 
successifs de F(x), F' (ay F'(x)...., suivant les puissances de x—a, et 
quon y fasse ensuite x — — 2, on obtiendra la série des équations: 


(ro = r@-Zr@+ ro Sg. ete 


m n 22 py (2.4)? ULP. Qa TT 
p Jr N A EE (&)-— = F(a) + Ger peg @O+ etc. 


4 Tus ^ DS ES QW 2 a vv f x i 
jee (SET (4) + ete. 


€ € 3 G * Lj Li 
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Si F(x) est une fonction impaire, on aura: | 
F(— a) = mE Id) (a), (a) = —F" (a), etc.; 
et les équations (2.) Bu | | 


Q0 = 2F(a) — ef (a) yo Ces ——a P" (a) — ete. 
Q PS s s ES m F(a) — ete, 


0 = 21%) — Z* F'(a) + ete. 
Ces équations perinettront de déterminer OHR Ce Et Cy s us. 
au moyen de (a), F"'(4),.. .. ou réeiproquement; l'élimination de 
(a), F(a), . . . , entre elles conduira évidemment à une équation . de 
la forme: 


Pos A AF (0) + BL 


2:3" 0) + MOT 
AS Bo Gus ja des El numériques indépendans de & et de 
ia nn de la fonction, en sorte ga si l'on pond F (a) = sin a, on aura: 


tanga | zn Aa Yd BT 5, ats etc, , 


d'où l'on déduit: 

à - 53 A: 
E (tangs). ET y mom nier FS C=(,- 
' cette notation indiquaut, qu'après avoir effectué les intégrations par rapport. 
à z, il faudra faire z — 0 dans les résultats. 


rs 
; fang gz) PATETE 
z=0 


Les équations (3.) donnent donc: 


, ” noQ poeti. ang z ej ane (271 
; + pes: = a 4 < on f i G 
ki (a) Fe con's (Meer 2=01,2.3....2n+1. (2), 
4. - x 
nzec 2n-F1 2n-F1 Jd 
fer) Poe E Ea) m Caii, pene à 
; Um cos 27 ! Oo zn 1z:01.2.3... .2n4-1 ( » 


Cette derniére formule donne le coëfficient différentiel d'un ordre pair (2 7), 
en fonction des coëfficients différentiels des ordres impairs supérieurs à 27; 
son identité de forme avec la première résulte éyidemment de ce quen 
peus i les r premières des équations (3.), les équations restantes soni 
composées en FUSE N, E YA (a), ©... comme toutes'les équa- 
tions (3.) le sont en. F(a), Pe), F"(a), saps 

Réciproquement: l'élimination de I'"'(a), F*(a), ,..,, entre les 
équations (3.), conduira évidemment à une équation de la forme: 
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a? L pm 6 
aF’ (a) == ¥ (a) + AF" (a) 15 + BE" (9) 553 + CF" (0) RTC + etc. 
A, B, 0, .... étant indépendant de a et de la forme F, en sorte que si 
Von pose F(a)==sina, on aura: 


QE m = 1-495 +8 


BOOT fo... 
Cina 13.3 3: T4 PE dii 
d'oà Yon déduit: ; 
‘ated Pere ; 02 ern Bo (25 zt) ne =_) dons 
Ve EP tang z=0? Oz" tang: tang ,C- Gs iangx 2-0? 
Les équations (3.) donnent donc: 


a RÀ {22} 


Mie n Be Manu?" v). 


Í ö 
art) = F(a) += tie lec : 
i 


We 4 


en... 3 

CAE MO zs | phe a) 
Cette dernière formule. donne le osëfficient diflórontiol dun ordre impair 
quelconque (2r-} 4) en-fonction des coötlieiens difiéreniiels des ordres pairs 
égaux et se à à 2r; son. identité de forme ave la premiére est une 
conséquence nécessaire de ia symmelrie des équations (3. 

Si F(x) est une fonction paire, on aura: 

Fi—eo)=#(a), £"(—a)- Ka), BEI ET 
et les équations (2.) M aho o 


== 22 7" (a &) — 


? e c€* . 


e ma 


(a 


EU (a) +; ear. a P (a) —- ee, c 


e {= depo E F(a) + CR (a) —-eto. 
0 


sm “ar (@)— ste 
Ces equations. permettront. de determiner F'{a), F(a). Ela ..., en 
fonction de £"’(a), MT (a), oto,, et réciproquement. L'élimination des dé. 
rivées des ordres impaires supérieurs au premier, doit conduire évidem- 
ment à une équation de la forme: 


(a) = Am MOAB Ss EHE; E Py 4: f" ()- ete. 
Ay By UG VA Tet des soëfficiens Duanériques indépendans de € et de 


la forme dela fonction 7, em suite que i Fon pose (4) = cosa, on 
devra avoir: 
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N a? 
TT tang o == — da Ad Ba C; ag + etc. ; 
d'ou lon decuit: 


| A= (tan 182), Le? , B (Stange), M. Co (fangs) uns 


Les M P. conduisent ainsi aux formules: 


8 art tang 2) ar pom 
y 4 — - m 
| Cr (a) -—7 cose (<= —o 1.2.3... .2nti (e), 
7; f nstrnid D 


‘ az a : qut 

aUe) gen+ tan z à 

"a (g) zm ue > + cos n (EE A en 8° ); z ER ETES) 
n=6 9 TM n | 


Lidimicadion de f" (a), F7 (a), «+. entré les équations (6.) con- 
duira eu contraira à. me équation de la forme; 
c E" (d) e P (d) 4-475 £F" (o )4 Bios @)- ln dsl) + ete. 


d HEELS sS étant toujours. des coéfficiens numériques , indépendans de 
a f^ de la nafure de ia fonction F, en sorte que si l'on pore F'{c) — cos 2, 
on devra avoir: 


ar A Bag + Cross — € 
ga AR 128,4 7 £.2.3.4.8.6 a 


7 (i À mot, a) 


tanga. 
ce qui donne: 
am — Ge pies Pot e aet OS — b graue! 1t 


Les équations (6.) donnent ainsi les fa le: 


T mr 


: { 52 = r sd 
a P = P a = bana. t 3 me Rak. ri i5 open) 
1 (2) ( ) +5 A “Oz UM d 12.4. Zn (a), 


i$ 4 


gen 


a F(a) = pt») d ES S ile dumm DEZ: B ordo monto 


BE (Ay, $., 7., 8), qui MET être utiles dans plasiem 
cireanitences. th: apsferv- ent Vequation (1.) em de nouvelles séries, Analo- 
gues aux series de Taylor et de M aclaurin, et qui dónrient F(x), lors- 
que, cette fonction est impatre, on paire. développée suivaut les puissance 
de (a-—a), et au moyen des valeurs que prennent pour x2 ses coef- 
ficiens différentiels des ordres nnpairs, ou dem ordres pairs seulement, 


Ces nouvelles formules sont: 
6 *" 
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OH tang z gt 
9. F(x) = 3 P ewar( T oat 7) as 1.2.3... Inti 
x L erede) p LEG) (a GE er | LH Cr "CE i 
sr (a e Go 
—|F (à)* Cm + Fi (2); Cri + À * (a) " Cr si 5 ie etc]; 3 


10.. F(x) = Lo+r os re) CE 5” 4 Et ete.] 
— L Ina) 22 4 Fra EE + ete.] 


an = 

nm da Vi 

> cos na tang z a?” 

D sedi mn v : mr. ca SLES arco ENS 

EP 1 : „an € 9 
% Honk M Jamo 10250-0280 


xL {a ): edm A d XM 2 2 "+ ete. ; 


lorsque F(x) est impair, et: 


11. F (x) c B (a) £F" (o) = RENE + MO at + ete. 
M nd Qon Aus y d 
— 2 cos (= re Pay 
(274-2) (a=— 2 ac (ent), 2 — £ 
x PQ) 4p portas) ST. + ee]; 


12. F(x)— Ile) = — [ET =o) ap mn = + ete. | 


[Tp TN 


7, a nets 54 U fax 
rer 
WE us. 

an 
+ LE eds ng C iene i ae 
"5.9 À ONE 9 | 
9 nest O2, za 4-23 E | = 


X [Ee er TE pem (a) j5 E se]: 
lorsque F(x) est une fonction paire. 

Nous nous abstiendrons de discuter maintenant ces iori es; nous 
nous cententerons de faire remarquer qu'elles démontrent: que deux fonc- 
üons impaires sont identiques ou se confondent, lorsque leurs dérivées des 
ordres pairs ou des ordres impairs sont respectivement égales pour une 
méme valeur de le variable; que deux fonctions paires sont pareillement 
identiques, ou ne diffórent que d'une constante, lorsque leurs dérivées des 
ordres pairs ou des ordres impairs sont D LAB eit égales pour une 
méme valeur de la variable. Dans cet énoncé les fonctions elles mêmes 
sont prises pour des dérivées de l'ordre zéro, 


———— ii LE > 


nn ee 
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Sur le développement des fonctions suivant des series 
de lignes trigonométriques d’arcs imaginaires, 
(Par MM. Lamé et Clapeyron, colonels du génie au service de Russie.) 


Les équations jutégrales qui doivent exprimer les lois de l'équilibre inté- 
rieur d'un corps solide, homogène et élastique, ayant pour forme un prisme 
recianguleire, et soumis à- pe pressions extérieures données, nous parais- 
sent exiger la Connaissance du développement d'une fonction de x x, entre 
ies limites o et 2a, suivant une série de ta forme: 
l. A,sinr, 2 + 4, sinr, x2 - 4,sinr; 2 + etc. 
ry, Tay Tay ve. Étant les différentes racines imaginaires de l'équation: 
2. ar--sinercosar= 0 (ou 2ar-]-sn2a rz 0), 

ou bien les racines de l'équation: 

" 9. Gr—sinercosar==0 (ou 2ar-—sin2ar 0). 

Or la belle méthode dont M. Fourier nous parait avoir le premier 
fait sentir toute l'importance, dans son evavrage sur “ıa tneore antuÿtique 
de ja chaleur, conduit naturellemer.it à chercher sil ne serait pas possible 
de trouver, pour chaque ‘curse, du développement (s un facteur 9 fonce 
tion de x, tel qu'en multipliant par 00x Véquetion: 

F(x) = A,sinr, &æ + 4, sinr;æ tee 4, sin 4 x res 
et intégrant ses deux membres entre les limites o et 2a, tous les termes 
du second membre disparaitraient, excepté le terme (4;sinr;x) que l'on 
' considère. 

Des recherches, qu'il serait trop long de développer ici, nous ont 
conduit à la découverte de ce facteur. Nous avons trouvé: 

- OQ = sinr; (y — 2). 
On a en ee , par l'intégration par perties: 


2G 
J. sinz; x sinry,(x—2a)0a 
[4 


A 


-* 


' 4 . Tr . Ys te 
a = — €08 7; x siu ri(z— 2a) + 7z SINT, © eos ry (x —2 c) 
Li z d i ; u 
- E À sin rj x sin, (2 — Za) da 


46 3. Lam ei Ülapeyron, déveioppemes des fonctions. 


d'ou: : 


Ee aaa 
af, sin" x Sinn, (æ —2a) dx = Ir, sin2a rj —r; sin2arjj, 


or €n a évidemment: 
risin20r, = r,sin2a2r,, 
lorsque ry et ry sont deux varies de l'équation (2.), su deux racines de l'é- 
quation (3.); ou a donc généralement: 
4 {ri—ri) fe sin rx sin ry (z—20)03 = 0, 
. [408 © 
ef par suite : 
vA sinr; æ sine, (s —22)9x = 0, 
lorsque r, et r, sont différens. Qn a. d'ailieur : 
2 fr Sin PG SINT, (m d'a) y za CAR +4); 
"n © 
le sigue (+) correspond eux racines de l'équation 
sa2ar-42ar == 0, 
ei le signe i~) à celle 5 ee l'équation : 
def oo ws = ©. 


re 
; phus (km m 


E pis bids ER | 
"Berg" (oder -4 


et conduit aux deux dévelo; ppemens suivaus.: 


(rto EL eee AE Jip) sin? (2290) op; 
© 


a cos Da rt À 


zi í Le 51 m 
(PO) = PEL f rie incqe-2e) dp 


cos 2a Het à 


| Les sigmas étant étendus à toutes les raciues des équations : 
siu?ar+?ar == 0, | 
gin2as 20 SOs 

ies imaginaires disparaitront évidemment du résultat définitif, 

Ces formuies (6.) peuveni étre prouyées Airectemeny par d'autres 
méthodes; elles conduisent à des séries convergeníes et qui jouissent de. 
propriétés curieuses.” Mais le résultat le j.us remurquabie qu'elles nous 
aient paru offrir, consisie dans de nouvelles formules qui s'en déduisent et 
qui ont une iorme très simple: 


Si l'on change x en (a— x) ou (a--x), dans ta première des for- 
mules (6.), et que l'on représente Fla—x) où F(a4- x} par f(x), on a, 


3. | Lame et Glapeyr on, développement des fonottong. AT 
enire les limites (— 2) ^ (4-4). 
sib r (20 —&) BTE —e 
Se) = = dod (9) sin (9 4- a) dy, 
fo) = = 5 AR. fu) sinr(y 2)dy, 


Si f(a) est une fonction impaire, ou telle quo I-)= —f{v}; on a 
simpiement: 


1 —— fc 

fa) = — ze conta 4 , f) sinry cosra dy, 
EN 5 sin (x 

ie) = Te zent (9 flojsinev cosra àv; 


enfia si l'on ajoute ces deux dernières équations, et que Von observe qué 
cos'ra == $(cos2a r-I- 1), on aura definitivement; entre les fimites o et d 
7. f@) = LE sinrr JH. FG) sin ry Oy, 
r ayant successivement pour valeurs toutes les racines imaginaires de Fe 
quation: ber; a 
| sinareosar-]- ar = 0. 
On dcinonirereit de ia méme manière que l'on a, entre ies Lim 
tes o. et a: 
í 4 SIDE SERV Uil fe 
f) = == woase f()cossvów 
to © 


s ayant successivement pour valeurs les racines de Péquation:: 
sings cosas —as == 0, 


Les formules (7. et 8.), qui ont rigoureusement ia même forme 
que celles connues, qui donnent le développement des fonctions en sinus 
efcosinus d'ares multiples, se prouvent directement par la cuétuode de 
décomposition des fractions rationnelles, ou bien par le calcul des résidus 
de: M. Cauchy. 


Les conciusions qu'il est permis de tirer de ce qui précédo, c'est: 
T. que la question générale du qas eec d'une fonction, entre des 
limites données, suivant une série de la forme: 
F(a) = AP. HAT, LA FA oto. 
ders Ieqnelle 9, 7, Ps) ...., vepréseutent des fonctions de x de 
méme nature, contenant un paraméire, qui a succéssivement pou? voleurs 
les différentes racines, em nombre infini, d'une certaine équation trauseén- 
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dante, peut être résolue, dans un plus grand nombre de cas qu'on n'a 
vait paru le croire jusqu'ici, par la méthode que l’on suit dans la théo- 
rie de la chaleur, c'est-à-dire par l'emploi d'un. certain facteur 0 0 x. 
tel qu'en intégrant le développement, multiplié par ce facteur, entre les 
limites proposées, fous les termes de ce développement disparaissent ex- 
cepté un; 2°. que cette méthode: n'est pas seulement restreinte aux cas 
où l'équation transcendante n'a que des racines réelles, et où le facteur 9 ' 
est pécisément égal à celle des fonctions (7;) dont og veut déterminer 
le coéfficient; 3°, qu'elle peut être étendue à des cas où l'équation trans- 
uendante n'a que des racines imaginaires, et qu'alors le facteur o peut 
_ être une fonction (73) différente de (7,), mais contenant le même para- 
mètre (r;) que le terme que l'on se propose d'isoler. i 
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"Theorie der Cykloide als. Tautochrona. 


Versuch einer mechanischen Discussion nach der antiken. 
geometrischen Methode. 


(Vom Herrn Prof. Dr. Lehmann zu. Greifswalde.) 


ee ae à ED eife As ee 


me 


AE Iu lirungen. Wenn man aus einem angenommenen Punct der 
5n eines irgend wie bewegten Körpers ein belieLiges Stuck des Weges 
chasse und voraussetzt, es werde in der Zeit, in welcher es bei 
der ungleichfürmigen Bewegung wirklich beschrieben wird, ES ou g 
durchlaufen, und mar Kifsí.nun das abgeschnittene Stück immer kleiner 
werden, se heifst die Geschwindigkeit derje nigen gleichförmigen Bewegung, 
welcher sich die vorausgesetzte so sehr nühert, dafs der Unterschied klei. 
ner werden kann als die Geschwindigkeit iuo. gegebenen gicichfürmigen 
Bewegung, ohne sie jedoch zu erreichen, die Geschwindigkeit der 
ungleichförmigen Bewegung in dem angenommenen Punote, 
Wird die vorausgesetzte gleichförmige Bewegung bei Verk] OBE tung des ab- 
Seschnittenen Stücks des Weges langsamer als jede gegeb. ene gleichför- 
mise Bewegu.g, so sagt man, In «vii an genommenen -Punct der 
Bahn der ungleichfirmigen Beweg aug true ure Geschwin- 
digkeit 0 statt. Denkt man sich zu. cinersungleichfirmigen Bewegung eine 
bed welche ,vor- und rückwärts gehet, je nachdem. in der ersteren Be- 
-wegung die Geschwindigkeit zu- oder abnimmt, und worin die von An- 
fang an zurückgelegten Wege i in demselben Verhältnils wachsen oder ab- 
. nehmen wie die Geschwindigkeit in der ersteren Bewegung, so kann man 
sich leicht einen Begriff machen von der Geschwindigkeit, womit 
die Geschwindigkeit bei einer vot die Re wee op Bewegung 
zu- oder abnimmt. Die Geschwindigkeit. womit die Geschwindigkeit 
bei einer ungleichfórmigen Bewegung zu= oder abnimmt, heilst die be- 
schleunigende oder verzögernde Kraft. | 
Fin Körper oder eine Fläche oder eine Linie hat cine blofs pro- 
‚gressive Bewegung, wenn alle Puncte des Körpers (der Elche, der Li- 
nie) so fortgehen, dafs die geraden Verbindungslinien eines jeden Punctes 
mit dem Ort, den. derselbe Punct späterhin einnimmt, für jede zwei Augen- 
Crelle's Journal di M. VI. Bd. 1. Hft. Mi 
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blicke der Bewegung siimmtlich einander parallel und gleich sind, die 
Puncte mügen sich nun inzwischen in dieser geraden Linie selbst oder in 
irgend einer zwischen denselben Endpuncten enthaltenen Curve bewegt ha- 
ben. Wenn ein Punct sich in einer beliebigen geraden oder krummen 
Linie bewegt, und diese Linie hat zu gleicher Zeit eine andere blofs pro- 
gressive Bewegung im Raume, so heifst die Bahn, welche der Punct nun 
wirklich im Raume beschreibt, die aus beiden Bewegungen zusam- 
mengesetzte Bewegung, und es ist aus Eucl, 1, 33. klar, dafs es einerlei _ 
ist, welche von beiden Bewegungen man als die progressive der ganzen. 
Linie, und welche mau als die Bahn des Punctes in der progressiv fortrük- 
keriden Linie ansehen will. Sind einem Puncte drei Bewegungen vorgeschrie- 
ben, und man setzt zwei derselben auf die angezeigte Art zusammen, und die 
daraus entspringende wieder mit der dritten, so hat man die aus allen 
dreien zusammengesetzte Bewegung, und es ist aus der Theorie des 
Parallelepipedums klar, dafs man die drei Bewegungen in beliebiger Ordnung — 
zusammensetzen kann. Und hieraus beweiset man wieder, auf ühnliche Art 
wie bei der Multiplication den Satz von der beliebigen Ordnung der Factoren, 
dafs man auch vier und mehr Bewegungen, in welcher Ordnung man will, 
zusammensetzen kann, ohne die zuletzt entspringende Bewegung zu ändern. 

Verbindet man einen angenommenen Punct einer Curve von ein- 
facher oder doppelter Krümmung mit einem andern Punct derselben 
Curve durch eine Sehne, und bewegt diese um den zuerst angenomme- 
nen Punct, so dafs sie nach uud nach: alle zwischenliegende Puncte schnei- 
det, so heifst diejenige gerade Linie, welcher sich die bewegte zuletzt so 
sehr nähert, dafs die Abweichung kleiner werden kann als jeder gegebene 
Winkel, ohne.sie jedoch zu erreichen, die Tangente des angenomme- 
nen Puncts der Curve, und der Punct, den sie mit der Curve gemein hat, 
der Berührungspunct. Hieraus ist zugleich klar, dafs bei einer Curve 
von einfacher Krümmung zwischen die Tangente und die Curve keine 
gerade Linie aus dem Berührungspunct gezogen werden kann, und dafs 
jede gerade Linie, zwischen welche und die Curve keine andere gerade Linie 
aus dem gemeinsamen Punct gezogen werden kann, eine Tangente ist. 

$. 2. Lehrsatz. Wenn mehrere geradlinige oder krummlinige 
Bewegungen in Eine zusammengesetzt werden, und man zieht nun an 
correspondirende Puncte der einzelnen Partialbewegungen Tangenten, und 
setzt gleichfürmige Bewegungen, welche respective die Richtungen die- 
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ser Tangenten und die den entspr echenden Pas angehörigen Geschwin- 
digkeiten haben, in Eine zusammen, so erhält man die Richtung und Ge- 
schwindigkeit der aus allen krummlinigen Bewegungen zusammengesetzten 
Bewegung in dem correspondirenden Puncte. 

Beweis. Es sei 4LHB (Taf. I. Fig. 1.) ein Stick der Bahn einer 
der Partialbewegungen, und diese sei 

1) von einfacher Krümmung. Wir wollen beweisen, dais wenn 
wir aus 4 eine Sehne 4H ziehen, und den Punct H nahé genug bei 4 
annehmen, das Verhültnifs 4H : Bogen ALH dem Verhältnifs der Gleich- 
heit nüher kommen kann als jedes gegebene Verhältnifs einer kleinerer, 
Grifse zu einer grüfseren, 77:2. Man halbire eine beliebige gerade Linie 
DE in P, und errichte ein Perpendikel FG so, dafs m:n—m = DF: FG, 
und ziehe DG und GE. Dam ist verbunden (Eucl. 5,18.) 54.5 — 
DF:DF+-FG= (Eucl 5,15.) DE: DE + 2FG, also DE:DG +. GE 
>m:n. Nun kann der Winkel, welchen die Tangente 4C gegen eine 
aus 4 gezogene Sehne, wie A der Winkel, welchen 4C gegen -in 
henachbarte Tangente macht, kleiner werden als jeder gegebene Winkel? 
folglichkann um so mehr der Unterschied beider Winkel, d. i. der Winkel, 
welchen die Sehne gegen die Tangente ihres andern Endpuncts macht, klei- 
ner werden als Jeder gegebene Winkel. Man ziehe also eine Sehne 4H so, 
dafs, wenn man noch die Tang. HI bis an 4C zieht, 7 JAH<GDE, 
wad zugleich THA<GED sei. Man errichte über 4H, auf derselben 
Seite wo das AAZH liegt, ein AAHK, worin Z HAK = GDE = GED = 
AHK. Dann ist (Eucl. 6,4.) DE: DG = AH:4K 

DE:GE = AH: HK | 

“DÉ:DG+GE = AH: AR+HK (Eucl. 5, 24.), 

also AH: 4KX-- HK 7» m:n, also (Eucl. 1, 21.) um so mehr 7H ;,17 [IH 

>m:n, also (Archim. de Sphaer. et Cyl. Annahme 2.) 4H: Bogen 

ALH>m:n. Das Verhültnifs 447: 4LH kommt also dem Verhältnifs 
der Gleichheit näher als das Verhältnifs 71:7. 

2) Die Curve 4B sei von doppelter Krümmung (Fig. 2.), und wir 
wollen. gleichfalls beweisen, dafs das Verhiiltnifs der Sehne 4B zum Bo- 
gen AB, wenn man B nahe genug bei 4 annimmt, dem Verhältnifs der 
Gleichheit näher kommen kann als jedes gegebene Verhältnils einer klei- 
neren Grölse zu einer grófseren. Man ziehe die Tangente 4C. Man drehe 
die Ebene C4B um die: Linie 4C ,.so dafs sie nach und nach alle von B 

" * 


* 


um 


ap . §& Behe te, fsbrie der Féutochrora nach art der Aiier. 


2) K^ 


bis 4 liegenden Panote der Curve du itehschiteidet, so wird es eine Ebene 
CAD geben, welcher dis sich drehende Enene zuletzt Sich so sehe nähert, 
dafs die Abweichung kleiner wivd-als jeder gegeben» Fitehenwinkel, obne sie 
jedoch zu erreichen, Auf diese Ebene CAD (welche main die Krüm- 
mungseEbene dis] Pindten. A. nennt) projicire man den Bogen 4B 


res 


durch gefäl Ite Perpeadisel; Bogen 4D sei cie Projection, Der geometri- 


sche Ort: des Auf die Krimmungss - Ebene gefüllten Perpendikels BD ‘Ist 
eine cylinderammbche Fläche “2D, welche sich in eme Ebene ausbreiten 


Aüfst, woh” Bogen ZD in eine bois so grofse gerade Linie EF, Bogen 
_AB aber in ‘ne eben so grofse krumme Linie EIG übergeht, so dafs, 


wenn man di. gerade Linie GJ gieht, «diese auf EF. “winkelrecht steht 
und = BD ist. Zieht man noch die Sehne EG, so kann das Verhültnifs 
derselben zum.2ogen GZE (zufolge dessen, was unter No, 1. . bewiesen) 
dem Verbältnifs der Gleichheit näher kommen als jedes gegebene Ver- 
hältnifs, Zichéman ferner die Sehne D.4, so kann he Verhäitnils BU: DA, 
folglich uu so mehr das Verhülinifs BD : : Bogen DA, d. i. GF:FE, kleiner 
werden als jedesgegebene Verhältnifs, Paher kann der / FEG kleiner wer- 


den als jeder ;czebene Winkel; daher kann auch das Verhältnis GE: EI^ 


und folelicl. auch das Verhältnifs Gi: EF, di. Bogen 54: Bogen DA, 
dem Verhütnifs der Gleichheit nüher. kommen als jedes gegebene Verhält- 
as. Abemauch das Verhültnifs des Bogens DA zur Sehne DA kann, 


mach dem was unter lj, 1, bewiesen, dem Verhältnifs der Gleichheit nä- 


her kommen als jedes egebene Verhiltuifs, uud dasselbe gilt vom Ver- 


hältaifs der Sehne DA zu Schne BA, weil der Z BAD kleiner werden kann 
als jeder g gegebene Winkel, Folglich Kann auch das aus den drei letzteren 
Gi Bogen BA: Sehue BA, dem Verhillt- 
ommen als jedes gegebene Verkältnifs einer 
grüfseren Grüfse zu einer, toineren. 

Nachdem dies ^ yiesen, denken wir uns alle in Rede siehenden 
krummiinigen Partialbey omimgen, nebst der aus ihnen zusammengeseiztén, 
und nehmen in ihnen jr einen beliebigen Augenblick correspondirende 
Puncte an. Von diesthPyncten ziehen wir nach, den, einem andern Au- 
genblick angehörigen cn. spendirenden Puncten Schnen,. und setzen vor 
aus, die Bewegungen. g¢sqihen gleichfirmig auf diesen. Sehnen, in 
derselben Zeit, in welcher & auf. don. zwischenliegenden Bogen wirklich 


geschehen, Dann ist, zufoig: ges Begriffs der aus mehreren kenn 


zusammengesetzte Verhiültnz,. 
nifs der Gleichheit näher 
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gen Bewegungen zusammengesetzten Bewegung, auch die [sw DES 
Bewegung auf der Schne der zusamiengesetzton Bewe gung nach Riche 
tung cud Geschwindigkeit ans den gleichförmigen Béresahson auf den 
Sehnen der Partialbewegungen zusammenzesetzt, Kückt màu nua in Ge- 
danken dem zweiten Augenblick immer näher an dem ersten, so bleibt 
doch stets dasselbe eben ausgesprochene Gesetz, Da aber das Verhält- 
nifs jeder Sehne zum entsprechenden Boge n dem Verhältnife der Gleich- 
heit-näher kommen kann als jedes gegebene Verhältuifs, so kann auch 
das Verhältnis jeder aus der sieichfôr uisen Selnenbewegung seschlosses 
nen Geschwindigkeit zu der aus der gfeic hfürmigen Bos ang ewegum ge- 
schlossenen Geschwiudiskeit dem Verhiilinify der Gleichheit näher Kont< 
men als jedes gegebene Verhäinifs, Dic leiztere Gesch vindigkeif néhert 
sich aber nach §. 1. der wahren Geschwindigkeit in dem dem ersten an- 
genommenen Augenblick entsprechenden Puncte so, dafs der Unterschied 
kleiner werden kenn als | jede gegebene Geschwindigkeit, $0 wie sich an- 


drerseits die Richkung der Sehns der Richtung der Tangcute so nähert, 


dafs die Abweichung kleiner werden kann als jeder gegebene Winkel. Aus 
allem diesem folgt, was bewiesen werden sollte, 

$. 3. Lehrsatz, Wenn man aus irgend einem Punct der Balm 
eines auf beliebige Weise im Raum bewegten Punctes eine gerade Linie 
nach einem im Raume feststehenden pun zieht, welehe wir Radius 
vector nennen wollen, und man zt mrialit die wahre Geschwindigkeit des 
bewegten Punctes in ‘zwei auf à einander winkelrechte, davon die eine nach 
dem Radius vector gerichtet ist, so ist letztere gleich der Geschwindigkeit, 
mut oc welch ex der Rad diris vector zu- oder abnimmt. 

Beweis. Es sei BC (Fig. 3.) ein Bogen der beschriebenen Curve. 
uad 4 der festste ehende Punct im Raum; man ziehe die RadH vectores 
AB und 4C und die Sehne BC. Man beschreibe aus 4 durch C einen 
Kreisbogen CD bis an ZB oder deren Verlängerung, und fälle das Per- 
pendikel CE auf AD. Setzt man nun voraus, die Bewegung. geschähe auf 
der Sehne BC in derselben Zeit 7, in welcher sie auf dem Bogen BC wirk- 
lich geschieht, und nennt man diejenige unveründerliche Zeit, in welcher 
ein Weg gleichförmig zurlickgelegt wird, den man als Maafs der Geschwin- 
digkeit ansieht, £, und maeht man t:f = Sehne PC: = BD:y, so ist 
die Gröfse, welcher sich x nähert, indem man den Punct C avi dem Bo- 
gen CB immer nithee bei B annimmt, die wahre Geschwindigkeit Jer <rumm- 
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linigen Bewegung im Punct B, die Grófse aber, welcher sich y nähert, die 
Geschwindigkeit, womit der Radius vector zu- oder abnimmt. Da nun der 
/ BAC kleiner werden kann als jeder gegebener Winkel, so kann das Ver- 
 hültnifs DE: EC kleiner werden als jedes gegebene Verhältnils. Das Verhält- 
nils EC: EB aber nähert sich dem Verhültuifs des aus 4 auf die Tangente des 
Punctes 5 gefüllten Perpendikels zu dem vom Perpendikel abgeschnitte- - 
nen Stick der Tangente. Folglich kann auch das Verhältnis DE:EB 
deiner werden als jedes gegebene Verhültnifs; oder, was desselbe sagt: das 
"erhültnifs BE: BD kann dem Verhültnifs der Gleichheit näher kommen 
als jedes gegebene Verhiiltnifs (es müfste denn sein, dafs die Tangente auf 
4B winkelrecht stehet). Macht man also +:¢ = BE:z, so nähert sich z,. 
o gut wie vorher y, der Geschwindigkeit, womit der Radius vector zu- 
j;der abnimmt (für den Fall aber, wo die Tangente winkelrecht auf AB 
steht, ist letztere Geschwindigkeit O, und auch die nach dem Radius vec- 
tor zerfällte wahre Geschwindigkeit der krummlinigen Bewegung im Puncte 
B—0; daher brauchen wir diesen Fall nicht weiter zu berücksichtig gen). 
Aus den Proportionen 7:t = Sehne BC:x und 7:£ = BE:z, folgt simplici- 
ter ex aequo: Sehne BC:x— BE: 2; verwechselt (Eucl. 5, 16.): Sehne . 
BC:BE=x:z. Folglich stehet die wahre Geschwindigkeit der krumm- 
hnigen Bewegung im Punct 6 zu der Geschwindigkeit, womit .der Radius 
vector zu- oder abnimmt, in demjenigen Verhiiltnifs, dem sich das Verhält- 
nifs der Sehne BC zu BE nähert, d. h. im Verhültnifs des Radius, vector 
zu dem vom Perpendikel abge:zhnittenen Stück der Tangente, d. h. im 
Verhältnifs der wahren brie der krummlinigen Bewegung im 
Punct B zu der nach dem Radius vector zerfällten Geschwindigkeit. _ 
$.4. Lehrsatz. Wenn mehrere geradlinige, gleichfórmige oder . 
ungleichfórmige Bewegungen (die wir mit 4, B, C, D bezeichnen wollen) 
eben dieselbe zusammengesetzte geradlinige oder krummlinige Bewegung 
E geben als mehrere andere geradlinige Bewegungen F; C, H, und man 
setzt nun mehrere geradlinige gleichfórmige Bewegungen 1, X, L, M, 
N, O, P, welche respective die Richtungen der Bewegungen 4, D, C, D, 
F, G, H haben, und sich wie die beschleunigenden oder verzógernden . 
Kräfte in correspondirenden Augenblicken der Bewegungen 4, B, C, D, 
F, G, H verhalten (wobei aber für verzógernde Kräfte die Richtun- 
gen der Bewegungen 4, B, C, D, F, G, H in die entgegengesetzten, 
zu verwandeln sind), in Eine ee I, K, L, M in Q, und N, O, P 
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in R, so haben die Bewegungen () und R einerlei Richtung und Ge- 
schwindigkeit. ZI 

Beweis. Die Bewegung E habe in dem correspondirenden Au- 
genblicke die Richtung 4B (Fig. 4.) und die Geschwindigkeit ¢, Dann 
ist nach 6. 2. die Geschwindigkeit; ; derjenigen Bewegung, die man aus 
den Richtungen und Geschwindigkeitgn der correspondirenden Puncte der 
Bewegungen 4, B, C, D zusammensetzen kann, gleichfalls v, und ibre 
Richtung 4B, re auch die Geschwindigkeit derjenigen Bewegung, die 
man aus den Richtungen und Geschwindigkeiten der correspondirenden 
Puncte der Bewegungen F, G, H zusammensetzen kann, gleichfalls a, 
und ihre Richtung 4B.  Hieraus folgt, dafs wenn man sich statt der Be- 
wegungen À, B, C, D, F, G, H eben so viele andere geradlinige Bewe- 
gungen S, 7, U, P, YW, X, Y denkt, worin die Räume in demselben Ver- 
hältnifs wachsen oder abnehmen wie die Geschwindigkeiten in den Bewe- 
gungen 4, B, C, D, F,,G, H, dafs alsdann die Bewegungen S, 7, U, F 
eben dieselbe geradlinige oder krummlinige Bewegung Z geben als die 
Bewegungen 77, X, Y. Man kann daher wie zu Anfang schliefsen, un! 
findet dadurch, dafs die Bewegung, welche man aus den zu correspondi 
renden Augenblicken gehórigen Richtungen und es P bk eed der Be 
wegungen S, 7, U, V zusammensetzen kann, nach Richtung und Ge 
schwindigkeit einerlei ist mit der Bewegung, welche man aus den zu den- 
selben Augenblicken gehórigen Richtungen und Geschwindigkeiten der Be- 
wegungen 77, X, Y zusammensetzen kann. Statt dessen können wit 
(zufolge des in $. I. gegebenen Begriffs der beschleunigenden oder verzü- 
gernden Kraft) sagen: Die Kraft, welche man aus den zu eorrespondiren- 
den Augenblicken gehörigen beschleunigenden. oder verzögernden Kräfter | 
der Bewegungen 4, B, C, D zusammensetzen kann, ist nach Stärke un 
Richtung einerlei mit der Kraft, welche man aus den zu denselben Au: 
genblicken gehörigen beschleunigenden oder. verzógernden Kräften der 
Bewegungen F, G, H zusammensetzen kann. 

$. 5. Erklürung. Die auf die beschriebene Art aus den Kräf- 
ten der einzelnen geradlinigen Partialbewegungen zusammengesetzte Kraft 
heifst die der krummlinigen Bewegung UT K raft oder 
die Curvenkraft. 

$. 6. Lehrsatz. Fir jeden Punct einer krummlinigen Bewegung 
gieb € eine, aber auch nur eine Curvenkrait. 
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Beweis.. Man projicire die Curve auf eine helichi ge Eber ne durch, 
Ww inkelrechte Linien, und die dadurch. entstehende Partialbewegung aul zwei 
gerade Linien, die sich in derseiben Ebene winkeirecht schneiden, so hat 
man die totale krumwlinige Bew egung in drei auf einander winkelrechie 
geradlinige zerfällt. F ür jede drei WAR Puncte dieser gerad- 
Iiniren Bewegungen ODE es drei beschleumivende oder verzücernde Kräfte, ! 
welche zusammengesetzt die dem eurrespondirenden Punet der Curve ge 
hörige Curvenkraft geben; und diese Curvenkraft bleibt nach $. 4. immer 
dieselbe, wenn man die krummlinige Bewegung in beliebige andere gerad- 
lipige Bewegungen von beliebiger Anzahl zerfällt. m | 
$. 7. Lehrsatz. Wenn man mehrere geradlinige oder kranimfEnige 
Bewegungen in Eins zusammensetzt, so ist die Curvenkraft für jeden 
Panct der zusammengesetzten Bewegung nach Starke und Richtung einer- 
lei mit derjenigen Kruit, die man aus den deu correspondirenden Puneten — 
der Partialbewegupngen zugehörigen Currenkräften zusammenseizen kann. 
Beweis. Die Partialbewegungen mögen mit 4, B, €, D, die zu- - 
sammengesetzie mit E bezeichnet werden. Man zerfüle jede Partialbe- 
wegung in drei geradinige auf einander winkelrechte, und zwar nach Rich- 
tungen, die iur alie Fectialbewegungen dieselben sind. Auf diese Art 


A t3 
TN, die ÉEewegu ng à 4 in drei geradlint 


be cs 


e, F, G, H, die Bewegung P in 
, K, L, dogegen Cin M, N, O, und D in P, Q, H zerfällt. —Alsdann 
se nach $. 1. die zusammengeseizte aus den Bewegungen F, G, H, fige 
L, M, N, O, P, Q, R einerlei mit E. Folelich ist die zu 'ammengesetzte 
aus den zu coxrespondirenden Puncten gehörigen beschiennisenden. oder 
verzögernden Kräften der Bewegungen F, G, 47, I, K, L.M, NO PF, 
Q, f einerlei mit der Curvenkroft, welche zu dem correspondirenden Puncte 
der Bewegung & gehört. Die zusammengesetzte aus den Kriften der Bewe- 
guugen F, C, & ist aber einerlei mit der. Curvenkraft der Bewegung 4, 
| die zusammengeseizte aus den Kräften der Bewegungen Z, X, L einerlei 
mit der Curvenkraft der Bewegung B, .. . « en M, N, O = = 


ow mn = v dm t «em E. » C, * - 3 e e 2 P, Q, R, ea - wx . 
2 = - = m x Folglich ist auch die zusammen 


sexetzte aus den Curvenkriiften der Bewegurgen 4 A, B, C, D ein erlei mit 
der Curvenkraft der Bewe egung E, 


$. 8. Erklärung. Hine Bewegung in einer krummen Linie oder 
auf einer Rläche, wo i 


ser den üufseren Kräften allemal noch eine auf 
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der Tangente (Berührungs - Ebene) "winkelrechte Kraft von unbestimmter 
Stärke wirkt, so dals der bewegte Punct gezwungen wird, auf einer vorge- 
zeichneten Curve oder Fläche zu bleiben, heifst eine Bewegung auf 
vorgeschriebenem Wege, und die vorgezeichnete Curve oder Fläche 
die Bedingung der Bewegung. Ist keine solche Bedingung vorhanden, 
so sagt man, der Punct bewegt sich frei. 


$.9. Lehrsatz. Wenn auf zwei bewegte Puncte, die'sich frei oder 
auf vorgeschriebenen Flächen oder Curven bewegen, Kräfte wirken, die 
nach festsiehenden Puncten im Raume gerichtet sind, und deren Stärke von 
der Entfernung vom feststehenden Punct akiiingt (worunter aber auch 
solche Kräfte sein können, die nach parallelen fati en wirken), und 
die Anfangs- und Endpuncte beider Bahnen fallen zusammen, so ist die 
Differenz der Quadrate der Anfangsgeschwindigkeiten EE der Differenz 
der Quadrate der Endgeschwindigkeiten. 


Deweis, Man setze bei demjenigen von beiden Puncten, der etwa 
frei oder nur gezwungen ist sich auf einer vorgezeichneten Fläche zu be- 
wegen, voraus, nicht nur die Fläche, sondern auch die Curve, in welcher 
er sich wirklich bewegt, sei vorgeschrieben, welches im Erfolg. nichts än- 
dert. Nun trägt der Widerstand der Curve nichts-zur Änderung der Ge- 
schwindigkeit bei (es müfste denu sein, dafs die Curve irgendwo eine scharfe 
Ecke hiitte, fir welchen Fall aber überhaupt der zu beweisende Lehrsatz 
nicht gilt). Die beschleunigende oder verzügernde Kraft auf der Curve 
ist also nur das Resultat der nach der Tangente zerfällten äufseren Kräfte. 
Nach §. 3. verhält sich jede dieser äulseren Kräfte zu der ihr zugehörigen 
nach der Tangente zerfüllten Kraft wie die wahre Geschwindigkeit in dem 
betreffenden Punct der Bahn zu der Geschwindigkeit, womit die Entfer- 
nung dieses Puncts von dem zugehörigen im, Raume feststehenden Puncte 
zu- oder abnimmt; d. h. die äulsere Kraft zu der Geschwindigkeit, wo- 
. mit sie sich bestrebt die Geschwindigkeit des bewegten Puncts zu- oder 
abnehraem zx Wen, wie die Geschwindigkeit des bewegten Puncts zu der 
Geschwindigkeit, womit die Entfernung dieses Puncts vom feststehenden 
 Punct zu- oder abnimmt, Folglich ist (Eucl. 6, 16.) das Rechteck aus 
der äufseren Kraft und der p womit die Entfernung des 
bewegten Puncís vom feststehenden Punei zu- oder abnimmt, gleich dem 
Rechteck aus der Geschwindigkeit des bewegten Puncts und. aus der Ge- 
* Crello’s Journal d. M. VI. Bd. 1. Hft. 8 
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schwindigkeit, womit diese Geschwindigkeit in Folge der betreffenden äu- 
fseren Kraft zu» oder abnimmt. Addirt oder subtrahirt man Gleiches un 
Gleiches, so ergiebt sich: Die Summe der einzelnen Rechtecke, deren 
iodes aus einer en Kraft und: aus: der Geschwindigkeit » womit die 
Entfernung des bewegten Puncts vom feststehenden Punct zu- oder ab- 
aimmt, gebildet ist (wobei aber, wenn der bewegte Punct sign dem einen 
fesstohantien Punct nähert, und von dem andern sich entfernt, statt der 
Addition eine Subtraction vorzunehmen ist, weiches auch für den. Fall 
gilt, wo die eine äufsere Kraft eine anziehende und die andere eine ab- 
stofsende ist), ist sowchl für.den einen bewegten Punct als für den andern 
gleich dem Rechteck aus der Geschwindigkeit des bewegten Puncts und aus 
der Geschwindigkeit, womit diese Geschwindigkeit wirklich zu- oder abnimmt, 
d, h. (wie man leicht aus der Betrachtung der Fig. 5. erkennt) gleich der 
halben Geschwindigkeit, womit das Quadrat der Geschwindigkeit des be- 
wegten Puncts zu- oder abnimmt. (Die vollständige Ausführung des Beweises 
kann hier auf ähnliche Art wie in $. 3. gegeben werden.) Man construire 
nun zweimal soviel Curven, als äufsere Kräfte vorhanden sind, für jede 
äufsere Kraft zwei, eine fur den einen, die andere für den andern bewegten 
Punct; man construire sie aber so , dafs die von einem unveränderlichen 
Anfangspunct an gerechneten Abscissen einer geraden Grundlinie die Kıit- 
fernungen von dem im Raume feststehenden Punct, die aus den Endpuric- 
ten der Abscissen winkelrecht errichteten Ordinaten aber, die jenen Ent- 
fernungen zugehörigen anziehenden (oder abstofsenden) Kräfte ausdrücken 
(man richte aber die Ordinaten nach entgegengesetzten Seiten der Abscis- 
senlinie auf, wenn die äufseren Kräfte theils anziehende, theils abstofsendo 
Kräfte sind, und lasse für parallele Kräfte den Anfangspunct der Ab. 
scissenlinie unbestimmt); der geometrische Ort des Endpuncts der errich- | 
teten Ordinate ist alsdann die jedesmalige zu construirende Curve. Ver- 
gleicht man alsdann zwei zu einer und derselben äulseren Kraft gehörige 
Curven, und begrenzt man jede derselben so, dafs die Anfangs- Abscisse 
gleich der Entfernung des gemeinschaftlichen Anfangspunets beider Bahner 
vom feststehenden Punct, und die End- Abscisse gleich der Entfernung des 
gemeïnschaftlichen Endpuncts beider Bahnen von demselben feststehender 
Puncte ist, so erhellt, dafs die zwischen beiden Hülfscurven und ihren Ab- 
scissenlinien eingeschlossenen Flichenriiume einander congruent sind ( weil 
| die Stärke der iufseren Kraft nach der Voraussetzung nur voa der Ent- 
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iernung vom feststehenden Puncte abhängig, also für beide bewegte Puncte 
bei gleicher Entfernung gleich ist). Folglieh ist auch die Summe dieser 
#lächenräume (wenn wir alle üufseren Kräfte in Betracht ziehen > daber 
aber die auf entgegengesetzten Seiten der Abscissenlinie liegenden Flächen- 
räume, statt zu addiren, von einander subtrahiren) bei dem einen beweg- 
ten Punct so grofs als bei dem andern. Denkt man sich nun die Ordi- 
nate in jeder Hülfscurve parallel mit sich selbst und so bewegt, dafs sie 
die Abscissenlinie nach demselben Gesetz durchläuft, wie die Entfernung 
des bewegten Puncts vom feststehenden Punct sich ändert, so lüfst = 
an (Fig. 6.) auf ähnliche Art wie in $. 3. der Beweis führen, dafs da 
Rechteck aus der äufseren Kraft und aus der Geschwindigkeit, womit die 
Entfernung des bewegten Puncts vom feststehenden sich ündert, gleich ist 
der Geschwindigkeit, womit.dér von der Ordinate durchlaufene Flächen- 
raum sich ändert. Hieraus, verglichen mit dem bereits Bewiesenen, folgt, 
dafs die Geschwindigkeit, womit. die Summe der von der Ordinate in 
siimmtlichen: Hülfscurven durchlaufenen Flächenräume sich ändert, sowohl! 
für den einen als für den andern bewegten Punct gleich ist der Geschwin- 
digkeit, womit das halbe Quadrat der Geschwindigkeit des bewegten Puucts 
sich ändert, Und hieraus folgt wieder, dafs die Summe der ganzen, von 
der Ordinate durchlaufenen, auf die oben angezeigte Art begrenzten Flä- 
chenräume sowohl für den einen als für den andern bewegten Punct gleich 
ist der Grófse, um we!che das halbe Quadrat der Geschwindigkeit des be- 
wegten Puncts von: Anfang bis zu Ende der Bahn sich ändert. Da nun' 
bewiesen worden, dafs die Summe der Flächenräume für beide bewegte 
Puncte gleich ist, so nimmt auch dos Quadrat der Geschwindigkeit von 
Anfang. bis zu Ende der Bahn fiir beide RAS Puncte um gleichviel ' 
zu oder ab. | 


$. 10. Zusatz. Laufen daher beide bewegte Puncte mit gleicher 
Geschwindigkeit aus, so langen sie auch im Endpunct mit gleicher Ge- 
schwindigkeit an. 


$. 1l. Zusatz. Wenn ein Kürper auf einer vorgeschriebenen 
Bahn, durch die Schwere getvieben, herab- oder hinaufrollt, so erlangt 
er zuletzt dieselbe Geschwindigkeit, als wenn er auf einer zwischen dem- 
selben Anfangs- und Endpunct enthaltenen geraden Linie, mit dersel- 
ben Aniangsgeschwindigkeit anhebend, herah- oder hinaufgerolt wire. 


8” 
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8.12. Lehrsaiz, Wenn ein Körper auf einer schiefen geraden 
Linie, vom Zustand der Ruhe anhebend, herabrollt, so erlangt er zuletzi 
dieselbe Geschwindigkeit, ais wenn er au einer eben so hohen senkrech- 
ten Linie, vom Zustand der Ruhe anhebend, frei hcrabsefallen wäre. 
Beweis. Wenn bei einer beschleunigten Bewegung die beschleu- 
uigende Kraft sich gleich bleibt, also die Geschwindigkeit proportional mit 
der Zeit wächst, so lüfst sich durch einfache geometrische Schlüsse, wie 
ich in meinen in diesem Jahre zu Zerbst bei Kummer herausgekom- 
menen mathematischen Abhandiungen Seite 452.—58, gethan habe, 
zeigen, dals die vom Zustand der Ruhe an beschriebenen Räume im dop- 
pelten Verhültnifs der darauf verwandten Zeiten stehen. Nun ist die 
Schwere eine unveränderliche Kraft, und sie bleibt es auch, wenn sie 
nach einer schiefen geraden Linie zerfällt wird; folglich stehen sowohl 
beim freien Fall, als beim Herabrollen auf einer schiefen geraden Linie 
die vom Zustand der Ruhe an zurückgelegten Räume im doppelten Ver- 
hiltnifs der Zeiten. Wenn aber nach Ablauf irgend einer Zeit ¢ die Be- 
schleunigung aufhörte, so würde der Körper, wenn er mit der erlangten 
Geschwindigkeit fortführe sich zu bewegen, in der folgenden Zeit £ einen 
Weg beschreiben, der durch die Wirkung der Beschleunigungskraft um . 
eben so viel vermehrt wird, als der gesammte Weg in der ersten Zeit ¢ 
beträgt. Folglich ist die Geschwindigkeit am Ende der ersten Zeit ¢ so 
. groís, dafs ein mit dieser Geschwindigkeit behafteter gleichfürmig bewegter 
Körper sich in der Zeit um einen Weg fortbewegt, gleich dem Unterschiede - 
der in der ersten Zeit £ und in der zweiten Zeit £ wirklich beschriebenen 
Wege, d. h. gleich dem Doppelien des in der ersten Zeit £ beschriebenen 
Weges. Nun sei 4B (Fig. 7.) die schiefe Linie, auf welcher der Körper 
herabrollt, und.4C die eben so hohe senkrechte Linie; man ziehe BC, und 
fälle das Perpendikel CD auf 4B. Alsdann verhält sich die Schwerkraft 
zu der beschleunigenden Kraft auf 4B wie 4C: 4D (indem die auf 42 
winkelrechte Kraft, worin die Schwerkraft zerfällt worden durch den Wi- 
derstand der vorgeschriebenen Bahn aufgehoben wird). Folglich werden 
AC und AD in gleicher Zeit beschrieben, und die in C erlangte Geschwin- 
digkeit verhält sich zu der in D erlangten wie 40:4D. Die in D erlangte 
Geschwindigkeit aber verhält sich zu der in B erlangien (zufolge des Be- 
griffs der gleichförmig beschleunigten Bewegung) wie die auf 4D ver- 
wandte Zeit zu der auf 4B verwandten, welche Zeiten, zufolge des aus- 
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einandergesetzten Gesetzes der Räume, im Verhältnifs 2(4D:4B), d. i. 
(Eucl. 6, 8. Zus.) im Verhältniß 4D: 4C i Folglich ist die Ge- 
schwindigkeit in D gleich der in 6, 


$. 13. Zusatz. - Hieraus ist leicht zu ı beweisen , daß, wenn ein 
Körper, von der Schwere getrieben, auf einer schiefen geraden Linie, mit 
irgend einer Geschwindigkeit anhebend, herab- oder hinaufrollt, er zuletzt 
dieselbe Geschwindigkeit erlangt, als wenn er an einer eben so hohen 
senkrechten Linie, mit derselben Anfangsgeschwindigkeit anhebend, frei 
herab- oder hinaufgegangen wäre. 
$. 14. Zusatz. Hieraus, verglichen mit 6. 11., folgt, dafs ein. 
Körper, der auf einer vorgeschriebenen Curve oder. Fläche herab- oder 
hinaufrollt, zuletzt dieseibe Geschwindigkeit erlangt, als wenn er an einer 
eben so hohen senkrechten Linie, mit derselben Anfangsgeschwindigkeit 
anhebend, herab- oder hinaufgegangen wäre, und dals überhaupt ein Kür-- 
per, welcher aus einer horizontalen Ebene in eine andere herab-. oder 
hinaufrollt, zuletzt einerlei Geschwindigkeit erlangt, auf weichem Wege 
er auch dahin gelangen mag, vorausgesetzt, dafs er allemal mit einerlei: 
Anfangsgeschwindigkeit ausläuft. Die Geschwindigkeit ist aber bei: jeder 
vorgeschriebenen Bahn desto grülser, in einem je tieferen Puncte der Kit 
per sich befindet, und es läfst sich aus dem Bisherigen durch leichte: geo» 
metrische Schlüsse darthun, dafs die Differenz der Quadrate zweier Ge- 
schwindigkeiten in verschiedenen Horizontal-Ebenen gleich ist dem vier- 
fachen Rechteck aus der Entfernung beider Horizontal-Ebenen von ein- 
ander, und aus dem Weve, welchen ein vom Zustand der Ruhe an frei. 
fallender Körper in der zum Masfs der Geschwindigkeiten dienenden. un- 
veründerlichen Zeit zurücklegt. 


Wir wenden uns nun zur Betrachtung des Herahrollens eines Kôr- 
pers auf emer Cy kloide. 


$, 15. Erklärung. Wenn über einer geraden Linie 4C (Fig. 8.) 
ein Halbkreis AEC beschrieben ist, und man fällt aus einem beliebigen 
Puncte E der Peripherie ein Perpendikel ZIZ auf 4C, und verlängert es 
von E aus, bis EF gleich Bogen EC, so heifst der gecmetrische Ort des 
Punctes à (die Curve CFD) eine Cykloïde oder Radlinie. 

$. 16. Zusatz. Zieht men CM dk HF, so lest CM ganz aufser- 
halb der Cykloide; es lifst sich aber zwischen CZ und den Kreis (nach 
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£uc1.3, 16.) keine gerade Linie aus C ziehen; folglich lälst sich noci 
weniger zwischen CM und die Cykloïde eine gerade Linie aus C ziehen; 
daher ist CM (nach $.1.) auch eine Tangente der €ykloïde. Rückt 
man den Punct E immer näher an 4, so kann (wenn AD die Tangente 
des Punctes Æ in O schneidet) das Verhältnis 40-- OE —H E: AH, also um 
so mehr das Verhültnifs des Bogens 4E—HE: AH, d.i, AD—EF—HE: 4H, 
‘di. 4D— HF: AH kleiner werden als jedes gegebene Verhältnifs ; folg- 
lich kann der Winkel, welchen die Sehne DF gegen die aus D mit 4C 
parallel gezogene Linie macht, kleiner werden als jeder gegebene Winkel; 
oder, was dasselbe sagt: die letztere Linie ist gleichfalls eine Tangente der 
Cykloide. Die zusammengehörigen Puncte 4 und D des Kreises und der 
Cykloide haben deher die Eigenschaft, dafs die Tangente der Cykloide mit 
der nach C gezogenen Sehne des Kreises parallel ist. 

Aber diese Eigenschaft ist allgemeiner, wie der folgende Lehr. | 
satz zeigt. | | | 
s 17. Lehrsatz. Zusammengehörige Puncte £ und F des Krei- 
es una der Cykloide sind allemal so beschaffen, dafs die Tangente des 
Punets F der Cykloide mit der Sehne EC parallel ist. 

Beweis. Man ziehe F/V4c EC, und aus einem beliebigen Punct m 
des Bogens CF die Linie mI+: UC, so dafs mI die Linie 4C in 7, EC 
in L, den Bogen EC in ?, die Tangente EG des Kreises in e, endlich FN 
t K schneidet. Alsdann ist (Eucl, 3, 32.) ZGEC = EAC — R— EC A 
— 1LC—ELe, daher ZEL<ELi, und folglich (Euck 1, 19.) Sehne 
Bi Li, und um so mehr Bogen Ei>Li, d. i. EF —im~>Li; folg- 
lich (Eucl. 1, 4ter Grunds.) EP >> Ln. Da aber (Eucl. 1, 34.) EF= LE, 
so ist auch Hp RA und so haben wir bewiesen, dafs die ganze Linie 
FIV außerhalb der Cykloide liegt. Aber das Verhältnils L;:Sehne i E 
kann, wenn man 72 nahe genug bei F annimmt, dem Verhültnifs der 
Gleichheit nüher kommen als jedes gegebene Verhältnifs. Dasselbe gilt 
nach 5.2. vom Verhiültoifs der Sehne 7 zum Bogen 7; £, also auch vom 
Vorhiltnifs Li:Bogen iE, d.i. Li: EF—im, d.i. Li: LK —im, d.i. 
Li:Li-+-mK. Folglich kann das Verhültnifs 2X: Li kleiner werden 
als jedes gegebene Verhältnifs. Aber das Verhältnifs Li: LE nähert sich 
dem Vorbiltnifs CP: C£ (P ist der Durchschnittspunct der Linien CM und 
FC’, Folglich kann auch das Vericituits mK: LE, d.i. m: KF, klei- 
ner worden als jedes gegebene Verhälfnifs. Dober.lNifst sich zwischen Fm 
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und FX keine gerade Linie aus F ziehen; also ist ($. 1.) FV eine Tan- 
gente der Cykloide. | 

$. 18. Lehrsatz. Der von C aus gerechnete Bogen CF der Cy- 
kloide ist allemal doppelt so grofs als die zugehörige Sehne CE des Krei- 
ses, und die ganze Cykloide CD doppelt so grols als der Durchmesser C4. 

Deweis. Man denke sich zwei Puncte in Bewegung, einen aut 
der Peripherie des Halbkreises, den andern auf der Cykloïde entlang, so 
dafs sie zu gleicher Zeit allemal sich in zusammengehörigen Puncten E 
und F befinden, also auch zu gleicher Zeit von C auslaufen, und zu glei- 
cher Zeit in A und D anlangen. Man hezeichne die Geschwindigkeiten 
in E und F mit c und c'. Man zerfälle beide Gesehwindigkeiten nach 
den Richtungen C4 und CM, und nenne die nach C4 zerfällten Geschyrin- 
diskeiten d und d'. Man zerfälle aber die Geschwindigkeit c auch nach 
zwei andern auf einander winkelrechten Richtungen, deren eine die Rich- 
tung CE ist. Dann verhält sich nach $. 3. (weil ZCEG=CAE) die 
Geschwindigkeit, womit CE wächst, zu c wie ZZ zu 4C, d.i. (Eucl. 
6,8.) wie HE: EC; nach $. 2. aber (wenn @ der Darchschnittspunct der 
Linien EG und AC ist) c:d= GE: CH == (Kucl, 6,8.) DE: EH, end- 
lich (weil die Tangente des Puncts FE HC ist, $. 17.) d', d. i. d:c'— 


NE 


CH:CE = (Eucl. 6,8. Zus.) CE: CA, Setzt man alle diese Pre voruo- 


nen zusammen, so findet man: (Geschwindigkeit, womit t E wächst, zu 
c', d. i. zur Geschwindigkeit, womit Bogen CF wächst, wie BE: CA, d.h. 
die Geschwindigkeit, womit Bogen CF’ wächst, ist doppelt so grofs als 
die Geschwindigkeit, womit Sehne CE wächst, Da nun Bogen CF und 
Sehne CE beide von O anfangen, so ist Klar, dafs, wo man auch die cor- 
respondirenden Puncte Z und F annehmen mag, allemal CF -z 2CE. Der 
aus ist auch klar, dafs CD — 2C 4. 

$. 19. Lehrsatz. Hat eine Cykloide CD (Fig. 8.) eine solche 
Lage, dafs der Scheitel C den untersten Punct ausmacht, die Tangente 
CM aber horizontal liegt, und man lifst zwei Körper von C aus mit 
gleichen oder verschiedenen Anfangsgeschwindigkeiten c und C bis zu be- 
liebigen, gleichen oder verschiedenen Weiten aufsteigen, so dafs der erste 
Körper den Bogen s, der andere den Bogen S beschreibt, so verhält sich 
der Verlust des Quadrats der Geschwindigkeit zum Quadrat emer dem 
durchlaufenen Bogen gleichen geraden Linie bei dem einen Körper wie 
bei dem andern. 
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Beweis. Nach RR End des Bogens s erlange der erste Körper 
. die Geschwindigkeit c’, der zweite Körper nach Durchlaufung des Bogens 5 
die Geschwindigkeit C’, so ist nach 6. 14., wenn wir den Weg, den ein 
vom Zustand der Ruhe an frei fallender Körper in der zum Maafs der 
- Geschwindigkeiten dienenden Zeit beschreibt, & nennen, De—Dec’—= dem 
. Rechteck aus 42 und aus der Hühe des Bogens s. Der Bogen s selbst ist 
aber nach $. 18. (verglichen mit Eucl. 6, 8. Zusatz) die doppelte mittlere 
Proportionale zwischen dem Durchmesser 2r des Kreises una der Hôhe Z 
des Bogens s, Folglich ist (Eucl 6, 17.) Ls Sr. Also verhält 
sich Cle—CUlce/':Dlszz 4g:8r —g:2r, und eben so wird bewiesen, dafs 
DC—-DC:OS=g:?r. Foris ist simpl. ex aeq. L1e— Llc: Os=— 
Cc-—o0c':u03. 
$. 20. Lehrsatz, Wenn man, in der eben beschriebenen Lage der 
Cykloide, zwei Körper vom untersten Punct an mit verschiedenen. An- - 
fangsgesohwindigkeiten aufsteigen läfst, so verhalten sich die ganzen durch- 
laufenen Bogen wie die Anfangsgeschwindigkeiten, und wenn man von bei- 
den durchiaufenen Bogen vom untersten Punct an Stücke abschneidet, die 
sich „wie die ganzen Bogen verhalten, so findet man zwei Puucte, in denen 
sich die Geschwindigkeiten wie die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten. 
Beweis. Die Bewegung erreicht ihr Ende, sobald die Geschwin- 
digkeit in O übergegangen ist, d. h. sobald das D der Geschwindigkeit des 
ersten Körpers sich um De, das L] der Geschwindigkeit des zweiten Körpers 
sich um DC vermindert hat. Folglich verhält sich, wenn s/ und .S’ die 
‚ganzen durchlaufenen Bogen. bedeuten, nach $. 19. De: Os’ —0C:0S", 
“also (Eucl. 6, 22.) c:5/z 0:5; verwechselt, c:C—5s':8"%, Schnei- 
dei man von den Bogen s' und :$' Stücke s und S ab, so dafs s:8— c:€, 
und nennt man die zu Ende der Bogen s und 8 erreichten Geschwindig- 
keiten c^ und C’, so ist nach $. 19.: 


OMe—Oe:00—OC =Os:08 =Oe:0C 


Cle ARMES Oe:0C€ 
Cle’: OC’ — Die: mih also auch c': c diste 


$. 21. Lehrsatz. Läfst man auf die in der. beschriebenen Lage 
liegende Cykleide zwei Kürper vom untersten Punct an mit verschiedenen 
Antangsgesohwindigkeiton aulsteigen, so verhalten sich die vom untersten 


Puñct an in gleichen Zeiten beschriebenen Bogen wie die Anfangsge- 
schwindigkeiten. 
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Beweis. Da beide Körper nach Durchlaufung zweier Bogen, die 
sich wie die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten, Dee $. 20, allemal Ge- 
schwindigkeiten erlangt haben, welche in demselben Verhältnifs stehen, 
so sind beide Bewegungen in nichts als in dem zum Grunde liegenden 
Maafsstab des Raums unterschieden, übrigens aber in Beziehung auf die 
Zeit vollkommen ähnlich, Es werden daher in correspondirenden Zeiten 
Bogen beschrieben, welche in demselben Verhiiltnifs stehen, .d. h. sich wie 
die Anfangsgeschwindigkeiten verhalten. 

$6. 22. Zusatz Hieraus, vergliehen mit $. 20., "wo bewiesen ist, 
dafs die ganzen durcblaufenen Bogen sich wie die Anfangsgeschwindigkel- 
ten verhalten, folgt, dafs die ganzen durchlaufenen Bogen in gleichen Zei- 
ten beschri;ben werden. Die Dauer der Bewegung aut der Cykleide, vom - 
untersten Punct an bis dahin, wo der Körper zurückzukehren anfüngt, ist 
also dieseibe, wie grofs auch der ganze durchlaufene Bogen sein mag. 
$. 23. Lehrsatz. Außer der Cykloide hat keine andere Curve 
vor einíacher Krümmung die Eigenschaft des Tautochronismus. 

, Beweis. Es sei 4B (Fig. 9.) eine. senkrechte Linie und # eine 
gegebene Zeit, Man setze an 4B eine gebrochene Linie BCDEF, deren 
Stücke von beliebiger, aber .gleicher Grüfse sind, $o dafs die concaven 
Winkel 4BC, BCD, CDE, DEF wu, s. Ww.  sämmtlich uach oben gerichtet 
sind. Die Grófse dieser Winkel aber bestimme man nach folgendem Ge- 
setz: . Man neige zuerst BC gegen AB so, dafs ein von der Schwere ge- 
triebener Körper in der Zeit £ von © bis B herabrolle.. (Zu dem Ende 
darf die Gros eines Stücks. der gebrochenen Linie nicht grüfser gewählt 
werden als die freie Fallhöhe in der Zeit 7. Die folgenden Determinatio- 
nen, wodurch die Gröfse eines Stücks der gebrochenen Linie noch mehr 
‚eingeschränkt wird, ergeben. sich nachher von selbst.) . Alsdann neige man 
CD gegen BC so, das ein von der Schwere getriebener Körper in der 
Zeit ? von D auf der gebrochenen Linie DCB entlang bis B herabrolle. 
Alsdann neige man DE gegen DC so, dals ein von der Schwere getriebe- 
uer Körper in der Zeit £ von E auf der gebrochenen Linie EDCB entlang 
bis B herabrolle, So fabre man allmälig weiter fort, Dadurch kann man 
die gebrochene Linie so. weit fortsetzen, bis die Erreichung der senk- 
rechten Lage. eines Stücks das weitere Fortsetzen unmöglich macht, oder 
bis selbst bei der sénkrechten Lage des folgenden Sgicks das Herab- 
pce’ auf dcr gauzen gebrochenen Liaie längere Zeit als die Zeit ¢ er- 
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lordert. Man vermindere nun die Größe eines jeden Stücks der gebro- 
chenen Linie, und wiederhole dieselbe Construction von vorn, so wird 
man eine andere gebrochene Linie erhalten. Man denke sich nun die 
Größe eines jeden Stücks so weit abnehmend, dafs es kleiner. werden kann 
als jede gegebene Linie, so wird sich die gebrochene Linie einer, aber 
auch nur Eier krummen Linie so sehr nühern, dafs die Abweichung 
geringer werden kann als jede gegebene Abweichung, ohne sie jedoch zu 
erreichen, Für eine andere Zeit £ wird die Curve eine andere sein. Nun. 
läfst sich aber beweisen, dofs bei der Bewegung auf einer Cykloide die 
Schwingungszeit grófser und kleiner werden kann als jede gegebene Zeit, 
wenn man nur den Halbmesser des erzeugenden Kreises grofs oder klein 
genug annimmt. Denn wird der Halbmesser des erzeugenden Kreises all- 
inälig grófser als jede gegebene Linie, so nähert sich ein gleicher vom 
untersten Punct an gerechnefer Bogen, hinsichtlich seiner Lage, allmälig 
einer horizontalen geraden Linie; folglich wird die Zeit des Herabrollens 
grófser als jede gegebene Zeit. Wird aber der Halbmesser des erzeu-' 
genden Kreises allmälig kleiner als jede gegebene Linie, so wird die Zeit 
des Herabrollens kleiner als jede gecebene Zeit. Hieraus folgt, dafs die 
Schwingungszeit auf emer Cykloide, bei unveränderter Intensität der 
Schwerkraft, jeder gegebenen Zeit gleich sein kann, wenn man nur den 
Halbmesser des erzeugenden Kreises danach bestimmt. F olglich sind die 
vorher angezeigten, durch Näherung vermittelst gebrochener Linien her- 
ausgebrachten Curven lauter Cykloiden. Daher hat keine andere Curve 
als die Cykloïde die Eigenschaft des Tautochronismus, | 
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Note sur les valeurs de la fonction O . 
(Yar M. le comte Guillaume Libri de Florence.) 


Les questions de Physique - mathématique dont on s'oceupe de préférence 
depuis quelques années, ont obligé les geometres à considérer avec plus 
d'attention qu'on ne layoit fait jusqu'à présent, les formules qui expri- 
inent des fonctions discontinues, Ces formuies contiennent toutes des in- 
tégrales définies et l'on ne connaissait aucune expression propre à repré- 
 senter les fonctions discontinues, et qui ne renfermät que des quantités 
algébriques ou des fonctions logarithmiques et circulaires. Cependant il 
est possible d’exprimer des fonctions discontinues par des formules qui ne 
contiennent point d'intégrales définies, et nous avons montré ailleurs *) 
„x 

pour la première fois, que la fonction 0 peut servir à cet objet. Mais 
nous n'avons fait alors qu'indiquer la propriété dont jouit cette fonction 
de pouvoir exprimer une condition de discontinuité quelconque. Mainte- 
nant nous allons reprendre cet objet ef indiquer avec briéveté quelques 
unes des applications que loa peut faire des propriétés singuliéres que 
possède cette fonction, à la théorie des nombres et à d'autres branches 
de l'analyse. 

On sait que lorsque x == 0. la fonction x"'wgz est nulle si expo 
wur 7% wt positif, et infinie dans le eas contraire *?), A présent si Fon 
discute les diverses valeurs de la fonction 

Gene T 
e 


lorsque y — 0, où ce qui revient au méme, de la fonction - 


(x —n)logOo 
(log 0) e 208 


sme 


*' Libri Mémoires de mathématiques et de physique. Vol. I. page 44. 
t2 Lacroix Traité du calcul différentiel et intégral, Seconde édition. Tome I. 
page 355. 
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ou aura trois ecs différens selon que l'on supposera gn, es n: z«n 
(n étant une quantité réelle positive quelconque). 


(ORO Soit x >>x, alors le produit (x—n)logO sera toujours égal à 
D négatif, et l'on aura: 
(log 0) Pate | ne 0 
N = € == @ = 1. 
Tl. Soit «=r, lon aura (x—7)logO = OlogO = 0, et partent: 
| 01og 0 0 5 


Qog0)e | -— 6€ seu TN 
AN es s “Es C ee —— 0 


II. Enfin soit x <n, on aura z— 2:—-p (p étant une quan- 


DÉÓ reelle positive) et on trouvera: 
} y 


(æ—.n) l0g0 = —plogO0 zo, 


et parlant: 
ee ro) 
(log 0) ne 1 ; 
game = € — e = 0, 
(log 0) (X = 71) 
E 3 > j M ord 4 log O)e F à + # x 
I résulte de là que ia fonction e | est égale à zéro, des 


puis o == —- 00 jurques et inclusivement à æ==7, et que depuis æ=n 
jusqu'à x == oo cette fonction est évale à l'unité, On peut ebserver de Fen a 
(logo) e Bees {X == 2) acme 
e = 9 , 

d. am 1 I 
et comme l'expression O est plus simple que l'autre, nous nous en ser. 

virons de préférence dans tout ce qui va suivre. 
o 

La fonction O est d’un grand usage dans l'analyse mathématique. 


8 dg.cosga Ed 


e « 32 ie Pp € h - " 
Ainsi p. ex. l'intégrale définie bunc a lon rencontre dans 


la théorie mathématique de la chaleur, et que l'on croyoit comprise parmi 
les transcendantes irréductibles, donne Pigs 5 
» Es pa) x 0 x | oT 
2 q«cosega 7. % MA 
XJ. dq Pagid 0 "e DIE 
Vou lon déduit cette relation fort singulière: 


—X m7 x aay 


x 6 ü Mou ax 0 ES 8 
(20 Te "a—0 )| 2- 9-0 Le (1—0 ). 
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En general étant donnée ane fonction discontinue quelconque, on 
pourra toujours la considérer comme la somme d'um nombre donné de 
fonctions qui resteront continues entre des limites données; et ees limites 
seront déterminées par les points où il y a solution de continuiié dans la 
fonction discontinue proposée. Maintenant chacune de ces fonctions con- 
tinues partielles, dont la fonction discontinue se compose, pourra être con- 
sidérée comme le produit de deux facteurs dont lun fournira la valeur 
de la fonction entre les limites déjà assignées, et l'autre exprimera la loi 
de discontinuité; pourvuque Yon ait toujours égard aux valeurs de ces 
fonetions aux limites, et qu'il s'agisse de. fonctions discontinues d'une seule 
variable: si le nombre des variables était plus grand, on devroit augmen- 
ter le nombre des facteurs *), En exprimant la condition de discontinuité 

GE TUA ‘ 
par des fonctions de la forme 0 , on verra que les fonctions discon- 
tinues ne forment pas une classe séparée de transcendentes, comme on 
lavoit cra jusqu'à présent, et on trouvera lexpression finie d'un grand 
nombre d'intégrales définies qui passaient pour irréductibles. | 
iud d ; 

La fonction O est d'une grande utilité dans l'analyse indétermi- 
née, et en général dans Ia théorie des fonctions entières. — Ainsi la somme 
des diviseurs du nombre 77 qui se trouvent compris dans la série des 
nombres 6, 5+1, 5-+4+-2,...-. 5-22, sera donnée par la formule: 


(4.) a +1 


- : 2 a De s .X-1 k 
: s [ Sc PA UN he cet T) 1 N ( ó )) ; 
ee 0 mer FA Gr Dne-sg)0 ih OO er OI es er i 
Al Z x-m-e X=N XNA XL ed x9 3 
{ 


ns yr 
} 4) G 0 0. Ü 0 ) 
es pad NETUS —0 0 (_o —Q0 —0 --0 \—-0 ) —elc.] — ete, *- 


dans laquelle la loi des termes st manifeste, püisque chaque terme se 
compose par une opération trés simple de ceux qui le précèdent, Sr lon 


" , 
*) Dans le Bulletin des sciences mathématiques et physiques de M». de F é- 
russac, un géomètre distingué, Mr. Cournot, @ paru revoquer en doute la Ex 
hité d'exprimer les fonctions discóntinues de la maniére que je viens d indiquer, b 
chose me sembleesi claire d'elle même, que je craindrais de la rendre moins 8vi- 
dente eu voulant Fexpliquer avec plus de detail. Mais du reste si ce que je ig 
n& paraissait pas score satisiaisant a Mr. Cou rnot, je le prierajs de rn: er 
rne désigner telle fonction discontinue qu il „yondra choisir, et je m'engage d'avance 
ja réduire à la forme que j'ai indique précédemment. 


pat o / x x-m4i x xem4g Rx 
tar Ó + Ü ó rs 


B x 
7 "d 7 H L] 5 PECES 0 
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vouloit connoître, par exemple, la somme de tous les diviseurs du nom- 
bre 4, on auroit bel, a--bzzzn —a-4-1-—A; et en substituant ces 
valeurs dans OPERI opa on {rouveroit : 


Not X--2 1 X- 1, 
Los ud 88 C0 )-s 4-0 o0 COME 
"T aeu) „x-1 x-3 -2 T x x-9 x à x \ 
OT C924: C 0 «0 Coy 
zd4-—4,0—3.1(—1)—2[(1(—1-—1(—1))--1(—1—1(—1)) 
—4[-451(—42)—1(-1—10-0)9 Ge (ee Ds Lt rl De) 
m4-04-3—2(—1-4-1—14-1) —(—1 TED + 1 
—443—1-1=7, 
Jou il résulte que la somme des diviseurs du nombre 4 est égal à 7. 


Si l'on vouloif E imer fe nombre des diviseurs de 7 qui sont 
compris dans ia série des nombres i^ DT, 04-2, ....5-+ a, on aus 
roit la formule: 

Dr % 


í 0 ELA (ERS, 1 
Lg -m.0 (mi  \—O /—(m-2)0 \0 —Q (06 es) 


* 
qui se déduit aisément de Vespression (4.). 

Maintenant soif pour abréger, pz 1,9,3:,.,æ%—1 == [x — ies: 
la unc: 


—60-2-o4-i { nr i UN m^ -pi 
a +1 pt = j-(pi10 £55. se ó JE (p-1)0 (SE zn Ca ny. 
xb 


6 veg ( ru oe ^B La. 


T ~(p- —n)0 19 EXO —0. Rn, N zi 


exprimera fa somme des nombres premiers compris dans la série des nom- 
bres 6, 54-1, 6-42, .... b--&, On pourroit | par une formule sembla- 
ble à la précédente, exprimer aussi ie nombre des nombres premiers coms 
pris dans la serie des nombres 4, 6--1, 5-2, .... b4a. 


Si l'on exprime par /V,, (y) le nombre de fois que y peut résulter 

de la somme de m termes différens dans la série des nombres naturels 
Ne 1) ER uc 

P ‘ 3 


i, 2, 3, .... ete, et si l'on fait, pour abréger, y— on 


aura *) l'équation: 


Tore spruce 


Memorie della società Htaliana. Tom, E. 24 parte, pag. 823. 


x 
à . . ^ 0 
‚9 Libri, note sur la fonction O . 


(B) Mg) es Le + de D LOT Oma 
+) (fe f. 0— een) | | 


T 
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etc., 


12 
dont le secord membre sera tout à fait connu à l'aide de la formule ed. 


Soit donnée l'équation 
X —x-rax--dae DUM num u 
dans laquelle on ait a, — — y, @,5=—Y, d, — y-E y a, —y-4- y, 
22 —y d 2.y*, ..., et en général: 
on = — y M, (m) + y? M, (m) — y? M, (n)... + y^ M, (m) + ete. ; 

en indiquant toujours par M,(m) le nombre de fois que le nombre m 
peut être formé par la somme de z termes différens entre eux, de la sé- 
rie des nombres naturels 1, 2, 3, ..',. m. Puisque la fonction 7M, (m) 
est déterminée par la formule (B.), il en résulte que les coëfficiens a,, @,, 


Qi, ce 2, etc. Seront tous connus généralement: on sait d'ailleurs *) 


que la somme des puissances r"* des racines de l'équation X —0 (somme 
que nous exprimerons par S,), est donnée par l'équation : 
ra) + (r—1)(— 2.) 2) + (2) 64) (4, a). 
eoo + r—s)(— 0, ))(—a,— 5, (— a,) — etc.) + ete. , 
et si l'on fait dans cette équation les substitutions et les réductions conve- 


uables, on aura: 
jd v 
byte, 
ef les nombres s, £, v, etc. kot es diviseurs de r inégaux entre eux. 
Maintenant si Pon veut trouver un nombre premier plus grand qu'un nome 
bre donné p, on fera dans les formules vu ou 


mx 2 ( 
PI 1:29 0% (p—1) 4-5 


les nombres s, f. v, ete, dans fa valeur de.$, sera un 


"n 
ASA S ee 


2 
Qr 


et le plus peti 
nombre premier plus grand que p. 
es formules précédentes offrent quelques unes des nombreuses ape 


x—" 


9 ey 
plications de la fonction 0 à la théorie des nombres, et servent d'in- 
troduction à la théorie des transeendentes numériques que nous 
avons annoncée à la fin du premier volume des Mémoires de mathé« 


&) Libri mémoires de mathématiques et de physique. Vol. 2. pag. 10, 


Xx 
445 à : 0 
72 5, Libri, note.sur da fonction 0. 


matiques et de physique. Ces formules peuvent être variées dune 
infinité de manières, et renferment la résolution dé quelques uns des pro- 
blèmes que nous avons proposés à la fin du volume que nous venons de 
citer, Mais l'exposition des méthodes variées dont il faut s'aider pour évi- 
ter des longueurs excessives de calcul, ne sauraient trouver place ici, et 
d'ailleurs les géométres exercés dans ce genre de recherches, saisiront 
aisément l'esprit de notre méthode. Dans cette note nous n'avons eu 
d'autre but, que de montrer la possibilité de résoudre d'une manière di- 
recte et générale quelques nee d analyse Rumergues qui étaient 1 Te- 
gardées eomme insolubles jusqu'à présent, et nous espérons de l'indulgence 
de nos lecteurs qu'ils voudront nous pardonner la manière succinete dont 
nous avons traité dans cet éerit, ce genre de questions, — -. 


LA 
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Fernere mathematische Bruchstücke aus Herrn : 
N. H. Abel’s Briefen. 


(Fortsetzung von No. 28. Bd. V. Heft 4. S. 336.) 
Schreiben des Herrn N. H. Abel an Herrn Legendre zu Paris, 
( Mitgetheiit durch die Güte des Letzteren.) | 


Mina: La lettre que Vous avez bien voulu m'adresser en date du 
25. Octobre m'a causé là plus vive joie. Je compte parmi les momens 
les plus heureux de ma vie celui où j'ai vu mes essais méritér l'attention 
de l'un des plus grands géomètres de notre siècle, Cela a. porté au plus 
haut degré mon zéle pour mes études, Je les CORAN er) ayec ardéur, 
mais je: serai assez heuréux pour faire quelques découvertes; je les attri- 
buerai à Vous plutôt qu'à moi, car certainement je n' aurais rien fait sans 
avoir été guidé par Vos lumières. 

J ‘accepte avec reconnoissance Pexemplaire de Votre traité des-fóne- 
tions: e!r;tiques' que Vous: voulez bien m'oflrir. 

Je m'empresserai de Vous donner les éclaircissements, que Vous m'a 
vez fait l'honneur de me demander. - Lorsque. je dis. que: le nombre de 
transformations différentes. correspondantes à un nombre premier 7 est 
6(n 4- 1), j'entends par cela qu'on peut trouver 6(n+- 1) valeurs diffézen- 
tes pour le module c', en supposant Pe différentielle. 

07°‘ c Om 
Vida dey) ay) * VY ST ET x*)) 
et en mettant pour y une fonction rationnelle de la forme : 
. Ast A: x + 4, x? +. +4 Es 
Um Rte rn 


C'est ce qui a en effet lieu; mais parmi les'valeurs de c' il y en aura 


Bas qui repondeut à pe forme suivante de y: | 
=~ À 4, x + À; x3 +4 Less. + An x 
SER DEEE ETES TE Bae e 
Ce sont ces n+1 modules dont parie M. Jacobi. - Ils pont en effet ra- 
cines d'une même équation du degré n-|- 1. Ces n+ 14 valeurs étant ag 
posées connues, il est faule d'avoir Jes 5 (2 d- 1) antres, 

Grelle’s Jorrnal 4. M. VL 84 1. TIR. LEE 


4 
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En effet, en désignant par c’ un quelconque.des modules, on au 
encore ceux - Ci: 


Ei az (a, (1g (= 


> Vlr Vo) MES Iv? 
'uxquelles répondent les valeurs suivantes de ys: x 
yo AAV! AtyVo 1—Vc tye 1—Y-—c aea 


wv I-Ve Tey Ve I+Ve Ty Vo IFV-e tay Ve . 
| » AHV —0c I+y'V—o 12 7 
1—V— 0" 1457 V —c? 
ce qui est facile de vérifier, en faisant la SAND dens 1 régate dif- 
ferentielle. 

Toutes les 6(r + 1) valeurs du module c' sont différentes entres : 
elles, excepté pour quelques valeurs particulières de c. Dans ce qui pré- 
cède, 7 est supposé impair et plus grand que l'unité, Si z est égal à jest, » 
ce’ aura encore 6(2--1)- 18 valeurs différentes. De ces 18 ‘valeuts il y 
aura six, qui répondent à une valeur de y de la forme: 

a adbxt 
ume. a’ "m x 3 : 
i-e IV e "EV (c? —1) 
i i-Yu—e5 CV (c? —1)*. 
li y en aura quatre qui répondent à. une valeur de. y de là forme 


ao 
Y Tg savoie: ‘ rn 
fa Ye, er 
Enfin pour les huit autres modules, y aura la forme: 
a, ALB? Bx+Cx? 
°A — Bat Cx?” 


iis sont: 
ce = 


os huit modules seront 
é — (xt Er). 

THOFV V0) 

J'ai donné des développemens plus étendus sur cet objet dans un 
memoire imprimé dans le cahier 4. tome II. du journal de un Crelle. 
feut-étre vous en aurez déja connoissance. 

Les fonctions elliptiques jouissent d'une certaine EP bien re- 

arquable et que je crois nouvelle, Savoir si l'on fait pour abréger: 
Az =it Y (ien —e 2 


T da ur? 


€ 


-— — 


fonction inverse de la première espèce qui 
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on aura toujours:.. 


cor at als à) 
ex (x) + (Xe) Hess +o s, (#,,) 


ou p est une quantité algébrique, et 


De) He) +... + Te) = C—5 


€, 
C+p, 


a log (etes) 


si. l'on. suppose les variables x,, x,, oc... x, "is entre elles de la ma. 


niére à satisfaire à une équation de la forme: 

j (xy — (Pr). (1—2*)(1— ce) = A crt uet gt — X7, (x — x5); 
fx et ®x étant deux. fonctions entières quelconques de l'indéterminée 
x, mais dont lune est paire et l'autre impaire. Cette propriété me 
paroit d'autant plus remarquable quelle appartiendra à toute fonctici, 


transcendente Nee) FRERES , en  oposant (Azx) fonction entiers - 
' (1-5) Aa ne 

queiconque de x*. J'en ai donné la démonstration dans un petit mé. 

moire inséré dans le cahier 4. du tome HIT. du journal de Mr. Crelle, 

Vous verrez que rien n'est plus simple que d'établir cette propriété géné. 

rale. Elle m'a été fort utile dans mes recherches sur les fonctions elli. 

tiques. En effet j'ai fondé sur elle toute la théorie de ces fonctions, Les 


circonstances ne me permettent point de publier un ouvrage de quelque 
étendue que j'ai pompes depuis peu, car ici je ne trouverai personne qui 


fera limprimer à ses frais. C’est pourquoi j'en ai fait un extrait, qu 


| paroitra dans le journal de Mr. Crelle. La première partie, dans ja 
quelle j'ai considéré les fonctions elliptiques en général, doit paroître dan, 


le cahier prochain. 1l me seroit infiniment intéressant de savoir votre jue 
gement sur ma méthode, Je me suis surtout attaché à donner de la pé. 
néralité à mes recherches. Je ne sais si j'ai pu y réussir. La seconde 
partie qui suivra incessament la première, traitera principalement les fonc 


tions avec des modules réels et moindres gue lunité, C’est surtout la 


est l'objet de mes recherches 
dans cette ‘seconde partie. Cette fonction, dont jai démontré quelques 
unes des propriétés les plus simples dans mes recherches sur les fonctions 
elliptiques , est généralemerit d'un usage infini dans cette théorie, Kile 
facilite à un degré inespéré la theorie de la transformation. Un premier 
essa! sur cet objet esf contenu dans le. mémoire inséré dans le No. 138. 


10 * 
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du journal de Mr. Schumacher, mois actuellement je puis Foie cette 
théorie beaucoup plus. simple. 

La théorie des. fonctions elliptiqués m’a conduit à considérer deux 
nouvelles fonctions qui jouissent de plusieurs propriétés remarquables. Si 
l'on fait 


x 
ou 


= A(x), 


a — 

m VAE QI ® 
A(x) sera la fonction inverse de la première espèce. J'ai trouvé qu'on 
peut développer cette fonction de la manière suivante: | 


à +4,20 + A, 05 44,0" +..:: 
CREER pren 


où le numérateur et le dénominateur sont des séries € conver- 
gentes quelles que soient les valeurs de la variable x et du. module c, 
réelles ou imaginaires. Les coéfficiens A,, 4,, . .. B, > B, ET 
des fonctions entières de c*, Si l'on fait 
Px = a+ dir + dx tt... 
fx = t+ Bia + Boo’ +,,.,,, | 
où Qa et fx sont les deux fonctions en question, elles auront la propriété - 
exprimée par les deux équations: | 
Pa 4- y). Pc —y) = (Ex. fyy — Oy .fxys 
JSa+y.fa—y = (fe.fyl—e@xr. Oy), 
x et y étant des quantités suelen qu On pourra représenter ces fonc. 
tions de beaucoup de maniéres, Par exemple on a: 


e(x Fe. e" ;sinz. {12 2c082a.9°+9'}{1—2cosda.g*+9°5} | 1—2cos2a.g' +9" 0.4 

ox eatem e) (1— pt, e" (1— p e YA p. e HE —p' e... 
D | re re 

f (eZ) =B ve —2cos2a.g +9 (1—2 cos 2 ac. e -- Goes 


"e ni Welpe") I —5] p.e] (lp, e me Ri 


ou 4, 4 D, D', a, a’ sont des quantités ndépendantcs de x; Er - 


TE © 
poe ® ; > et = eaiin sont les fonctions pane 0 correspon- 


dantes aux modules: 6 — (1 — c*y et c. 
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Outre les fonctions eliiptiques il y a deux autres branches de lana- 
lyse, dont je me suis beaucoup occupé, savoir la théorie de l'intégration . 
des formules différentielles algébriques et la théorie des équations. A Taide 
d'une méthode particulière jaf trouvé beaucoup de résultats nouveaux, qui 
surtout jouissent d'une trés grande généralité, Je sus parti du probléme 
suivant de la théorie de l'intégation: 

„, Étant proposé un nombre queleonque dintégrales /y ox, fy,9x, 
[y: 2x ete, Où y, y,, Yar + + + . sont des fonctions algébriques quelcon- 
ques de a, trouver toutes les relations possibles entre elles qui pourront 
s'exprimer par des fonctions algébriques et logarithmiques. 

J'ai trouvé d'abord qu'une relation quelconque doit avoir la forme 
suivante: 

fy o 4 fy, dat A fy on Tr emu 4B, log v, + B, log v, 4- .. .., 

Où 4, 4;, Ass ver. Bis B,, re. etc. sont des constantes, et u, v,, 
Vz, +++,» des fonctions algébriques de x. Ce théorème facilite extre- 
 memenít la solution. du probléme; mais le plus important est le suivant: 

„Si une intégrle /y 0x, où y est lié à x par une équation algé- 
brique quelconque, peut étre exprimée d'une maniére quelconque ex pli- 
citement ou implicitement à l'aide de fonctions algébriques et loga- 
vithmiques, on pourra toujours supposer : : 

Sy Ox = 4 u A. logv, + 4,log v,-1- .... +4, log v,,, 

ou 4,, 4,,.... sont des constantes, et U, 7,, Uz, ven. Un des fone- 
tions rationnelles de x et y.” 


. Y . A " Y , > » : e 
- P. ex. si yug. are H sont des fonctions ratiosceles, on 
E A roo e Le Ÿ 
aura dans tous les cas ou v est intégrable: 


"r6 " (es + I: Y En Ot (RS P i os , 
VR = py R 4- 4,1 100 Le e VR A, log Pa VON fi. 1952.33 


2 P, Pis Pas oo es Gis Gap C. sont des fonctions rationnélics de :r. 


J'ai réduit de cette manière au plus petit nombre possible jes fonc- 
tions transcendentes contenues dans iam 


où À est une fonction entióve,: et.r une fonction rationnelle. J'ai decou- 
«eri de même des propriétés générales-de ces fonctions. Sevetr 
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Soient poy Pis Pas + + © © Pm: des fonctions entières quelconques 
d'une quantité indéterminée x, et regardons les coéfficiens des puissances 
de x dans ces fonctions comme des variables. Soient de méme «^ «,. - 
a*,.... 2" * les racines de l'équation &" — 1, m étant premier ou non, 

et faisons: 
: a m—ı 
$, = p, + ap, R + o? p, R^ +... 4 P alg ae, 
Cela posé, en formant le produit: 
i $05, eds ep dI ES UE 
VJ sera comme vous voyez une fonction entière de x. Maintenant si Pon 
désigne par z,, 3,, . . + . x, les racines de l'équation 7 — 0, la fonc- 


tion transcendante 
Ox 


Ÿ (æ) — “ 29 
(ar—a) R™ 
à P WP oF, 4 LJ 
ou — « i, ef @ une quantité queleonque, aura la propriété suivante: 


VG) p (a) +... + (a) 
log (55) +o” log (s! ) + «" log (5) 4-.... + MR o 


= C. 
n^ : 
€ étant une constante, et 


a 
IT—- 


les valeurs, que prendront respectivenient: les fouctions 


BER 


R, og Sry 0 ne Scy 
to ‘écrivant simplement c au lieu de x. 


Rien n'est plus facilé que la démonstration de! ce théoreme. Je le 
_«ionnerai dans un de mes mémoires prochains dans le journal de Mr. 


‘Grelle Un, GERENTE bien remarquable du théorême précédent est le 
BULLY ant. | | 


rox : X 
S; Yon fait a (a) = =f as ae ou r est une fonction quelconque en- 


tiere de x, dont degré est moindre que Eo v— 1, où y est le degré de 
R, la fonction s(x) est telle que 


DE Fr mx) +... + o(x,) — cost. 
Si par exemple 7 —2, n—i, y— 4, on aura "=1, donc 
m(x)m—.- et w(x)- wn) pcm 
sw VR À M (Ta) + e 00. + (x) — Le 
M SH Y " : 
C'est le cas des fonctions elliptiques de la preniiére espèces. 
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Te belles applications que vous avez donné des forétiods ellipti- 
ques à l'intégration des formules différentielles, m'ont engagé à considé- 
rer un probléme très général à cet égard, savoir: 

Exprimer, sil est possible, une intégrale de là forme fy dx, où y 
est une fonction algébrique quelconque par des fonctions algébriques, lo- 
garithmiques et elliptiques de la manière suivante: 

[yon = FER 
fonct. algéb. de [x, log ,, logv,, log v3, ..., IL (z), IL(z), IL (23); «0 +.) 
Vis Vas Up oo Zi Les 35 +. Étant des fonctions algébriques de x les 
plus générales possibles, etIl,, IL, IT, etc. désignant des fonctions ellipti- 
ques quelconques en nombre fini. Jai fait le premier pas vers la solu- 
tion de ce probléme, en démontrant le théorémé suivant: 

„Sl est possible d'exprimer [y 9x comme on vient de le dire, 
on pourra toujours donner à son expression la forme suivante: 

Sy 9x ==t +A, logi,+-4,logt,+....-+-B, Ty, +B, (y) + BsTh(ys) Hs 
ou f, tis fey oo oe Vis Vas Ys9 °° sont toutes des fonctions rationnel- 
les de x et z; mais en conservent à la fonction y toute sa généralité, - 
jai été arrêté là par des difficultés qui surpassent mes forces et que je 
ne vaincrai jamais. Je me suis donc contenté de quelques cas particuliers, 


surtout de celui où y est de ia forme Vg r et R étant deux fonctions 
rationnelles quelconques de x. ies est déjà très général J'ai reconnu 


m on pourra mettre l'intégrale a sous cette forme: 


[Fae = PVR et 
ce. + BT], eee) Th. (ve) + B; Be aaa cs 
où toutes les quantités -Y,, Yes ys, oo. p, p, p^, © «.. sont des fonc- 
tions rationnelles de la variable x." 

J'ai démontré ce théorème dans le mémoire sur les fonctions ellip-- 
tiques qui va être imprimé dans le journal de Mr. Crelle. Il m'a été 
extrêmement utile pour donner la généralité la plus grande possible ii la 
théorie de la transformation. Savoir, j'ai non seulement comparé entre 
elles deux fonctions, mais un nombre quelconque de fonctions. Je suis 
conduit à ce résultat remarquable: 

Si l'on a entre un nombre quelconque de fonctions elliptiques des 
trois espèces avec les modules c, c', c^, c^, , . . . une rele‘äon quelcon- 
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que de la forme: 

AT x) + UT, 02) + AU TE, C) + IM" TT, (x) He. A40 HT, (x), 
OÙ X,, Way Y; .... X, SOnt des variables liées eutre elles par un nombre 
quelconque d'équations algébriques, et » une expression algébrique et lo- 
zarithmique: les modules ce‘, c^, c^, .... doivent être tels qu'on puisse 
satisfaire aux équations : | 

Ox 0 &! | Da! 
vu) ^ a ie eT py Sete. 
en mettant o ur a’, x", x", 2... des fonctions rationnelles de x; 
aval, less. étant des weich Ce théorème reduit la théorie géné- 
rale des fonctions elliptiques à celle de la transformation d'une fonction 
far une autre. : | 
Ne soyez pas faché, Monsieur, que j'ai osé vous présenter encore 
vne fois quel ues unes de mes découvertes. Si vous me permetterez de 
vous écrire, je désirerois bien de vous oc. un bon nombre d'au- 
tres, tant sur les fonctions elliptiques et les fonctions plus générales, que 
sur Ja théorie des équations algébriques, J'ai été assez heureux de irou- 
ver une régle sûre à l'aide de laquelle on pourra reconnoître si une équa- 
quelconque proposée est resoluble à l'aide de radicaux cu non, 
ln corollaire de ma théorie fait voir que généralement il est impos- 
sible de résoudre les équations supérieures au quatrième degré, 
Agréez etc. 
Christiania. le 25. Novembre 182€ 


Bemerkungen übe- die Curven des kürzesien Perimeters auf krummen Flächen. §: 
uu 
ne asser ther E im: 3: Hefte des 5. Bandes diese: 
| Journals unter Nr. Piper ‚enthaltene Auflösung der FB 
| Nr. 6. Band 3. Heft 4. Seite 99. 


(Von einem Abonnenten des dorsi) 


co 


Die Gleichung, welche S. 301. aufge tellt ist, nämlich: | 
^e (2) ieee Lom P) + 03s = 0 | 


giebt : wenn man er seinen, HE erth | oe -- 4 2) ) setzt: 
| De pis 9*. 2 iv. 
Og 4 Vert 355) Qe. eh. 
(22) H FDA 0. DAY Ow 9. 
[amos 
Da nun N 
X nn ya tr 2 Ei 8$ | 
PURE TS ROSES KR EI de 
D A. y s2,\. 
und Fu | ies ay | aan THAT eh 
Jg c nsi ates asa 
pe am Gs) + GD ap 


op 
Ego AP PET ONU dp OgY os 8g OqN Os Os de 
V(e*4- vam 24 (52) +29 a) eu Ptr TR : 3 Lm Ed CITE 
| 2v ; ler? E EL LU regen cate 
so giebt die zuletzt mn ds 


[o ECC aa: ee 
fa ic Vot bags) Br “der, 


Ÿ uj? 7 


(924 3a) 


oder, wenn man die He wegschaift: ' 


Messico 8) pe een] [ors 253 


d- Q (gr $. yo as nt 


ow 
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L A à | 


iei e Qon —9 sa) 2s 608 eom Fai demo, 
oder an | ah Erle R TR | 
ace —( a enu ap *(62]4 (ox 23) eds 0: 


Diese acute besteht, ie man sicht, aus drei Factoren; aber die F ac- 
toren Q — O0 und a= = 0 sind es keinesweges, welche die vollständige 


Lösung der Aufgabe geben; dies geschicht vielmehr nur durch die Differen- 
tial - Gleichung 2ter Ordnung: 


(A) ess | (9 — fs as e(t a0) + (o poe) = 0. 


Wenn die gir eng Fläche eine Ebene ist, so hat man Q — 5, da- 


hes (22 ds — 1 und @ vu PY = = 0; dann verwandelt sich die letzte Gleichung i in: 


Cio) 
P S D ah: ; ö 9 T 
dip (s tis ey =0O oder in h= ERAS 


deren zweiter Theil nichts Anderes ist; als der Ausdruck für den Krümmungsra- 

dius in Polar-Coordinaten (s und). Die Gleichung giebt also, wie es auch sein. 

muls, die Curve deren Krümmungsradius constant (— 7)ist, d. i. den Kreis, 
Wenn aber die you Fläche weder eben, noch abwickelbar ist, 


so ist im Allgemeinen ice zul nicht . gleich Null; und die Gleichung (.4.) 
wird durch fi =0 nicht befriedigt; daher ist 250 kein par- 


^icnlaires erstes Integral derselben , und folglich ist auch s — Const. kein 
zweites Integral. Daher 
kann;man im Allgemeinen nicht behaupter, dafs die in Rede EO 
Curve des kürzesten Perimeters die Eigenschaft habe, dafs alle Puncte 
- ihres Umrings gleich weit von einem Puncte der Fläche enífernt sind. 
So weit die Berichtigung. — Was die oben erwähnten Resultate 
betrifft, so fand ich 
istens, wie es S. 299. angegeben ist, cos? = R: 
2tens, wenn man in irgend einem Puncte der Curve eine Nor rele 
zu der krummen Fläche errichtet und durch diese Normale und die Tan- 
gente der Curve in demselben Puncte eine Ebene legt, so schneidet diese 
Ebene die Flüche in einer Curve, deren Krümmungsradius e, cs 


' 
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mit dem sin’, nach dem bekannten Satze, gleich R sein mufs, Eliminirt 
man nuu-zwischen cos? = ‚und TM "E R das i, so erhält man: 
t - n — o? 

d.i. die Differenz der inversen Quadrate der Kriimmungsradien der Fläche, 
von denen der eine in der Osculations- Ebene, der andere aber in derje- 
nigen Tangential -Ebene. der Curve liegt, die durch die Normale der Diss 
geht, ist eine constante Grüfse, 

3tens, wenn man eine abwickelbare Fläche beschreibt, welche eine 
andere Fläche in einer bestimmten Linie berührt, sodann jene umschrie- 
' bene Fläche in eine Ebene ausbreitet, so bildet die Linie, in welcher die 
Berührung statt fand, eine gewisse ebene Curve, Nennt man die recht- 
- winkligen Coordinaten im Raume x, y, =, «.e in der (abgewickelten) Ebene 
u, f, so hat man (aufser den Gleichungen. die zwischen: x, y, z. als Coor- 
dinaten der Fläche und. Curve im Raume Statt finden) zwischen den Grö- 
[sen x, y, z, t und u, unter andei  Gleichung; 


| AS n 
Be REI Eus HT 
^ OxY (4Adl-p*4-q?) T4?) ( Qu. 
1 NETT ; ; 
y 23 
JS en 1 


Nun ist aber für die Curve:des kürzesten Perimeters 


daher. C guis 
lim _ (4458) 
| SS incest at 
Qt 


d.i. der Kr ect der ebenen Curve ist constant, und folglich diese 
Curve ein Kreis. OMS 
„Wenn man die Curve des kürzesten Perimeters von der 
gegebenen krummen: Flüche vermittelst einer develop- 
pabeln Flüche abwickelt, so bildet sie einen Kreis.” 
Dies nun ist die characteristische Eigenschaft der Curven des kürzesten Peri- 
meters. — Beyerworten mufs ich noch den Fall, dafs Jemand die Formel (Z.) 
in einem Lehrbuche nachschlüge, sie da nur für developpabele Flächen herge- 
leitet finde, und daraus den Schlufs zóge, dafs sie nicht auf alle krumme Fli- 
chen, wie hier geschehen, angewendet werden könne. Sie gilt aber in der 
That für alle Flächen. In Lacroix Zraite du calc. diff. et int. sec. éd. T.1. 
p. 648. findet man diese Formel für developpabele Flüchen, und p. 649. die 
Bemerkung, dafs sie allgemein gültig sei. 


— 


LL 
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Auflösung Zweier Aufgaben aus der ‚phärischen 


Trigonometrie. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München.) - 


Beweis des von Herrn Steiner im IL. Bd. p. 98. ‚dieses 
Journals gegebenen F2ten Lehrsatzes. 


f. Die drei Seiten Z7, /^, /" eines sphärischen Dreiecks sind. gegeben; 
man verlangt die Gráfse ie dem Dreiecke umschriebenen Kreises. 

Man: errichte. aus den Mitten der. Seiten U’ und 1” senkrechte Bo- 
gen, die sich in dem Puncte P schneiden, so ist P der Pol des gesuchten 
Kreises. . Der von dem Puncte P bis an die der Seite Z gegenüberliegende 
Winkelspitze. beschriebene Bogen sei = e; der WinEel zwischen ihm und 
der.Seite // sei @’. und zwischen der Seite 2”, 9, Setzt ‘man den der 
Seite / gegenüberliegenden Winkel des gegebenen Dreiecks — e, so ist: 
€ — Q' 4- Q". In den beiden kleinen rechtwinkligen Dreiecken hat man: 

| tang 1/^ = cosQ tang e; 
tang : = cosQ" tange. 
Addirt und subtrahirt man diese beiden Gleichungen, and berücksichtigt 
die bekannten trigonometrischen Relatiónen, so se sich : 


sing (Ft uu a. gi — 
cosilcosfl^ TT 200532 cos 2 Ltange, 
ns 1 "y ea. ‘Dans G aeri d (ad 
€0s i i cost [t ae Ri BE $e 


Die Summe der Quadrate dieser beiden Str" 
T siniku* gin ET 7) ME ‘ef sià me 
$ A sinLaf car eos iP? — C 
her 


Bekannt: ch ist: 


cos = cos a sin ifj 08 cos ons Hm bi. oben! n singe" wes 


Dil. 


Subtrahirt fan’ "ise v 
‘4 = cos Lesage à 
so folst:. i 
Br wind P uH gi (CE PY eos E 0° 4- sin ELE sin Xa", 
ferner, da 
sina^— sin y* = sin(w 4- y) sin(x —y): 


LA 
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m Md Mia 7 FA e L] . 
sin ( ——;-——- } sh E == sing 0” sin!’ sm”, 


Ve 1 Ü  [/* = —1] Le zu ad C. it _g-.® » hr 
sin parer sin (ien COS Fo gin i’ sin 1%, 


Subtstitnirt man (2. und 3.) in (1.), se ergiebt sieh: 


= 4sin=/? sin 41°? san 
tang e vex 1+ CORTE ya = EEE " er UNE RES 3 
si a (. SEE sin + EN sin sin |—————— | sin | (ESS) 
d % 2. ; e 2 
und hieraus : 
cos e | NS | 
| : ea) à > "+ Ss : US 2 2 (i yg P 
$in(——ZZ—— } sin | ——— SUR Le | sin | 
3 i 4 d (E 9 : » \ 9 : 
PARLE Hk MON, ee 
/ 1 l ; 1 ii! ie fit 
(siii V sin — sts sin — >) (—sia zt sin ak jt sin S sin — + sin 7 + sin 7) (sin 5 + sin- 32r 5m 
C ete: PUES À EN 
sino? ==. nie 
a 4 > E 


xr oi 
4 sin 2 1? sini? sin 17 


CEE (can aint gan P DIR re nl 
n in — -i« 51 i Ino En c sin pes 
sih tsi Ts 9 5 + ny — 8i + sin ) sin 5 


:2, Es seien die drei Winkel eines sphärischen Dreiecks, a, a’, a^, 

man sucht die Gröfse des in dem Dreiecke beschriebenen Kreises. 
| Man: halbire die beiden Winkel @ und a’ durch Bogen, die sich 1. 
dem Puncte Q schneiden. Der von Q auf: die dem Winkel a” gegentiber 
liegende Seite 4” gefüHte' senkrechte Bogen sei &, dessen Endpunct die 
Seite in die beiden Theïle: und,’ theilt. Es ist unter diesen‘ Voraus- 

eT cot ia == sind cote, 

| eot X af u. sind’ cote, 
wroraus: man durch..Additioni died Subtractiongerhfler’* 
sin ;(a/+ a) 


—— Zain: ^" cos (6-—0^) cotc.' 
singe singes 7 = (0 ) soir, 


sni(a'—a) : ‘ loin rid #/ 
a —a) = 3c0s1/' sin 1 (8-80 cote. 


sin $a sin La! 
Die Suxme der Quadrate dieser beiden Gleichungen ist: 


5 cos}? sing (a+a)? + sin} 1 ‚14° zx PECES Pj, (fen to? 
A 4 sin S. cos ate sin La? sin £ a^ | 
: a 


Ferner hat man: 


cosa’ = cos!” sina sina’ — cose cos a’ 
== — cos 3 cos (a+ a) — sing 2” cos(a'— 47, 
eos E a^^ == cost] sink (a’ + a) -- sin 17^? sinI(oa'—a7. 
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? > 4 


d da à 
ne €0s3^ — siny* = Cos (x + y) cos(a—y): 
— 0 a’ a’’ d a — a! a if 6 » 
feos ES =) cos e) =  (0sj/'sina sing’, 
. a z a! ata'— a’ NER + 
leo (Tee SE E x) cos nn = — sin 4 /'* sina sina’. 


NE Nach Substitution der Gleichungen (5. und 6.) in die Gleichung (4. 


erhält man: 
4 cos a? cos a’? cos} a^/* 


—a-ra-e^ an (tr Fa’) — fa--a/—a/? 
Te nome) S s( cos | 


/ cote? = 


[ / “4 
Bae tere EEE) cos 5 
und hierdurch: 


sing? = 


— C08 (5 ER T) cos e: = cos is m 2) co cos { {a+ acd + 


dud RAR DAE EC Le 2 


all 4 


cos, cos eS —c085 Coss ee cos= ~~ cos — ee COS — + COS — —COS — 
ye 2 9 DINGS, ae) Em 3 2) 


COS E = 
4 cos 1 a? cos 1 a^ cos 1 o^* 
Ee AN eee gt a ee 00 
(cos? cos eos — =) — cosy 5 0055 “405% s )(cosg — eos eos) (coss T0055, —c057- =) 
Es ist iiis Ltée zu bemerken, dafs ¢ und 7 die sphiirischen Ra- 
dien der gesuchten kleinen, auf der Kugel beschriebenen Kreise sind. 
3. Die Gleichungen für die Grófse des umschriebenen Kreises 
Kifst sich durch die Winkel des Dreiecks folgendermalsen. ausdrücken. 
. Durch die Gleichung (0.) hat man: 
eos en (EEE) 


— ENT, 


en Potins Ba Dh PR EL 
; "2 sin a sina’ d 
folglich auch: ui tall ( —« a+ a^ 
cos d Tcu 
cos I//? = ZETA NRA 
J sina” sina 
un 
(ue Be (BER, + art a^ 
— COS cos s(— SY =) 
sin EM CIEL Sr TIL EE ITE 


sina’ sina’! 
Verbindet man diese letztere mit der Gleichung (2.) und substituirt sie 
mit den beiden ersten zugleich in (1.), so folgt: 


«— COS [- = Ze) 


8. tang e = 


— nn nenn 


> 


{a a a NM. faa At 
cos (= ae } cos ( RE cos (C ] a" 
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4. Eben so findet man für den in dem Dreiecke beschriebenen 
Kreis, wenn die Seiten gegeben sind, mittelst der Gleichungen (3.): 

rem Ty Me? 7 
sia EE") sin (E) 


Sun = © A —————————— —— 
2 sin // sin i^ ? 


Er) EE) 
sin EEE sin a 


2 (2 
ain; = —— _________—___ 


sin’ sind . ? 
sin (CELERY ain (EL) 
cola? — PN 2 
V Z ee tS 
sin 2 sin!’ 
und endlich aus (3.): i 
deu 
2 ee mation ee 
9, cote’ = si E c UE a (EE) an EE "z 
Uo 


9. Setzt man die Spitze eines dreiseitigen Kürper- Ecks in den 
Mittelpunct einer Kugel, so bildet der Durchschnitt der drei, das Eck bil- 
denden Ebenen, mit der Kugelfliche ein sphürisches Dreieck, dessen Sei- 
ten den Winkeln der Kanten, und dessen Winkel den Flüchenwinkeln 
des Körper-Ecks gleich sind. Eine von der Spitze desselben durch den 
Pol des in dem sphürischen Dreiecke beschriebenen Kreises gezogene Li- 
nie ist der. geometrische Ort des Mittelpuncts aller Kugeln, die einzeln 
die drei Ebenen berühren; und zwar ist der Haibmesser A, einer beliebi- 
gen derselben, wenn die Entfernung des Mittelpuncts von der Spitze des 
Körper-Ecks = g, ist, R=g,sine. Es sei in Beziehung auf eine zweite 
dieser Kugeln A, = g, sing, so ist, wenn sie die erstere berührt : 
muda Su 


sing 


ge ag £i = 

folglich : 
1 1 = a 1 | i = 2 
z= 7 za = = tang (45 -- 20)  — iu — (tange 4- v (1 + tango’), 


cos OC 


welches, wenn die Gleichung (7 ; oder (9) substituirt wird, die von Hrn, 
Steiner gegebene Formel ist. 


xy’ & Ciausen, Auflosung zweier spharisch -trigonometrischer Aufgaben, 


Auflösung der im 2ten Bande dieses Journals p. 96. von 
Hrn. Steiner gegebenen äten Aufgabe, 


Die von Hrn. Steiner gegebene Aufgabe ist mit der ae 
ideniisch. 
„in dem Umfange eines Kegelschnitts legen die Mittelpuncte einer . 
Reihe Kreise, wovon jeder die auf beiden Seiten liegenden, und einen aus 
dem Brennpuncte des Kegelschnitts als Mittelpunct beschriebenen Kreis 
berührt; die Relation zwischen den Dimensionen des Kegelschnitts und 
dem letztgenannten Kreise zu finden. ' 


1. Es sei der halbe Parameter des Kegelschuitts p, die Excentri. 
citüt e, der Halbmesser des aus dem Brennpuncte beschriebenen Kreises e, _ 
die eus dem Brennpuncte an die Mittelpuncte zweier aufeinander folgen- 
den der andern Kreise gezcgenen Linien r und r^, weiche mit der Ab- 
sidenlinie die Winkel © und 9° bilden, so hat man; 


1j 


de ER en ee 
it ecosq g! TL Le cos p! ? 
und die Halbmesser der beiden Known : 
hie rus uio aa ? net 2 
4 + e cos p 5 1+e cos ^ ds 
Die Summe dieser beiden Halbmesser bilden die Seite eines ebea 
oen Dreiecks, in welchem Q'— Q der pegenüberstehende Winkel, und ». 
und r' die beiden übrigen Seiten sind. Es ist also: 


yey long eee EN 
U-recosq | 1Lecosç’ pue) 


pp 2 pp.cos ‘_ gp) 


ane (Barer À («oa Qi) )* cH DEA 
und nach Reduction: 
1. 0 == (pp—5pae--2e2) H-2 eo(o— p)(cos Q'-l- cos Q) 
NOMEN S cos Q' 1- p p sin Q sin Q'. | 
Um dieser Gleichung. eine einfachere Gestalt zu geben, bemerke ich, dafs 
man folgende Substitutionen machen könne: 


(£cosQ- cos? — cosa, tcosQ/— cos)’ —cose, 
2 " sin Q = sine sing, 2 sind’ = sinz sin, 
Le uw —cosecos§, t tz. 1 — cosa cos. 


Multiplicirt man also die Gleichung (1.) mit ¢¢’, und substituirt dann diese 
Werthe, so ergiebt sich: 
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(0 m pp Ape + 2¢¢--Lee(e—p)eosa -- (pp--2eeeg) cosa* 
3. dH op pt 20:04 20e(p—p)(t+ con -— (op-|-2eega)cosaM(cosf -1-cos9) 
MT op ret 209coss*— tee e—P) cos x + (pp-}-2ee ge)} cos0^ cos 0 
+ pp sina? sind’ sind, 
Setzt man also den-Coëfficienten ven cos 6! 4 cos 9 =: 0. so wird 


ER 
cose — IL oder = 
ee 


eg 
Q—Pp 
2. © . erste dieser Werthe von cosa giebt für die Gleichung (3.): 
PLE — 2eepo — 200-4 po—pp 
Pr 


cos 0^ cos 0 + sin 0' sind. 


Der zweiie Werth giebt:. 


5. cos (0/— 8) = Bente dot perm, 


Wenn inan die zweite Substitution amwendet, so ist ¢ ==: 


und da cosa déc den Greuzen +1 und —1 enthalten ist, so mufs 


e zwischen 6 und Tm 
sich von selbst, dafs: € immer positiv ist.) Sie umfalst also alle F älle, wo 
der aus dem‘ Brennpencte beschriebene Kreis den Kegelschnitt nicht schnei- 
det, Dieses ist für unsern Fall hinreichend, da die Reihe der Kugeln 


nicht tiber den Schneidungspunet hinaus verlängert yerden kann. 


oder zwischen 7 und oe liesen, (Es versteht 


{st nun sine nicht == 0, welches nur für den Fall einer Berührung 
mit dem Keyelschnitte Statt findet, so sind © und 4 zu gleicher Zeit 0, 

7, 2m ete., and wenn § dem Werthe ® entspricht > 80 Re m + 8 
. dem Werthe z-L-Q, woraus die von ferm Steiner durch so scharfsin- 
xige geometrische Betrachtungen gefundene Gleichzeitigkeit der Commen- 
surahilitit für alle beliebige Anfangspuncte dor Rethe folgt. Soll also nach 
u Umliufen der (n4-1)te Kreis mit dem ersten zesammenfallen, so mufs 


d. oa ee esl A ee denis a 


sem; mithin; 


Ts = = al [4 ate / (sin (4^ (= "dj- ee COS (5. 


£ kann also bei einer Ellipse, wo e<Cf, nicht geüfser als iL, Werden, 


LATE Grenze für o der srofgen Axe gleich ist. 
Crelle's Journal d. M, Vi. Bà. 4. HI, 12 
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Ich füge einige specielle Fülle hinzu: Ist der Kegelschnitt eine Pa- 
rabel, oder e — 1, so ist | | 
8. cos ( —— ) = —— À. 


isi à die senkrechte Entfernung des Mitteipuucts des Hauptkreises von 
einer geraden Linie, so hat man für diese: 


a 


2 Lond ns uos] 


; cos p? | 
E 4 Li * y 94 Ld . 1 
betrachtet man also dieselbe als einen Kegelschnitt, so wird E. =, —=0, 


folglich: 


‚Dieser Fall, dafs eine Reihe Kreise, deren Mittelpuncte auf einer 
geraden Linie liegen, sich* gegenseitig und alle einen andern Kreis berüh- 
ren können, wird nur dadurch möglich, dals der eine Kreis sie alle ein- 
schliefst, und so den Übergang von der einen auf die andere Seite bildet *). 


*) Erst nachdem die gegenwärlige Abhandiung gedruckt ist, bemerke ich, dafs 
die in derseiben enthaltenen Ausdrücke der langenten der Halbinesser- Winkel der 
in und um ein sphärisches Dreieck beschricbenen Kreise sich auch im meinem, Lebr- 
buche der Geometrie, Berlin, bei Reimer, 1826 —- 27, Seite 916. $. 747, finden. Da 
dieses Buch, obgleich fast durchweg eigenthtimlich, bis setzt noch wenig allgemein 
bekannt geworden ist, so sind die benannten Formeln gleichwo noch als neu zu 1 
trachten, und es ist gut, dafs sie hier mitgetheilt wurden. Ich bitte inaesse2 den "oni 
&hrten Herrn Verfasser hierdurch. um Verzeihung, daís ich ihn darauf aufinerksam zu 
machen übersehen habe, ‚und zwar um so mehr, da ich so eben erinnert worden war 
welche sorgfältige Rücksicht Er auf etwa schon Vorhandenes zu nehmen gewohnt ud 
Denn noch ganz kürzlich hatte Er mir in einem Briefe seinen Willen zu erkennen 
‚gegeben, dafs der Aufsaiz No 33. im 4. Hefte 5. Bandes S, 383. , der inzwischen: ge. 
| druckt worden war, zurückgelegt werden sollie, weil die Darstellung desselben, wie 

Er später gefunden, schon von Lagrange in der Mec, anal, gegeben sei, welche Be 
merkung des Herrn Verfassers ich zugleich hierdurch bekannt zu machen nicht un- 
terlasse. Ich hoffe auf geneiste Entschuldicune. 


Anm. d. Herausz, 


TU CRE PES ERTL ra sa me 


x Pe E 
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à 


9. 
Über die Berechnung des Näherungswerthes doppelten 


integrale. 
(Von Herrn Dr. Kerd, Minding zu Berlin. ) 


C DR sey z-—Q(r,y) irgend eine rationale Function von x und y von 
einem beliebig hohen Grade. Man habe 7 Werthe von æ, die zwischen. 
O und + liegen, nemlich: 

0,55 0,5, 035, [.] e + e a no ; * 
eben so a Werthe von y, alle zw ischen ‘0 und &, nemlich: 
& 1 Os e HP 240, 9 + ee Ga 05 P N 
Das odit a: $.X— 0,8 ER Ser s igs eee werde durch fx, und 


- Vu, de ME EP. ym urs. Y— 4,8 durch F'y bezeichnet. 
Ferner sei ne 
1 5 AP VN de: 
fs UU tX 4A p^r 
INE UH. c Be TECH, 
J Fy == gm yn Ponts ee ss 
Dividirt mau nun @(x, y) zuerst mit fx, so wird der Quotient einen un- 
gebrochenen und einen gebrochenen Theil enthalten; dividirt man den 
Quotienten mit l'y, so wird jeder Theil desselben wiederum in zwei andre 
zeriallen, so dafs man erhält: 
Gy) _ qum») 
fu Fy if no Fy ET tte 
z= + P.fr +OQFy +R fx. Fr, 


wo 2 (—=®,(x, 2 P, S R rationale ganze Functionen sind. 


Fy y 
oder 


üchter Bruch ist, so. kann z/ in Bezus auf x 
3 D 


und y Hiebateni i resp. von der Ordnung z—1 und m—1 sein. Bedeute: 
b irgend eine der Größen a,5, 8,5, . . . . 0,5, und (2 irgend eine der 
Gröfsen &,0, 4,0, . «+» &,0, so hat die Function z‘ die Eigenschaft, dafs 


für Im d y == Piz =r wird. 


Hjraus kann =’ foigendermafsen gefunden werden: 


Man setze a SEA L 
jenes A 4. Y, qe + rx + Por +. ee Tru x” E 


12 
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wo Y,, Vis X9 vos ganze Functionou von y von der 11 — 1ten Ord- 
nung sind. 
M erhält à 
Ha U 
FL NS Far ema 
a D, zz zz, (@; sy) ©, ve (^ s Y), ete, 
Nun sind aber Tg py etc, ebenfalls ächte Brüche: und da allgemein: 


Q,(b, 2) == Q(b, D), so : orbit man dureh Zoriegung: 


ie pers 8,0). | qa, s, 6 Ga 0) ass, m6) 
= i LR fonds EN 
Haim an 


Fy Pe, 8. y — 0,6 P (a, 0) y ma, C 
und so fort fir Las U3, «ss. 
Hieraus ergiebt sich: 
zt 1 en 935 07 qug enne Panne RER Pa; 5, me ag 
FF Fast @—#,s\Pe,6,y--0:6 Pio, d y— g,y—20u;G "Fame. Y —" Amo 
1 : a, 8, 0 38, En O < 
+ Fusce y em " ak + Ux Ans) Tee: 
Q843, a; À D nS, Um 
tome ribs pem V eh chp a 
Dies ist eine Literpolationsforiael fix eine Function zweier veränderlicher 
Größen. | | 
3. Man setae [T= PLRFy K=O4+Rfx, so erhält man 
zd we Ife KE y — RfzFy = [fx +OFy 
Mam bestimmt aun leicht die Fanetiones TE, X und R. Stellen wir zu 
diesem Zwecke x durch folgende Reihe vor; 
ca Y. Y eh hat Y,x° east En RE 


in welcher a llgemetu t 
Ya a (5) 4: (EY y t) cest abe eve 
so dafs, wenn than nach Potenzen You + und y zugleich ordnet, hervorgeht: 
à 2 2 b 71 
icr ( + (e+ (t by + (i Jey eed ()ety" tee 
Um min IT zu erhalten, '-aucht man blofs mit fx in z zu dividi- 
res und den gebr öchenen Theil des Quotienten wegzulassen. Auf ee Weise 


erhiilt man, indem man sich ‘doy oben gegebencn Reihe für E bedient; 


IT = Y, À, + Y, (A, x + EA TE Hb | (Au? ne ud unt: 
Ordnet man hieran! = nach Potenzen von y» so dafs :. 


es By RARES Find vy dern 
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xc srt er Der 
und dividirt mit # so erhält mon: 
K = LB 4X Gy +B) + XS BSH +B) bees | 
Um nun A zu erhalten, braucht man nur eine dieser Reihen, z. D. 
Il, noch mit Fy za dividiren. Zu dem Ende sei II, nach y geordnet: 
I = D, + Oy + ny Hae ates lo UU, yt um A 


wo 


wo 


U, = (4.4 (E osa +4 + lt): ‘Ae fA.) + 


v 
Man erhält dann durch Division: | 
R= B, Dp + Un (By + B.) + p (B, y* - Bey d E ME beach ad 
Aus TI und X lassen sich P und Q erhalten, Bezeichnet man die 
' verschiedenen Werthe ven II, welche man erhält, wenn y zz2,0, c 
EE WT gesetzt wird, der Reihe en mit IE, 1L, TE, 000.5 xo ist 
P. IT, Tf, 
[GU qe an De. voces bets T padres 
Auf ERO. Weise findet sich: 


4 5 € u 


Le C a K, 
PET ADR UE pan sce ttt Fini amet 
4. Soll num das Integral /fz dx dy zwischen den Grenzen 0 und 5, 


0 und c in Bezug auf x uud y nüherungsweise gefunden werden, so sub- 
stituire man ana das Integral /[z’dxdy, und der Fehler E wird sein: 
E = ffPfxdx dy +{/QFydxdy L//RfeFydsdy, oder auch 

Ez fflfezdrzdy-F/fKFydxrdy-—[fRfzFydxdy. 
Um nun den Fehler möglichst zu verringern, nehmen wir, nach dem 
^ufsatze des Hrn. Prof. Jacobi im ersten Bande dieses Journals p. 301.: 


1 d" a". ac — s" RE 4 d'y, y — gm 
Ja TT SUN SO ENT 3 i y u —— z - B =, 
; nl. urba. ad xe” m--t....2m ay" 2 


durch welche Annahme man erhält: | 
leder, PeRedsu—0,;... Jam frdæ = 6; 
und, zwischen dénscfben Grenzen: 
" 12.92.33. mA be gent EVA om, 3 
(Trier n-- 4+, RH "2n4d-1 ^^ Pune 
; In 2 F " 
Jao fa dr = NÉE CES ÉTÉ TE cR Ms TE cdeipen ioa oye | 
Ks sei nun 


Ys 3 x j'o | Fy ; 
fT dr 4 4 
——À P... I ET SERT CON EN EURE nes b E 0% 11, S, LPS 
aT. a -—a, s So F* wd. y-—c, 6G 


——— — - 2 —À 
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so erhält man. den Niherungswerth des Entegrals /fzdady: 
Iz dædy = $7.r ‘fe Qa, 5, ac rc, ‘Das, a, +. +0 Qa, s, &,, cj 
-Ls ee 2,6 + e'^ Q a,. SUCH TETE + e" Pas, a, c] 
+....+ sor fe’ (pa, Sy Oo + ep An 5, 0,0 housse J- 0” Da,s,a,ot. 
5. Man hat, vermöge des-oben gegebenen Ausdrucks für P: 


JJ Pf, dr dy E Ja ds f — IN — = cZe' fil, fa dv. 
ur 


Man bezeichne den w erth, den Y, erlhurts ‚wenn y = a, € gesetzi wird, 


durch r5 so erhält man 1 
í^ 


fill. fx de Y. en [rz TIL. Ar 


Nun ist aber die Summe cT, Fe Krise MT offenbar dev Na- 
herungswerth des Integrals f? ys y, nach der Gaufsischen Methode . mit 
"n Ordinaten berechnet, welchen wir mit Y,. bezeichnen. Auf gleiche 


Weise wird unter I ur der Nüherungswerth von” d Iun dy st AK 
d. die Summ:: 


: uM ois Ua 
o (o' s 274-1 oy PA E d- ewes + e" Pas), Ue. Sa L 


Hicraus folgt: 
[/Pfzdzdy = N.Y; A TE (oet io 
or dy $ A Xa ues nai P 
mE. pac, ayuu] 
: Xa 19 n4-2. 9n FIOI E dod cds "ds d Seren N 
Ganz auf dieselbe Weise ergiebt sich, wenn man die Nüberungswerthe der 
integrale f° X,, da mit 2 Oxdinaten berechnet, durch X, bezeichnet: 
pa $ f rn - 1 
J/QFy dady = M.c" eX, B, X, (B. A re 
‘wo M eben so von m abhängt, wie vorhiu /V von n. 
Kerner ist 


AME & : k 
"Y fe ty gd A sind: fuels io. ( 
li IL fx da (i " RE V. SEE ig "t 12 on À i + E, on: (4.5 9 o t, A,) i Spe c " ? 
MEI mi^, Ln i 
m— muet oU H 5 ; Sea 1 s ot 8 
FA uy d ZX d yo = M. e su a + Eat (B, Ima? E B ! + s NUS 


wenn man den. genaxen Werth des Integrals {i T,dy mi. Fas und den 
von f7X, da mit 
% 2 py 
Hierdurch erhält man, indem man R oltninirt. für en Fehler fol 

genden Ausdruck : 
n E bi " $ 42 : : 
QE: nn N. s? ub Put E LEE ate 4: ote Pi nt H 2 A sa T + 4. + 979 4 

^ 


€ ; 425 : : 
A meer Cs 1 oo CE CES : m i^ i 
P M 4 e - ; Sum 71 s n9 B, a RR. a A, Haider 9 Be a pa v = B, »e [2 : a4 


ir" 


£, bezeichnet. 
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Da in dem Ausdrucke des Fehiers E alle Coéfficienten (Z) en 
sind, deren Indices x und y resp. kleiner waren, als 27 und 277, und da 
R4 vv pn e ®- > — * t " 
solcher Cocfficienten, von (o) bis [e 1) incl, überhaupt 4275 sind, 


haben wie durch die Wahl der. vortheilhaftesten Werthe der TROUPE 
die 4nm ersten Glieder der Reihe z erschüpft. . 


Soll die Integration von /fzda dy zuerst zwischen veränderlichen 
Grenzen geschehen, so.lassen sich diese sehr leicht auf constante zurück- 
{'bren. Denn wenn zuerst von y == bis y — 7 zu integriren ist (wo «t 
und e buna:onen von & sind), so setze man: y — w-+ (w—w)z, wodurch : 
das gegebene integral übergeht in: f/z.0—o.da du, weiches in Bezuy 
auf u zwischen den Grenzen O und 1 zu nehmen ist. - 


. Um die E *aüchbarkeit der vorstehenden Methode zu prüfen, be- 


yer log vulg 2-+-y A Ä H 
rechnete ich das Integral: Jj dx dy Le zwischen den ‚Grenzen 


em yssi, x= y=101. Ich fand zuerst durch Annahm& zweier Werthe 

von x und von y den Werth: 231,1; durch drei Werthe von % und y- 
237,3, durch 4 Werthe: 236,4. Durch wirkliche Íntesration aber fand 
ich: 236,3. | 


D 10.- à Aenihe, Beweis des Satzes. No.68. 2; Band, +. Heft; ss. 305. 
(NO E ö “ : 3 


10. 
a EUR AY In Ge 0 Pond A tiu & 207.0 
Beweis des Satzes No. 68. 2, Band, 4. Heft, S. 395. 
dieses Journals. 


(Von dem Herm Ingenieur Pr. Lieut, v. Renthe zu Berlin.) 


e NN 


I 4€hrsatz. Wenn drei Kreise vou gegebenen Halbmessern in emer und 
demielben Ebene Gegen, und von einer und derselben geradon Linie berührt. 
serlo; & und À bezeichnet den Fiäcken-Inhalt des geradlinigen Dreiecks, 
in dessen Ecken die Mittelpuncte der drei Kreise legen, 0’ hingegen den 
fhichen-kahpelt des Dreiecks, in dessen Ecken die Mittelpunete der drei 
Kreise. dann liegen . wenn sie in veränderter Lag € eine beliebige Coordi- 
tton c Ada dep berühren, wührend ihre Mittelputiete 1 in derselben. Ent. 
fornung vou der auf dieser Axe senkrechten Ave der y bleiben, wie zu- 
vor; 8. endlich den Flächen-Inhalt des Dreiecks, indessen Ecken die 
Mittelpancte der drei Kreise legen, went ge wieder inf veriindester Lage 
die Coordinaten- Axe der y berühren, während ihre Mittelpunete in gleie 
cher Enifernung wie in der ersten Lage von der Axe der x sind, so ist: 


N = P + Pu 


Beweis, Es seien r, r', r" die Haibmesser der gegebenen, die 
gerade Linie 4B (Taf, I. Fig. 10.) in o, o', 0° berührenden Kreise, zu de- 
ren Mittelpuncten a, 5, c die senkrechten Coordinaten x, Va, YEN 
gehóren, und a’, 4", c' und a‘, 5^, c die Mittelpuncte der drei Bos 
nen Kreise in der veränderten iam gegen die Axen der x und der y; 
ferner werden die Seiten der drei Dreiecke, deren Ecken in den Mittel. 
huneten der Kreise liegen, durch die am entgegengesetzten Scheitel ste- 

henden Buchstaben benannt. 


Nach der angenommenen Bezeichnung ist: 


g o (x EL ahy +. (y, 
a? — (ae — xy 4i- (r'— ae 
ele — (r' E r^y a. (y! — yi, 


daher 


a nag un 4: wf 
(quu mg mmo gp 


dd re m DER IE 
— P em D q*, 
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Eben so 
| b^ + bt 2 mu, HG — r^y — 245, 
c^ + cf? ch — 2(r'—ry = 2gd^, 
Ferner 
; dS go wel ca zx, 
oder | | A vade 
Endlich | 
( A.) v (a* — d) +. ve DR d^) re "269 e 
(B.) V (a^ — d") + Y (c^ — d'^*) E y (b^ = qf’), 
. und (€.) VE) + v (e"— d^) = yr(b^^— a”), 


Durch Wegschaffen der Wurzelzeichen erhält man aus (4.): 
D a*5* te 2 a*c?d- 2 0*c*— a*— b che dr 2 q*d'^— 2 dq di di 
— I (d^ 4- dr d*) + 9 (d*-- de d^) 4- 2c? (d^ de gin. 
oder j 
; 44? = — add’ + bdd" + dd’; 
Aus (B.) und (C.): | 
Ad zz — af dd br dd’ cdd’, 
A Q'2 = — agi? dd + b/^ d d + c'^ dd'; 
daner 
LQ e IST umm — (0 + dd! (bb — 8") dd (6? - c'9—c)dd* 
= 2(d'+d"—d)dd‘'d" zz. 0, 


also X 
a? — 0^ + 5. 
Berlin. den 28. März 1830. 
^ 
mcminit RAR eve N 
Crelle's Journal d. M. Vi. Bd. 1. Hit. : 13 
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Beweise einiger geometrischen MS 
(Von aon Th. Scheerer, Stud. math.) 


mm mal à mc 


EOS un une nenne een 


d dS Jede Ebene welche durch die Mittelpuncte zweier ge- 
wenüberstehender Kanten eines beliebigen Fetraëders gelegt wird, halbirt 
iasselbe, .(Gergonne's Annalen.) 

B eweis. ABCD (Taf. E. Fig. 11 5 sei ein beliebiges Tetraëder, E 
and E seien die Mitten zweier gegenusers.enender Kaien, Legt man 
durch die Kante 4D und den Punct E eine Ebene, so wird, weusie durch 
Jen Scheitel 4 geht, und die Grundfläche BCD halbirt, das Teträder - 
durch dieselbe in wei Hälften getheilt: 

1. ACDE = ABDE = 1 ÁABCD. 
Wird eine Ebene durch den Punct F und die Kante BU gelest, so ist aus dem- 
selben Grunde: 2, BCDF = ART — 34BCD. 
Aus (1. und 2.) folgt: 3, ACDE = ABCF. 
Da aber ACDE und ABCF das Tetraëder ACEF gemein haben, so er- 


giebt sich aus (3.): 4.. -CDEF — ABEF. 

Jetzt lege man eine beliebige Ebene ZGFH durch Z and PF, und fille 
aus den vier Ecken des Tetraéders die vier Lothe 2, 5, ¢ und 4 auf die- 
selbe, so ist: a-X EFH + d x EFH = CDEP, 


bx EFG--cx EPG = rei" 
und deshalb nach (4.): 
5. (@+ a) EFH = (b-- c)EEG, 
Da die Ebene EGFH die Kanten AD und BC in der Mitte: schneidet, 
und die Neigungswinkel dieser Kanten unterhalb und oberhalb jener Ebene. 
gleich sind, so ist a=c und d=D, woraus folgt: 
6. EFH = EFG, 
7. dX EFH = bx EFG, 
8. DEFH = AEFG. 
(1. wad 3.5 aber folgt: 
9. ACHEGF = BDHEGF, 
IL Lehrsatz. Zieht man in einem convexen Vieleck alle mg. 
lichen Diagonalen, und verlängert alle Seiten, dafs ‚alle diese Geraden 
einander wo möglich dé ke seen SQ entstehen, im dllgemeinen, — 


Aus 


4%, Scheerer, Beweise »iniger geometrischen Sätze. 99 


innerhalb .des Vielecks gerade halb so viele Durchschnittspuncte als au. 
fserhalb, z.B. beim Zwanzigeck innerhalb 4845, aufserhall 9690,  (Ge- 
genw. Journal, Band HI. Heft 2. S. 209.) 

Beweis. Bei einem Pie n Eck werden, bei Verlängerung 
der Seiten und Diagonalen, im Allgemeinen nur solche Durchschnittseunste 
‚entstehen, die von zwei Geraden; gebildet werden. Nun kann man be- 
kanntlich durch vier Puncte sechs Gerade legen, und diese schneiden sich 
paarweise in drei Puncten, von denen einer innerbalb und zwei aufserhalb 
der beiden Puncte liegen. Zu je vier Ecken eines 7 Ecks werden also 
ebenfalls ein Durchschnittspunct in dem Polygon, und zwei aufserhalb des- 
seiben gehóren. So viel mal, wie man also vier verschiedene Ecken zu- 
sammenstellen kann, so viel Durchschnittspunete . 4rd es innerhaib, und 
noch éinmal so viel aufserhalb geben. eu Be aber n Elemente, zu vie- 

EDT (n — 2) (n — 3) 


n Jn Ar ; 
ren geordnef Verbunden, TRS Wi — verschiedene Verbindun- 


ef (n —9) (n —58 
® 7 | n J rn =< ] . 
gon zu. Daher giebt es peer RE UNA ME Durchse hnittspuncte i im z Ecke, 


n(n— sate a3) : SETTE Beim Z prep 
—B V aulserhalb desselben. Beim wanzigeck würden 


und 2x; —— 1534 


Best i 20.19.18. 17 
dies z. B. innerh sib: 2.5.2 — 4845, und aulserhalp 2 x 2.9.2.7 — 9690 sein. 
IIl. Aufgabe. Drei in einer Ecke zusammenstofsende Seiten. 
kanten einer dreiseitigen Pyramide sind gegeben: man soll die der Ecke 
gegenüberliegende Seitenfläche so bestimmen, dafs der Inhalt der Pyramide 
ein Maximum sei, (Gegenw. Journal, Band V. Heft. 3. Seite 318.) 
Auflösung. Da die Grôfse einer dreiseitigen Pyramide von ihrer 
Grundiläche und Höhe abhängig ist, so werden die drei gegebenen Kan- 
ten nothwendig so zusammengefügt werden müssen, dafs die möglichst 
orößste Grumdfäche und Höhe entstehet, Dies wird aber nur dann der 
= ^ t x^ 5 s 
Fall sein, wenn zwei Kanten auf emander senkrecht stehen, und die driice 
auf beiden senkrecht ist. Denn sobald die dritte Kante mit den andern 
| keine rechte Winkel mehr bildet, ist die Höhe, und sobald die beiden übrigen 
Kanten nicht mehr senkrecht zu einander sind, die Grundfäche kleiner als 
vorher. Sind a, b, ¢ die drei gegebenen Kanten, so mülste also, für das 
Maximum des aus ihnen zusammengefügten Tetraéders, nach einem bekann- 
{ n2 42 . 2 
ten Lehrsatze, die gegenüberliegende Fläche = 5 (2? b?-+ ac ?-L- Z^ c*) sein *), 


.— # Die nemliche Auflösung ist auch von dem ungenannten Herm Verfasser des 
Auf, satzes Nr. 7, in diesem Journal gefunden tind dem Herausgeber fast zu derselben 
Zeit milgetheilt worden. als er die zegenwärtige erhielt, Anm d. Herausg. 
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Théorémes et problémes sur les nombres. 


Théorème t, Si # est un nombre premier, les sommes des nombres 
1, 2,3, £ . . . . n—1, pris deux à deux, quatre à quatre, six à six etc. 
et divisées par n, laissent un nombre égal de fois les restes 1, 2, 3...» 
o. 72— 1, et lé restes O une fois de plus; et les sommes des mémes nome 
bres 1, 2, 3, 4,.,,. n—41, pris trois à trois, cing à eing, sept à sept etc. 
et divisées par n, laissent encore les restes 1, 2,3 ,,..n—1 un nombre 
egal de fois, mais le reste O une fois de moins. 
Demonstration, Soit'z une des racines imaginaires de l'équation 
d. x —1 = 0, 
on sait que les 7 — 1 racines de l'équation 
2. Ha xaG3....-120 
sont &, &*, a, . . . . &* et que les coëfficiens de Requation (2.), expri- 
més par ses racines, sont: 
ad atqiie cn. 
3. gm ou +, Hate = +1, 
e.a edel tes se tae a == — 1, 


Si dans ces équations on fait les produits des racines, les expressions des 


oy 


puissances de a seront les sommes des nombres 1, 2, 3 .... 7 —1 


\ 


I 
i 


deux à deux, trois à trois, quatre à quatre etc. AE puisque @"= 1, ces 
produits se réduiront aux puissances e, a, a’, . +... & &" —1; donc 
ces puissances se présenteront plusieurs fois, aussitôt que les exposans sur- 
passent 7. Mais toutes les sommes de ces produits étant des Tennis 
réelles et entières, il faut qu'elles contiennent les puissances a, ar, ai, n 


Ti 


T7L—1 
5 


e. #7 un même nombre de fois; car <i quelques unes des puissances 
n'y étoient pas, il y entrereit des quantités imaginaires, ou au moins irra- 
gonnelles, qui ne pourroient être détruites par d'autres: dene il faut que 
les équations (3.) aient la forme: | 
at +a th... tattoo —1, 
L +++... pan) He pp = $4, 
; N ASH er in I ener du 


OMM. pro pe D : *« 9. 9 4.» 0. 9€ we FU 8 v. WIh* le" ae Met is NN 


12. Théorèmes et problèmes sur les nombres. 10i 


ou p, Q + + +» Sont des nombres entiers; et cela foit voir que la division 
des sommes 14-2, 12-3, .... 24-3, .. . . par x donnera un méme 
nombre de fois les restes 1, 2, 3, . . . . 7—1 et le reste O une fois de 
plus; la division des sommes +2 4-3, 14244, ....2+3-+4, .... 
par 7: dounera un méme nombre de fois les restes 1,2,3.... n—1 
et le reste O une fois de moins eto. 


Théorème IL $i n est un nombre premier, les coefficiens bi- 
nomigus (n—1),, (n—1),, (n—1), etc. étant divisées par n, laissent —1 
| pour restes, et ceux-ci: (n—1), (—1), (1—1)4. es se étant divi- 
sées por n, laissent +i pour restes. 


Démonstration 1. Les nombres des termes a gauche dans les 
équations (3.) sont (n—1),, (n—2),, (1—3), .... Mais en vertu des 
équations {4.) elles pourront toujours être réduites à; — — 

(Hate tet...) — 1m —1, 
ee te dm 
El 1 = — 1, 


os.» 2 € 60 6 0 5 9*9 à 0 0 ee oe € 8 à 0 © 9?" 4 2 DD 


dont chacune n'a que 7 termes, aprés avoir alternativement supprimé ou 
ajouté un seul terme; donc il faut que (7 —1), +1, (n—1), —1, (n —1), —1. 
(n — 1),--1 ete. soient divisibles par 7. 


Démonstration 2. (Par un abonné.) Un quelconaue des coëf- 
ficiens binomiaux de la puissance 2— 1 peut être exprimé pa: 


6. (a—1) (2 —2) (8)... (nm) 


15 243 NI 


= Äh, 


ou bien par 
4. n" — B, ER A nn pnns..….H1.2.3..,.m Am 
T7 S ram ? 
où 3,, LB, Ps . . . . sont des nombres entiers. Li équation (7. donne 
Be o ono dun. DI Lu nis ha kel Sse cm, 
mi bien 
8. nat Bn anm... Bg) em (E 1) 1.2.3. com. 
Cette équation est divisible à gauche par 2; mais les facteurs 
t DIS à m à droite ne Je-sont pas, ^ étant premier et tous les. 
nombres 1,2,3 .... 77 étant moindres que 2; donc il faut que le facteur 
^21 soit divisible par 7, c'est À dire que (d-——4),— 1, (n—21)-- " 
—15—1, (4—1)--1 etc. le sont, | 
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Théorème III Généralement, si n est un nombre premier, les 
quantités suivantes : | 
psit ayy n,S ni AU NEL 
2) (n—1), 4-1. (ra Dr (n 4), + 1,.... (2—1), +1, 
3) (1— 2), +2, (hs Dox 3 (n—2), +4, .... (n—2),7- m +i, 
4) 2(n—3),4-2.3, pur 4, 2(A— 3),--4.5, .. .. 2(n —3), km Á mij. 


9) 2.3(n—4),--2.3.4, 2.3(n—4),—3.4,5, 2.3(n —4,.--45.6, ee 
9 9.9 © RR TREE Gri 


p 2. Ian. (a——1)(in—H), 4.9, Spee > QUU RU Woe 8 med 
| were ddl), Er + 304-23)... (n4 F4 —1) 
sont divisibles par n. Les indices à droite designen: les coéfficiens bi- 
nomiaux.  . : 
Démonstration. Le théorème de la premiére ligne est evide em. 
Celui de la seconde ligne a été démontré précédemment, Aussi est-il 
contenu implicitement dans le fiéorème général de la ligne (x); done il 
ne s'agit que de démontrer ee dernier. Cela se fait comme suit. en imi« 
tant Ja seconde démonstration du théorème II. ci-dessus. | 
«Le m" coéfficient binomial de la puissance 7—x peut être ex- 
primé par: 
10. (n— #) rer! dn nU = (nus 
En développant , cela donne | 
11. xac gu(u-d-i)(ud-2).... a tm —1) = d 3. A4... «m(a— i), 
étant un nombre enter, ou bien: 
412. 7 = 
(13.4. (4 — Drum 304-2)... (mt Dept Vet ...m. 
La parie à gauche de cette équation est divisible par 2: le facteur 
viet 1)(u+2)....m, ne l'est pas, m Bed, a +2, .... m étant moin- 
dres que 2 et 7 premier; done il faut que l’autre facteur à droite le soit: 
et cela donne le théorème général ci-dessus (IH. a. ). 
Coroltaire. Ona - altes 
(t+ iy 1+ 7, + z, EE © Hn TA. 
+1)” i+ (2— 1) + (n— 1D, + (21)... (MT), 
13. (i 077 1 +(r—2), n MAR. + Ye. FR Mr, 


(+ (au) PP (AE ends Hl n° 


e "6 


E ug d 


p^ 
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Cela donne en vertu du théorème (IIL): 
2" = un+7, 
a A LA 
14. 27 = v,n + paie e parchi dd 
t ICON —2 343. 4—4, re LS cs. 


m 
. L] e ie; * e e v € e e e e ° 


EP, fira ARR (* 1. D in eu d 
OUD AU DES DA Nd 7. sont des nombres entiers, ME là on voit que 
les quantités 

2. (7 1), 
Con ed 
. LI * $9 9 e 
12.3 Ae. 4— 1. 2"7* — 8, (7 1.2.3... 4 —1) 
sont divisibles par 7. ] | ; 

Probleme, il s'agit de:savoir si les quantités (15.) peu- 
vedt être divisibles par 2, même dans le cas où 7 n’est pas 
premier mais uu nombre composé. 

il est aisé de voir que si les quantités (15.) n'étolent divisibles par 
n, qwexclüsivement dans les cas où 7 est premier, on auroit un moyen 
assez expéditif pour reconnoitre si un nombre donné est premier ou non. 

Mais ce ne sera que la divisibilité de plusieurs ou de toutes 
les quantités (15.) qui soit peut-être exclusivement propre aux nombres 
premiers 7; car on démontre aisémeht:comie il suit, que 2 peut être uu 
nombre composé, sans que la divisibilité de la première quantité 2"7— 1 
par 7 eessât d'avoir lou. Soit.p ex. p un nombre premier, on sait que 
a’ —xp- t, où x Sst un nombre eptier gui n'est pas nécessairement 
premier Soit dont x = 4, on à 2477 — à p 9 4- 1, donc 2^-^* divisé par pg 
laisse i pour reste, donc aussi «Pal * divisé par n laisse 1 pour 
reste; et si a7* divisé par 7 laisse égalementst pour reste, o1 3,277 — 1 
= a?I-*_ 1 sera divisibie par pg. Mais 2% ——1 sera effectivement divi- 
sible par pg, si 9—1 est un multiple de p— 1, et puisque cela peut être 
ainsi, on voit que Q"— 1 peut être divisible par n, méme si 72 esi um 
nombre composé pg. | 

Soient par ex. p == 11, 092231. Si o— 9%, on a2 C-»— 2" et 
cela divisé par 341 laisse 1 pour reste, comme il est aisé de voir; car. 
2° =: 1024, divisé par 341, laisse 1 pour reste, donc aussi 2" = ^, 
divisé par 341, laissera le méme reste. 
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Remarque 1. Nous remarquerons que le théorème (IL) &-des- 
sus offre uie démonstration du théorème de Fermat de la divisibilité 
de a"7— 1 par 7, toute semblable: et en partie égale à celle qu'Euler a 
re sur la divisibilité des coéfficiens 7,, 74%, 3. n, , par 2. Carona 

. (14-4 N) tea) ae 
ie suivant le théoréme (If.) les coëfficiens binomiaux (2—1),, (2—1),, «++, 
si on les divise par 7, laissent alternativement er in 1; —1, etc. pour 
restes ; donc l'équation (16.) donne 

(1a —1 m yn — alter), 
y étant un nombre entier, et en multipliant par 1-+ x: 
YIN (a Hat) = nn ga 1), 
où y, est également un nombre entier, | Si dans cette équation on fait 
æ—= 1, elle donne 18. 2(v3— 1) = un; 


donc Qn 1 est divisible - par 7, si z est un nombre premier plus die 
que 2. En ‘faisant wed! et M aude (18.) dans (17.), on a 

19. 3("'—1) Eyn—yn = ywn; | 
donc gs est divisible par 2, si z est premier et plus grand que 3. 
En faisant x —3 et substituant de nouveau, on trouve que 4"7——1 est 
divisible par 7. On pourra continuer de cette sórte, et oh trouvera jusqu'à 
(n—1y-——1 ‘que ces quantités sont  diyisibles par n. Mais’ fa substitu- 
tion suivante, :x étant =n—1, donne — : 

390. nme) = va tat p) uas poh. 
Ici les termés à ‘droite ‘sont divisibles par 7, mais il ne s'en suit pas que 
ni le soit également, car Fautre facteur à gauche: l'est aussi. En vérité 
on west pas divisthle par 23 au contraire cefte quantité divisée par 
n laisse — 1 pour reste, En continuant, on trouve: 

Fi, bez D) (HAN) vun a(n —1, 
et les deux termes à droite étant divisibles par rz, mais non pas le facteur 
n-F-1i à gauche, il's'eu suit que (2--1)—.—1 sera divisible par 7, Puis 
(n + 2*9 — 1 le sera ete. Généralement at 1, n étant ath nombre pre- 
mier, sera divisible par 7 pour une valeur quelconque de e non-divi- 
sible par z, et c'est le théorème connu de Fermat *). " 


x 
mac v 


woran. 


*5 La dé "inonstration la plus simple, claire et clementaire “da thé 'oreme de Fé?gniat: 
QUEUE = 


= vn est sans doute'celle qu'a donnée Mr. Di ifich fet, tome 3. de ce jour- 
e 
nal, cahier 3., page 392. 
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Remarque 2, Nous rapporterons encore en cette occasion quel- 
ques transformations des théorèmes de Fermat et Wilson qui se pré- 
sentent aisément. | | 

T. Si le nombre entier c nest pas divisible par les # nombres 
premiers inégaux p,, Pas Pre so + p, Ot que € soit le plus grand commun 
diviseur de p, —1, p,—41, p.—1,.. .» Patt (le nombre 2 au moins 
. en sera toujours un diviseur commun, puisque p, —1, p,—1, p,—1, . +» 


oe Pa — 1 sont nécessairement pairs), la puissance 
Saar. le tame Mes (7,~1) 


27. a TS p 2 À, 
divisée par le produit p, Pa ais , 20+ Py laissera +1 pour reste. Car suivant 
ie théorème de Fermat o" divisé par p, laisse +1 po ur reste, donc 
aussi toute puissance de e”*~', et parconséquent 
(Pr — 3) RZ. AZ Pat 


M - M qc i 
divisé par p, laissera 1 pour reste. Meis aussi GP?" ^ divisé par p, laisse 
a. men. Pct] 

+ À pour reste, donc aussi o 4 deae ok: a divisé par 
f, laissera + 1 pour reste. On dira la même chose de Pisa te oc 8) Pie 
et 4 divisé séparément par tous ces nombres laissera 43 pour reste. 
Done 4——1 est divisible par 7,5 Po» P3, 6 « . . p, en Meme tems, vrst- 
à- dire par le produit Py Pa Ps «5 s P. y Ou bien 4 divisé par ce prep i laisse 
-+ 1 pour reste *). 

If. Suivant le théorème de W ilson la quantite (1 n--%n--3) T 
...1-+1 est, comme on sait, divisible par 7, si 7 est un nombre premier, Mais 


les quad: f (n—-92) (n—3)(n 4) D. Tops T 
2(n—3)(n—A(n—5) à «. THEA, 
z 28. 2 3 (72 —- 4n -— 23) (2 — 6) *- + * » Vy 


2.3. P amem; nad rS d 


le seront également. 
Car si l'on divise la quantité (2 — 1)(2—2)(n-—3) . on. +t par 
n—14-12n on a (n—2)(n—3)....1 pour quotient et —(2—2)(n—3)(n-—4) ore 
«.1-+1 pour reste. Donc il faut que ce reste, ou bien (a—2)(1—3)0—49.... 
»1—-1 soit également divisible par 2. Si l'on divise cette quantité par 


on 


*) IL a été d'abord remarqué que ae) WAND (pat) Pant) divisé un A 
Ap; laisse +1 pour reste. La remarque que l'ex; posant | qur 3 
ecÍ(pa—íi) peut encore être divisé per ce"! est due à l'auieur ds ty pines € 
‘monstration du théorème II. ci-dessus. DM ES: 
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nm 2--22n, ona BR quotient et — RIM} 
pour reste; donc cette quantité, ou bien 2 (n—93) (n—4)....-]- 1, sera aussi 
divisible par 7. Si lon divise de nouveau par 2n —3-4-3 —: 7, on à 
2(n—4&)(n—5)....1 pour quotient e£ —2.3(n—4)(n—5).... -1 pour 
reste, donc ce reste, ou bien 2.3(n—4)(n—5)....1—1, sera divisible par 
x. En continuant de cette sorte on trouvera les expressions (28.). 

On tire les mêmes résultats de la considération suivante. Sevoir 
(n-—1)(n—2)(n—3)....1--1 étant divisible par 2 et égal à 

n(n—9)(n—3)....4 — (n—2)(n—3)....14- 1. 

où le premier terme est divisible par 7, il faut que les deux autres termes 
(n—2)( (n—-3)....1 — 1 le soient également, Ces deux termes sont égaux à 


n(n—3)(n-—4) ..n 1—2(n—3)(n—4). CNE 1—-1, 
et de ia on conclut que 2(n—3)(n—3)....1--1 est divisible par.” etc. 


Puisque ñ est nécessairement impair, n——1 sera pair, donc une e des 
quantités (28.) aura la forme | | 


4 n—1 n—3 er : Y 
mer 2. (MM Mee) mt 
si —7— est impair, et la forme 


30. (ch ea lone ae oY 


2 
ces quantités est égale a Ha 
n—4 à—3 n—5 fs —i n—3 n—5 
31. x M DEM ee 
done, étant premier, un des deux facteurs sera divisible par 7. La se- 
1 W— 8 nena - 
conde étant divisible par 2, il faut que si l'on divise T MR — ent 
ar nz, le reste soit tel que son quarré divisé par 4 laisse le reste — 1. 
p qu 4 I 
Puisque la quantité (30.) est égale à la moitié de | | 
39 (om: n-—3 n—ö 1 1) (n—1 i a à — 6) — 4). 
P 974 9 *79 4v» d cu p ded D 5 ec 


si "TT est paie: et eos quantités seront divisibies par, J a premiere de: 


| om voii aussi que les deux quantités | 
ai n-—3 n—5 1 1) et (rut n—9À n- Le - 5 we 
9 "EB 5109 ott + Pipes 2 LL 
_ étant divisées par », les restes seront égaux, mais de ae differents. 


re ee 


Corrigenda. | 
da eomineniations : » de discerptione singulari fractionum etc,” don V, pag. 34&ai ito legend: nest hune in wydum 
Proposita expressionc 1 
ax by É mee per, 
evolyamus alierun factorem E Lis 


1 à 304 4 axa by — 
ad dignitates negatives ipsius 5, alténün factorem 3 
vidi i OY atx — 1 
ad dignitates neo3!izas dpsius y. . Quem evolutionis modum etc, 


rennen 
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| 13. 
Uber eine neue Art, in der analytischen Geometrie 
Puncte und Curven “durch Gleichungen darzustellen. 


(Vom Herrn Professor Plücker zu Bonn J 


Th einem Aufsatze, der in einem frühern Hefte dieses Journals ab- 
cum worden ist, habe ich mich mit einem neuen Coordinaten- Sy- 
steme beschäfügt. Die Absicht des vorliegenden Aufsatzes geht weiter. 
Wir haben es jetzt nicht mehr zü thun blofs mit einer neuen Bestimmungs- 
weise der Lage eines Punctes, wodurch man eben ein neues Coordinaten- 
System erhält, sondern mit einer pünzlich verschiedenen Art, eine Curve 
durch eine Gleichung auszudrücken. Man denkt sich nemlich, indem man 
eme Curve wie gewölnlich durch. eine Gleichung zwischen  veründer- 
lichen Grófsen darstelli, welche, wenn man ihnen bestimmte Werthe: bei- 
legt, die Coordinaten eines bestimmten Punctes bedeuten, diese Curve: 
als aus einer unendlichen Menge stetig auf einander folgender Puncte be- 
stehend, oder, wenn man lieber will, als durch die Bewegung eines Punc- 
tes beschrieben. Man kann aber auch durch nicht minder einfache und 
bequeme Gleichungen zwischen veränderlichen Gröfsen, durch welche, 


wenn man ihnen bestimmte Werthe beilegt, eine bestimmte gerade Linie 


gegeben ist, unendlich viele gerade Linien darstellen, die nach einem Ge- 
setze stetig au? einander folgen, und also eine bestimmte Curve umhüllen. 

Auf diese neue Ari wird eine Curve durch eine Gleichung eben so 
vollständig dargestellt, als nach der gewöhnlichen Methode: denn hier wie 
dort lassen sich alle Eigenschaften derselben aus ihrer Gleichung voll- 
ständig ableiten. Man durchschaut leicht, wie hiernach in der Geometrie 


der Curven die Beweismittel sich verdoppelu; wie jeder Entwickelung, die 


" 


bisher gemacht worden ist, indem man die gebräuchlichen Gleichungen Zu 
Grunde selegt, eine andere enispricht, die auf den neuen Gleichungen be- 
ruht. Ich übersehe jetzt sehon neue Entwickelungen, die mehr als einen 
Band füllen, und neue Sätze und Constructionen, die von allen Seiten sich 
darbieten. In dem Folgender will ich Einzeines hervorheben. 
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Man wird bald erkennen, dafs die in dem Vorstehenden angedeute- 
ten analytischen Methoden in naher Verbindung stehen mit der Theorie 
der Reciprocität (Théorie des polaires réciproques), Es gingen aus den- 
selben. diejenigen Entwickelungen hervor, die ich an einem asderh Orte - 
angedeutet babe, und die jene "Theorie einschlieisich enthalten *). 


2, Die allgemeine Form der Gleichung einer geraden Linie, bezo- 
gen auf zwei unter einem beliebigen Winkel sich schneidende Coordinas 
ten-Axen ist folgende: 

1 4y4- Bot ER zx, «, 
indem wir durch y und « Coordinates, durch 4, B und € drei Constanten 
bezeichnen, . Wenn wir diesen Constanten nach und nach verschiedene 
Werthe beilegen, so können wir alle möglichen geraden Linien durch die 
vorstehende Gleichung darstellen. Diese Gleichung stellt auch dann noch 
unendlich viele geraden. Linien dar, die aber wie bekannt alle durch 
denselben Punct gohen, wenn zwischen den obigen drei Constanten ; die 
wir übrigens als ganz beliebig betrachten, eine de von Folge 


Form besteht: 
i ERSTE eur 
in der a, b und c drei beliebige neue Constanten bezeichnen. Wenn wir 
also 4, R und € als veründerlich betrachten und demnach statt derselben 
u, t und w schreiben, so können wir sagen, es stelle die Gleichung: 
| 2 e@eu+bv-+tecw = 0, 

einen Punet dar. Je. drei. Werthen von x, v und ww, die die letzte 
Gleichung. befriedigen, » -entspricht eine gerade Linie, und jedc solche gerade 
Linie geht durch den in Rede stehenden Punct. Wir betrachten also hier 
einen Punct als einen geometrischen. Ort ‚ in dem unendlich viele gerade 
Linien sieh selmeiden , während man ‚ indem man v: on der gewöhnlichen 
Gleichüng einer geraden Linie ausgeht, diese als | einen geometrischen Ort 
von unendlich vielen Puncten betrachtet. 

Wir können eine der drei Veränderlichen z, à. oder wm beliebig 
annehmen, und der Kürze halber auch gleich Eins seizen, Alsdann er- 
halten wir aus (2.) folgende Gleichungen: | 


TDI REM ENE NETTE 20 i S Wer ÉRÉ 


*) fh hoffe später Gelegenheit zu finden, in diesem Jouradfa auf die Theore 
der Recivroeiiät zurück; zukommen und unter Anderm auch die Bezishung der vob mir 


angedenteten Theorie zu der Theorie der Herren Foncelet und Gergenas asch- 
zuweisen, 
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a Jd bo4 cm, 

au +6 -r-cm = 0, 

eu+bv+te = 0, 

. 3. Wenn statt der Gleichung (2.) eine beliebige, in Beziehung auf 
u, v und w homogene Gleichung gegeben ist, die wir durch: 
| 3 FPnvw)-0s 
bezeichnen wollen,.so entspricht je drei Werthen von u, v und w, die 
die vorstehende Gleichung befriedigen, eine bestimmte gerade Linie. Sol- 
cher Linien erhalten wir also unendlich viele, die unmittelbar auf einan- 
der folgen und also eine stetige Curve umhüllen. Wir sagen, diese 
Curve werde dargestellt durch die Gleichung (3.). Wir sagen 
ferner, die Curve sei von der zweiten, dritten, etc. Classe *), 
wenn ihre Gleichung vom zweiten, dritten, ete, Grade ist, so wie man 
sagt: die Curve sei von der zweiten : dritten, ete. Ordaung, wenn die 
gewöhnliche Gleichung derselben in y und x vom zweiten, dritten, eto, - 
Grade ist. Der Analogie nach nennen wir den Punoet: geometri- 
schen Ort erster Classe, Die Örter zweiter Classe werden 
durch folgende allgemeine Gleichung dargestellt: | 
au +buv+kor + dui + eur + fw = 0, 

und enthaiten alle Curven zweiter Ordnung. : Die Orter der dritteu und 
hóherer Classen sind im Allgemeinen nicht Orter dritter und derselben 
höheren! Ordnung **). : | 


#) Ich gebranche hier das Wort Classe nach Hrn, Gergonne, der einer Curve, 
an die sich im Allgemeinen von einem gegebenen Puncie aus m Tangenten legen 
lassen, den Namen einer Curve mter Classe giebt, dem analog, wie man einer Curve, 
die von einer geraden Linie in mTuncten geschnitten. wird, eine Carve mier Ord. 
nung nennt. (Mir scheint es passender, bier das Wort Ordnung statt des Wortes 
Grad zu gebrauchen, wei! auch eine Curve miter Classe. durch eine Gleichung mien 
Grades dargestellt wird.) DET 

**) Ich kann eine Bemerkung, die nahe liegt und vielleicht nicht ganz unér- 
heblich ist, hier nicht unberühr? lassen. Wenn eim Sysiem won Parallel - Coordinaten 
gegeben ist, und man sucht, gleichviel ob mach der Poucelet-Gergomneselien oder ' 
der rein analytischen Theorie, Jie Polar- Figur desselben, so erhält man statt der hei- 
den Axen zwei Puncte, stait des Ániangspuncles eine gerade Linie, die diese beiden 
Puncte verbindet, und statt der Üoordinaten Puucle die auf zwei durch jene beiden 
Puncte gehenden geraden Lin cn liegen. Statt eines durch zwei Goordinatén sogehe- 
nen Panctes erhält man eine durch zwei Puncte bestimmte gerade. Lisie;. init un- 
endlich vieier in gerader Lisie liegenden Puncte, die durch eine Hueare Gleichung 
gegeben ist: einer Punct, durch den: unendlich viele gerade ‚Linien gehen, und dessen 
Iineäre Gleichung au bestimmen die Aufgabe ist, Sinit einer Curve, deren. Pavcte - 
durch eine Gleichung gwischen don gewöhnlichen Coordinaten gegeben Ist erhält man 
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Discussion der Gleichung des Punctes oder des Ortes erster 


Classe (Taf. HI. Fig. 1. ). 
4. Die allgemeine Gleichung des Punctes ist nach dem Vorste- 
henden folgende: 
1. au+bu- cw = 0. 
Setzen wir w= 0, so kommt: | 
au+bu = 0,. 
;nithin : 


a [7/ 
Be ne 


Wenn aber w==0 ist, so geht die bezügliche. gerade Linie durch den 


Anfangspunet der Coordinaten, und ist also, wenn M der dargestellte Punct 


ist, keine andere als OM, mithin ist: 
Je | 3 I .. sine 
f ^^ sag? oi 
wenn « und À die beiden ce sind, die OM mit der ersten und zwei- 
ten Coordinaten- Axe bildet. | 
Setzen wir ferner u — O0, so giebt (1.):  . à 


bu -d- cu = 0, 
mithin kommt: 


tee s, 5 
— — À 


b "E : 
und da der Bedingung v=0 eine mit der zweiten Axe parallele gerade 
Linie, also MP entspricht, so kommt: 


ee vus 


BUS SUP 
Aus (3. und 4.) endlich folgt: 
Él e OP ‘sine OQ. 


eine Polar-Curve, deren Tangenten durch eine Gleichung desselben Grades zu bestim- 


AC 6 cic Du ^ adi Vins PINCE 


Con db me Éd 


inen alsdann nicht schwer sein wird. ‚Vermittelst der einen Gleichung bestimmt man | 


die Lage von Puncten in Beziehung auf zwei gerade Linien, vermittelst der andern 
die Lage von geraden Linien in Beriehung auf zwei Puncte. 

Wenn wir dann ferner in dem Polar- Systeme, um diesen Ausdruck hier zu 
gebrauchen, die lineare. Gleichung eines Punctes zu Hülfe nehmen, gerade se “wie wir 
uns im Texte der Hülfs- Gleichung (1.) bedienen, so erhalten wir in diesem Systeme 
eine lineare Gleichung für eine gerade Linie, und die Gleichungen der höhern Grade 
enisprechen hier wiederum Curven derselben hôheren Ordnungen. 

Wir erhielten also hiernach im Ganzen eine doppelte Bestimmung, sowohl vou 
Ferides Linien als von Puncten, nemlich ein Mal in Beziehung auf zwei es 
gerade Linien, das andere Mal in Beziehung auf zwei Puncte. 
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5. Es stellt. die Gleiohungk 
| mw — 0 
den Anfangspunct der Goordinaten dar. Die beiden Gleicirengen 
bec v == 0. 
stellen zwei Puncte dar, die auf der zweiten Axe und der ersten Axe anend- 
lich weit liegen. Es stellt die Gleichung 


au bu = G 
irgend einen Punct dar, der unendlich weit liegt, Hs stellen die beiden 
Gleichungen: au + eu = 0, bu he Ct? == à 


zwei solche Puncte dar, die irgendwo auf der zweiter Axe und der er- 
sten Axe liegen, . 

6. Nach der 4, Nummer sind die gewöhnlichen Coordinaten des 
durch die Gleichung (1.) en Punetes : 

7. Wir erhalten die Bestimmung einer geraden Linie, die durch 
zwei durch die beiden Gleichungen 

B au T bu + c zer U = 0; 
: a'u-l-b'v--ch'z = U'zz, 
gegebenen Prete geht, wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen 
die Werthe von u, v und zo, oder vielmehr die Werthe der Quotienten 
je zweier dieser drei Veriinderlichen eliminiren. —— 

Es ergiebt sich hiernach für die Gleichung jedes dritten Punctes, 
der mit den beiden gegebenen im gerader Linie liegt, eine Gleichung von 
folgender Forin: uU+uU = 
wo » und p/ unbestimmte Coëfficienten voe für deren einen wir 
auch Eins em ‚können, | 

8. Die Entfernung D der beiden Puncie (6.) von einander isi 
durch folgende Gleichung gegeben: | 

4X2 7 44% ; 
(Reus) qct aimi 
| 9. Derjenige Punct, der in der Mitte zwischen den beides gege- 
benen liegt, ist. offenbar durch folgende Coordinaten- Werthe gegeben: 


de — "nix 


^ C= — +f ef — £c cc! y en z 
= (249) = 3 
y Ld ecd eT sc’ v 
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und biernach erhalten wir far die Gleichung des Punctes: 
c Ü eel’ = 0. 
Für den vierten barmonischen Theihmgspunct, der zu den drei 
durch folgende Gleichungen: 3 
Vr O0 D pU WU = 0, E 
gegebenen Puncten gehürt, ergiebt sich folgende Gieichung : 
pU — uU = 0; 
wobel & und x’ irgend zwei unbestimmte Cost ficienten bedeuten. 
10. Wir wollen den Abstand einer geraden Linie, für welche d 
j xem uf, = Ww = u, 
von dem durch die Gleichung 
au + bu + Gi = 0 
gegebenen Puncte bestimmen. Dieser Abstand, den wir P nennen wollen, 
ist offenbar kein aederer als der Abstand ‚des Punctes (ys x) von der ge 
‚raden Linie: 
uy T vr + w = 0, 
wenn wir 
€ = Le + > bis = 3 
setzen, Wir erhalten also, ET bekauntem Weinen: | 
P E put y wy v ew! wc : 
Ly? ue) 
— ou au "E bv how 
Van) i 
Wenn: wir in der letzten Gleichung u/, v’ und w als veränderlich 
betrachten, so stellt diese Gleichung einen Kreis dar, dessen Mio 
durch folgende Gleichung gegeben ist: - | 
E gu - bv cw e 0, 


: $. 2. 
Beispiel von der Verbindung lineärer Gleichungen. 
11. Aus dem folgenden bekannten Satze: 
„Wenn man durch die drei Winkelpuncte eines Dreiecks und irgend 
zwei feste Puncte dreimal zwei gerade Linien zieht, so begegnen diese - 
Linien jeden der drei gegenüberliegenden Seiten in zwei Pimeten: die 
sechs Puncte, die man auf diese Weise erhält,. liegen auf einer und 
derselben Linie zweiter Ordnung," . 3 
erhält man nach dean Princip der Reciprocität sogleich nachstéhenden Sata! 
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Wenn jede der drei Seiten eines Dreiecks von irgend 
zwei festen geradenLinien in zweiPuneten geschnitten wird, 
und man verbindet: diese Durchschnitte mit den gegenüber- 
liegenden Winkelpuncten des Dreiecks durch gerade Li- 
nien, so umhüllen die sechs geraden Linien, die man auf diese 
Weise erhält, dieselbe Linie zweiter Classe, oder bilden, 
was dasselbe heifst, Sechsecke, deren drei Diagonslen in 
demselben Puncte sich schneiden. 


Es seien, um "s Beweis dieses fetztern Satzes direc ct zu ge- 


ben (Fig.2.): 4 = 0, 32.0. e=0. 
die Gleichungen der drei DLE ue des gegebenen Dreiecks. Es seien 
ferner : | A = O, B = 0, € = 0, 

d m 9, Pm 0, ^o € 2 6. 


die Gleichungen der zweimal drei Puncte, die in gerader Linie und auf 
den jenen drei Winkelpuncten resp, gegenüberstehenden Seiten liegen. 
Hiernach erhalten wir die Voraussetzungen des obigen E auf : folgende 
Weise vollständig ausgedrückt: 


C= a — 56, C" za — pub, 
Bec o B'— a — ve, 
A = b—e; 4^ = nb — ve 


Wir haben hierzu nur zwei unbestimmte Coéfficienten pg und y nóthig. 
Die seehs geraden Linien, die die Puncte 4 und e, .f' und ausw. 
verbinden, mithin nach bekannter Bezeichnung folgende: | 

Aa), (4,2, (B,b), (B°,6), (Ce), (C, 6, 
wollen wir der Kürze halber durch: 

(D a Q ed), 8), - (5) 
bezeichnen. Séchs gerade Linien bestimmen bekanntlich sechzig verschie- 
dene Sechsecke. Wir wollen hier dsjelige betrachten, dessen sechs »- | 
kelpunete folgende sind: — 

(4,2), Q,3. 69, 6,8), (55, 
und beweisen, dafs die drei geratlen Linien, welche die drei Paare | gegen- 
überliegender Winkelpunete verbinden, mithin folgende drei Linien: 
[1,56,5), (296,61, 18960], 
in demselben Puncte sl sehmeiden. Für jene sechs Apress ar erge- 
ben sich auf einfache Woise die folgenden Gleichungen : 
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(Las a ex 0, 

(4, 5) a— b —“ye = 0, 
(2,3)  va-d:ub-—vc = 0, 
(5, 6) c= 0, 

(3, 4) he Os 


(6, 1) a—pbt+ue = OQ. 


Für die Gleichung desjenigen Punotes endlich, in welchem zwei belies. 
bige der eben bezeichneten drei geraden Linien [529 (4,:3)],- i, 3) (3; 91 


und [(3,4)(5,1)] sich schneiden , erhält man sogleich: 


vatps pepe = 0. 
Hierdurch ist also der obige Satz bewiesen, 


12. Wenn. ven jenen.seebs geraden Linien drei durch. denselben. 
Punct P | T g, 3.) gehen, so vereinigen sieh die übrigen drei in “einem 
zweiten Puncte O. In der 3ten Figur gehen die drei Linien (2), (8) und 


‘5) durch denselben Punct, so dafs also 
(9,8), Q3). Gi hi 
für deren Gleichungen wir sogleich folgende erhalic 
(2, 3) Ya + ub -—ve : 
(2,5)  ma—ub--ve 
( ds: 5) Cd —— D: 
denseijben Punci bezeichnen. Diesem entspricht die Bedingungs-Gleichung: 


— 


I | 
LII 


—y, 
srodumdh die vorstehenden Gleichungen identisch werden,  Alsdann wer- 
den aber auch die Gleichungen der drei Puncte 
(44, (4,6), (4,0), 
'emlicb iclgende drei Gleichungen: 
(1,4) — ad vb — ve = 0, 
(1, 6) a — hb me == 0, 
(4, 6) a—ub— ve = 0, | 
identisch. Die drei geraden Linien (1), (4) und (6) gehen mithin durch den- 
selben Punct. in diesem Falle erhalten wir also statt émer Curve zweiter 
Classe ein System von zwei Puncten, so wie auf ähnliche Weise an die 
Stelle einer Curve zweiter Ordnung ein System von zwei geraden Linien 
weten kann. Hierauf werden wir bald zurückkommen. 
Übrigens werden auch in dem zuletzt betrachteten Falle durch die 
aechs geraden Linien (1) d) (2), (3), (4), (5) und (6) noch sechs verschie- 
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dene Sechsecke bestimint, und von diesen ist nach der vorigen Nummer 
als bewiesen anzusehen, dals in jedem derselben die, drei Diagonalen im 
demselben Puncte sich schneiden. | Legen wir nun die Construction so 


en, dafs wir von den zweimal drei, in den beiden Puncten P und Q sich 


schneidenden, und als durchaus beliebig zu betrachtenden geraden Linien 
ausgehen, so erhalten wir folgenden bekannten Satz: 
| Wenn dureh jeden von zwei festen Puneten drei belie- 
bige gerade Linien gehen, so fassen sich durch die neun 
Durchschnitte dieser Linien achtzehn gerade Linien legen, 
die zu. drei und drei durch dieselben Puncte gehen. 

In den Gergonneschen Annalen (Oct. 1828) wird der vorstehende 
Satz von Hrn, Steiner noch dahin vervollständigt, dafs von den sechs - 
Durehsehnittspuncten, die man nach diesem Satze erhält, drei und drei in 
gerader Linie liegen, und dann zugleich mit demjenigen Satze, mit welchem 
er durch die Theorie der Reciprocität verbunden ist, zum Beweise vorgelept. 
Dieser Zusatz ergiebt sich ohne Mühe nach der Methode der unbestimmten 
Coéfficienten, von der wir in dem Vorstehenden ein Beispiel gegeben haben, 
las hier für unsere Absicht hinreichend ist; oder auch unmittelbar aus den 
Sützen uber das umschriebene und eingeschriebene Seckseck. 


$. 3. 
Discussion der allgemeinen Gleichung der Orter 
zweiter Classe, 
( Bruchstück. ) 
14. Wir wolien für die allgemeine Gleichung dieser Orter ju dem 
Nachstehenden folgende nelimen: —_ 
1. Au + 2Buu + CALA Dia Ev Tur cs 0. 
Wenn wir in dieser Gleichung w= QO setzen, so kommt: 
2. d#+2Buvrtcv=0 
Diese Gleichung bestimmt die Werthe für, die denjenigen Tangenten 
entsprechen, weiche durch den Anfangspunct der Coordinaten gehen. Diese 
Tangenten sind reell, fallen zusammen, oder sind imaginiir, je nach- 
dem der Ausdruck ; ^ EB: AC 
positiv, Null, oder negativ ist: also, im Allgemeinen, je nachdem der An- 
fangspunet der Goordinaten aufserhalb der Curve, auf ihrem Um- 
fange, oder innerhalb der Curve liegt. 
Crelle's Journal d. M. VI. Ba. 7. Hit. 16 
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33. Wenn wir Des 0 setzen, so ereiebf sich aus (1.)] ——— — x 
3. Au? + 2Duw+ Pak ms 0. 

Biss Gleichung giebt die Werthe von = A ‘also die Ordinaten init entge- 
genvesetzten Zeichen genommen) derjenigen Pımete, in welchen die der 
ersten Ave parallelen Tangenten in die zweite Axe einschneiden. Diese 
Tangenten sind reeil, falten zusammen, oder sind imaginär, je- 
nachders der Ausdruck: I m__Ar 
positiv, Null, oder negativ ist. | 


== Q setzen, so erhetten wir aus (1.) folgende Gleichung: 
4. Ov +2Evw + Fu? = 0, 
E \ « à à > P » 
und diese €! schung giebt die Werthe für —, d. h, die Abseissen (mit 
*j 


Wenn wir 4 


entgegengeseiztem Zeichen genommen) derjenigen Puncte, in welohen die 
der zweitem Roe parallele Tangenien in die erste Axe einschneide Diese 
'angenten sind ne fallen zusammen, oder sind imaginär, je wach- 
den der Ausdin UG "s 2 ches | 

E ede CF, 


er 
* 


positiv, Nall, oder nogatit ist, 
Jede der beiden Gleichungen: 
F°—_AF = 0, bt CF = 0. 
zeist hiernach im Allgemeinen an, dafs die Gleichung (1) einen Punet 
oder cin System zweier geraden Linien darstedt. 


16. Wenn fo i Q, 


so grebt die Gleichung (2.) für das L einer darch den Anfangspunet gehen- 
den Tangente eiuen Werth gleich Null. Die Gleiehung (3.) giebt. alsdann 
für das:auf eine der ersten Axe paratiele Tangente sich berichende — 
- ebenfalls einen Werth gleich Null. Bierais erhellet also auf zwiefache Ar 
dafs alsdann die Curve von der ersten Axe bartibrt wird, 

Auf ähnliche Weise ergiebt sich, defs wean 


€ zz 0, 
die Cuire von der zweiter Axe berühst wird, 
17. Wenn Fu 


so erhalten wir sowohl für 7 = aus (3.) als für © aus (4.) unendliche Werthe. 
Die Curve hat also nur er Tangente, de jeder der = Covrdinaten- 


- 
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Áxen ordin el isis die zweite Tangente liegt unendlich weit, Die Curve 
ist, im Alizemeinen, eine Parabel, 3 
gu Gleichung einer auf zwei ihrer Tangenten, als Coor dinaten-A&en, 
bezogenen Parabel hat also folgende einfache und symmeirische Form: 
5. Buv-+ Duw + Evi zx 0, 
a == 0, 
so giebt die Gleichung (2.) für — zwei gleiehe und entgegengesetzte Wer- 
the, d.h.: in dem Falle rechtwinkliger Coordinaten, halbiren die bei- 
den Axen den von den heiden, durch den Anfangspunet an 
die Curve pelegten Taugenten gebildeten Winkel. In dem 
Falle eines beliebigen Coordiuaten- Winkels bilden die beiden Axeh und 
jene beiden Tangenten vier Har monicalen, 
19. Wern Diced, 


so giebt die Gleichung (3.) für = zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe : 
es liegen also die beiden der ersten Axe parallelen Tangenten zu. beiden 
Seiten derselben und gleich vreit von ihr entfernt. Der Mittelpunet 
dor Curve liegt also auf der ersten Axe, Wenn 
E zx 0, 
n liegt. nach Gleichung (4.) der Mittelpinet der Curve auf der z weiten Áxe. 
20. Die nachstehende Gleichung: 

6. A4 Ci + Fa" = 0 
stellt, naeh der vorigen Nummer, einen Ort zweiter Classe dar, dessen 
Mittelpunet zum Anfangepunct der Coordinaten genommen ist. Daß auch 
das mit uv behaftete Glied fehlt, kónnep wir hier nicht unmittelbar nach 
der 18. Nummer deuten. Max sieht aber leicht aus der Form dieser 
Gleichung, dafs die bezügliche Curve auf zwei ihner zugeordneten Durch- 
messer als Coopdinaten- Axen bezogen ist, und dafs die Quadrate der Län- 
gen dieser in die zweite und. erste Axe fallenden Duxehmesser respective 
gleich sind (—%) und (—). Die Cume ist imaginär, wenn 4, € 
und # dasselbe Zeichen haben; eine Ellipse, wenn 4 und C, was das 
Zeichen betrifft, unfer éinander übereinstimmen, nicht aber mit FP; eine 
Hyperbel wenn F entweder elleia mit 4 oder allen mit C im Zeichen 
übereinstimmt. Wenn einer der. dre Coëfficienten 4, C und F gleich Nul 
ist, sp. stellt die Gleichung 6.) das System von zwei Puncten dar, 

18 * 


18. Wenn 
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die, nach der 5. Nummer, unendlich weit in deny einen Falle, in dee = 
andern beiden Fällen beide auf derselben Coordinaten-Axe liegen. 
Es künnen aber in allen diesen Füllen diese beiden Puncte imaginär 
werden. Die beiden Puncte fallen in den Anfangspunet der Coordinaten 
zusammen, wenn zugleich {==0 und Cs=0; sie fallen zusammen, liegen 
aber unendlich weit, und zwar auf einer der beiden Coor dinaten - Axen, 


wenn zugleich mit /—-0, auch 4=0 oder C = 0. E 
21. Die nachstehenden Gleichungen 
1. Ai LIEvw =, 
8, .Cv'--E2Duw —= 0 
stellen Barabeia dar (No. 17.). Die erste derselben berührt die 
zweite Axe im Anfangspuncte der Coordinaten und hat die 
andere Axe zu einem ihrer Durchmesser; die zweite Parabel be- 
rührt die "ste Axe.im Anfangspunote der Coordinaten und hat die zweite 
Axe zu einem ihrer Durchmesser (No. 16., 18,, 19.) 
22. Die nachstehende Gleichung: 
9, Fu LIBuv = 0 " 


stellt, was sogleich aus der 16. und 19. Nummer ^rsichtligh ist eine auf 
ihre beiden Asymptoten bezogeue Hyperbel dar. 


23. Die Gleichung (3.) giebt die halbe Summe der Werthe von 


= < gleich (— ys eben so giebt die Gleich iung (À.) die halbe Summe de: 


RR SES T oleich =) Hiernach erhält man für die Coordinaten 


F 
dies Mittelpunetes der durch die allgemeine Gleichung (1.) dargestellten Curve: 


ym 2C SEX PE 


Die Gleichung dieses Mitteipuncies ist also folgende: 
io.  Du-L-Ev-r fw = 0 

24. Es sei wiederum (Fig. 4.) | 

1. Au + 2Bun + Cu + WDuw + 2Eve + Fu = 0 
die Gleichung irgend einer Curve zweiter Classe. „Wenn wir von dieser 
Gleichung folgende abziehen: | 
| " DAL. A4 + 2Buv+ Ov" = 0, ru Ee 
so kommt: | 

12. 2(2Da+9 2Ev+ Fu) = 0. 


Die Gleichurig a. ) sieii zwei Puncte dar, die (nach bestimmien Rich | 
zen hin) unendlich weit liegen. £u gemeinschaftlichen Tangenten der _ 


4 
E 
: 
À 


ze 
v 
* 
Ie 
x 
® 
- 
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beiden Orter (1. nad 15.), also hier insbesondere die Hursanten Aa tn 
von jenen beiden unendlich wejt entfernten: Puncten an die Curve legen 
lassen, bilden ein Paralleiogramm. Da die Gleichung (12.) eine Folge von 
(1. und 11.) ist, so erhalten wir dasselbe Parallelogramm , ; wenn wir 
vor den beiden Puncten (12.) aus Tangenten an die Curve legen, . Diese 
beiden letztgenannten Puncte sind also zwei gegenüberstehende Winkel- 
puncte jenes Parallelogrammes, Die Form der Gleichung (12.) zeigt,, dafs. 
einer derselben der Anfangspunct der Coordinaten ist, wonach wir jenes 
Parallelogramm, wenn die Curve gegeben ist, leicht construiren können, 
und inithin auch den andern Punct P, dessen Gleichung : 

| | SIS EON Eee ©, 
‘erhalten. : 

25. Wenn in den Gleichungen zweier oder mehrerer Curven zwei» 
4er Classe, vou der Form der Gleichung (1.), die Coëfficienten der drei er- 
sten Glieder dieselben sind, so berühren diese Curven dieselben beiden, 
im Aniangspuncte sich schneidenden (reellen oder. imaginären) Tangenten. 

Wenn die Coéfficienten der drei letzten Glieder dieselben sind, so 
haben nach der 23. Nummer: die beztiglichen Curven denselben Mitteipunet. 

26. Wenn wir die Gleichung 

14. did o Dai d Fur LÍ 
“en der Gleichung (1.) abziehen, so bleibt: 

15. Ee ee ales 
Die Gleichung (14.) stellt zwei Puncte (Fig. 5.) er die auf der zweiten 
Axe liesen. Wenn man von diesen Puxeten. aus Tangenten an die Curve 
iegt, Fs erhält man ein Viereck, in welchem zwei gegenüberstehende Win- 
kelpuncte durch (15.) dargestellt werden. Einer dieser beiden Puncie ( 
liegt aber, wie die Form dieser Gleichung zeigt, uneudlich weit auf der 
ersten Axe;. die Gleichung des andera Punctes P ists 

16. 2Bu+Cv+2tiw = 0, 
Man erhült also, wenn dic Curve gegeben ist, die beiden durch (14.) go - 
gebenen Puncte R und $, wenn man an die Curve zwei der ersten Axe 
parallele Tangenten legt. Der Durchschnitt der beiden übrigen durch E 
und § gehenden Tangenten ist alsdann der Punct P. 

Auf ähnliche Weise stellt die Gleichung 
17. Cv:4d-2Evw--Fuw = 0 

die beiden auf der ersten Axe liegenden Puncte M und JY dar, und die 
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Gleichung ia. 
den Panct L. | 

27, Wenn in den Gdeichungem zweier oder mehreser Curven zwei- 
ter Classe die Coëffocienten ven u‘, v v und w^ dieselben sind, se berüh 
ren diese Curven zwei feste, der ersten Axe parallele, gerade Limen: sie 
berühren zwei der zweiten Axe parallele gerade Linien, wenn die Coëf- 
Éeientem von uv, t" und zu dieselhen sind. <a 

Wenn in mehreren Gleichungen die Cocfücienten von w*, 0, uw, 
vip und ww’ dieselben sind, und mithin nur der Coéffieient vou wv irgend 
einen beliebigen Werth hat, so sind die berüglishen Curzen alle demsel- 
ben Paralleisgramine «eingeschrieben, dessen Seiten den beiden Coordina- 
ten- Axen parallel siad. : 

28. Wenn in wekrern Gleichungen nur die Coéffermten von vw 


Au TE uv + 2Dw om 0 


oder uw verschieden sind, so sind die bezüglichen Curven alle demselben 


Parallel- Trapen eimgeschrieben, dessen zwei parallele Seiten der ersten 
oder zweiten Axe parallel sind, und dessen beide andern Seiten im An- 
fangspuncte sich schneiden (No, 25., 27.). 

29. Wenn in mahrera Gleichungen nur die Coëflieienten von uv 
und 2° oder von 2° und uv verschieden sind, se haben die bezüglichen 
Curven denselben Mittelpunct und berühren dieselben beiden der ersten 
oder zweiten Axe parallelen geraden Linien, ete. etc. 


30. Theorie der Berührung. a die ellgemeine Gleichung, 


die alle Ürter zweiter Classe darstellt, und die wir der Kürze halbór dureh 
jon L OU a @ 
_darstclon wollen, in Rezichung auf v, v and w homogen ist, go erhalten 
wir sogleich für die Gle he des Beräbrungspimetes «auf einer dureh u’, 
v' und zu’ gegebenen Tangente RU 
- d U, : aer 


2 Tus wm, 


wenn wir, nach der sul in pe Ausdrücken der drei partiel. 


len Differential Cosfficienten statt der drei verändenlichen Größen, u', w^ 


und zo’ setzen. Denn, nach dem Theorem üher die homogenen Fijo 
tionen, werden die Gleichmgen (1. und 2.). identisch, wenn wir u^, 1" 


und zw’ für u, v und w schreiben. so dafs also der Punot (2.) auf der ge- 


gebenen Tangente ‘liegt. Wenn wir ferner die Gleichungen (1. und 2) 
vollständig differentiiren, und nach der Differentiation wiederum u',.w' und 
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zw’ für die drei Vérüaderlichen sehreiben, so erhalten wir ebenfalls zwei 
identische Gleichungen. Es schneiden sich also zwei cousecutive Tangens 
ten der Curve (1. in dem Puncte (2.), der mithin der Berührungs- | 
punct auf der gegebeuen Tangente ist. 

Wenn wir die Gleichung (2.) entwickeln, so kommt: 

3. (Aw+Bv'+Dw)u+ (Bu +Cv+Ew)v+ (Du'd-Ev'--F w^) e o 
fur die Gleichung des Berührungspunetes auf der Tangente (u', v', uw). 

31. Die letzte Gleichung ist, in Beziehung auf v, v, w und u’, w', 
ur, symmetrisch, so dafs wir sie auch folgendergestalt schreiben können: 

(4u-- Bv-+- Dw)u'-+- (Bu-- Cv A- Eu)v' + (Du-d- Eo A- F w)w! = 0. 
Diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir für die drei Veränderlichen 
drei solche Werthe u', vu’ und :'" nehmen, die sich auf irgend eine 
durch den Berährumgspunet gehende gerade Linie beziehen. Betrachten 
wir ferner 5', v' wad w! ‘dis veränderlich, uad lassen aus diesem Grunde 
die Accente fort, so stellt die Gleichung: 

4. (4u"--Bv" 4-Dw'^u--(Bu^--Cv" 4+ Ew) u+ (Du Ep Pw! ws 

da sie sich mit gleichem Rechte auf die Tangenten in beiden Durch 
schuitten der geraden Linie (a, v', z0'*) mit der Carre bezieht, 
Durchschnitt jener beiden or bue den Pol dieser geraden Li 
nie, dar. 

32. Wenn der Pol: unendlich weit liegt, so ist jene gerade Linie 
ein Durchmesser, Der Pol liegt aber unendlich weit, wenn die Gleichung 
(4.; folgende Form anniramt : 

mu--nv == 9, 
was nur dann geschieht, wenn 
Du’ + Ev" + Fw" = 0, 
d. h. wenn die gerade Linie (u^, v", 15"), durch den Mitielpunet geht, 


dessen Gleichung, mach der 23. Nummeo, nachstehende ist: 
au 


5. Dat+Ev+Fu = — = 6. 

Wenn der Pol auf der ersten Axe liegt, se müfs die Gieiehung (4.) 
folgende Form: | | 
mutnw = 0, 
annehmen (Nro. 5.), was nur dann geschieht, were - 

Au Bv" d Do" = 6 


Fenech stellt also die Gleichung: 
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6. Au+-But Dw = dU 0 
diejenige des Poics der ersten Axe dar. | 
Eben. so stellt die Gleichung | " 


3 
7. | Bu-d- Cv 4- Ew = os eg 


den Pol der zweiten Axe dar. ; : 

33. Durch Verbindung der Gleiches ien (6. und 7.) zu einer neuen 
linearen Gleichung erhäli man die Gleichung jedes, beliebigen Punctes der. 
Polaren des Anfangspimcies. Die Con: fasten dieser Polaren erbült man, 
ndem man zwischen den beiden ebeñ genannten Gleichungen die Werthe 


gras U ^ 70 E € * 4. 
für — und — eliminirt. 
[C] ] 
Wenn man die Gleichung des Miticlpunctes (5.) mit einer dee bel _ 
den Gleichungen (6.) oder d zu einer neuen linearen Gleichung verbin- 


det, so erhält man die Gleichung jedes beliebigen Panctes desjenigen Durchs | 
messers, der die der ersten oder zweiten € cordinaten - Axe parallele Chor- 
den halbirt, 
34. Es ergeben sich aus dem Vorstehenden einige Sütze zu une 
mitt elbar, als dafs ich dieselben hier unerwähnt lassen sollte. Es seien —— | 
Del, i zx 0, i= 0 . 


die Gleichungen dreier Örter zweiter Classe. Alsdann sind E 
Se ARE: d TT! (d Ut E 
el), —— =: 0, —— == 0 a 

aw div. dw 


die Gleichungen ihrer Mittelpunete. ‘Wenn jene drei Örter dieselben vier — 
geraden Linien berühren s SO ist, wenn 4 und: p uubestinnnte Coéïfficien- E 


3 
ten bedeuten: : Dun d E 
ul + rH p + ii emis pe à Sr 
es ist mithin auch: | E i i 
Fey al, aU iig | 
dure lu dun ? | : 
4d. h. die drei Mittelpuncte liegen in geroder Linie, Hiermit ist Res fol- 


vender bekannter Satz gegeben: 

| Die Mittelpuncte aller Kegelschnitie (Örter | zweiter | 

x5 jasso); die dieselben vier geraden Linien. berühren, liegen | 

in gerader Linie (New: Lon). 
Zu diesen Örtern zweiter Classe gehören auch drei Systeme von 4 

zwei Puneten, nemlich die dreimal gwei gegeniiberstehenden W inkelpancte E 


* 


der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten, ‚ vollstindigen, vier- 
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seiügen Figur. Der Mitielpunct des Systems zweier Puncte ist aber offen. 
bar, was auch sogieich aus dessen Gleichung sich ergiebt, die Mitte zwi- 
schen den beiden Puneten des Sysiems, Wir erhalten hiernach diejenige 
gerade Linie, welche alle Mittelpuncte enthält, indem wir die drei Mitten 
der drei Diagonalen der von den vier gegebenen geraden Linien gebilde- 
tem vierseitigen Figur durch eine gerade Linie verbinden. Wir sehen hier 
beiliiufig, dafs diese drei Mitteu derselben geraden Linie angehören. 

35. Die Gleichungen der Pole irgend einer geraden Linie (u/^, v'', 
iD) in Beziehung auf dieselben drei in der vorigen Nummer betrachteier: 
Curven sind folgende: 


au dU 


| d 2 ER 

De TE EL p wes = 

du * QT TEN age dio PF 7 0, 

d e . : D d 

ie i eae mE pi + — u. zu Pm, 

| pe di d U* 7i 417 T | 44 
Über: —— U — Um FE = f). 

du ut dv) + dw. c " 0, 
und man sieht segleich, dals, unter denselben Voraussetzungen als bis« 
her, auch: al Vi pl = 0, 


so dafs aise die drei Pole: in gerader Linie liegen. Hiernach ergiebi sich 
folgender Satz: 

Wenn beliebig viele Curven zweiter ‘Classe vier gegebene gera 
Linien berühren, so lisgen die Pole derselben beliebigen geraden Linie i in 
Beziehung auf alle diese Curven in gerader Linie. 

' Es ist im Allgemeinen klar, dafs alle Örter, die durch Gleichungen 
dargestelit werden, in denen, als Constanten, auf dieselbe beliebige Weise 
“nd überdies bloß linear, Constanten eus den verschiedenen Gleichungen 
solcher Örter zweiter Classe die demselben Viereck eingeschrieben sind 
vorkommen, alle dieselben. gemeinschaftlicheu Tangenten haben; und also 
insbesondere, wenn diese Orter Punete sind, in gerader Linie liegen. 

36. Theerie der Osculation. Die Gleichung irgend eines Or- 
ies zweiter Classe, der die zweite Axe im Anfangspunct der Coordinaten 
berührt, sei folgende (No. 16. 14.): 

Au +9Duto 4-2Evw-- fu* = 0. 
Stellen wir mit dieser Gicichung eine zweite ihr ähnliche: 
Au? -- 92 D'utw + 2 E'vw + Fu = 0, 
zusammen und ziehen eb, so kommt: | 
w(2(D—D')u +9(E—E£")0 + (F— Fw) = U, 
Crelle's Joprna! d. M. VI. Bd. 2. IM. 17 
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Diese Gleichung stellt ein S «tem. von zwei Pancton dar. Der Factor us 
bezieht sich auf den. Anfangsminot der Coordinaten, durch den zwei in die 
zweite Axe zusammenfallende, gemeinschaftliche Tangenten der ‚Leiden 
Curven gehen. Der andere Factor, gleich Nuli gesetzt: 
1, 2D —D)u + Qk BP) (F-Mo= 

stellt den Durchschnittspunet der beiden übrigen entier Tan- 
genten dar, und ist reell, diese Tangenten mügen es sein oder nieht, 
Wenn dieser Punet auf der zweiten Axe liegt, so fallen in diese Axe drei 
Tangenten zusammen; die beiden Curven haben alsdann eine dreipunee 
tige Osculation. | Damit die Gleichung (1.), dem entsprechend, die Form 

2. 2(D—D^u--(— F^ = o 
sunchme, ergiebt sich die Bedingungs - Gleichung; 

| Qa. Jeu E. 

37, Wenn die Oscuiation eine vie ep unctige sein soli, so mufs, 
damit die vierte gemeinschaftliche . Tangente mit den drei übrigen zusam- 
menfalle, die idee (2) den Anfangspunct darstellen und also folgende 
Form annehmen: — 


w ==); 
wonach wir neben der Bedingungs- Gleichung (3.) noch. nachstehende er- 
halten: É Del, 


38. Wenn blofs die: letzte Bedingangs - Gleichung (4.) zwischen 
den Gleichungen der beiden, sieh im Anfangspunete berührenden Curven 
besteht, so ist sogleich ersichtlich , dafs alsdann die. beiden gemeinschafi- 
lichen Tangenten der beiden Curven sich auf der ersten Axe schneiden. 

39. Ich werde in dem folgenden Paragraphen , durch Verbindung - 
allgemeiner Symbole vermittelst unbestimmter Coëfficienten, allgemeine Sätze 
beweisen und aus denselben viele einzelne Constructionen ableiten. : Doch, 
um ein Beispiel der Behandlungsweise zu geben, will ich schon hier einige 
einzelne Sätze direct beweisen. Dies wird hinreichend sein, um zu zei- 
gen, dais man hier auf eine ganz ähnliche Weise verfahren kann, wie ich m 
dem ersten Bande meiner » Entwickelungen” §. 8. S. 229, T. verfahren bin. 

Die Gleichung irgend einer gegebenen Curve zweiter Classe, welche 
die zweite Axe im Anfangspuncte berührt, sei folgende: . 

5... Aw 2QDuw 4-2kEvw + Fus = 0. 
Das System irgend zweier Puncte die auf der zweiten Axe liegen. kön» 
nen wir durch folgende Gleichung darstellen: 
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6. Au? + 2D uw + Fist = 0, 
Die beiden Gleichungen (5, und 6.). vereint, ein zur Bestimmung der 
vier gemeinschaftlichen Fangenten der beiden beziiglichen Orier, d. h, der- 
jenigen beideg| Tangenten-Paare, welche man durch die beiden Puncte 
des Systems an die Curve legen kann.  Zielien wir diese beiden Glei- 
chungen von einander ab, so kommt: : | 
: w(2(D—D/ju -k Ev + (F—£*jw) = 0. 
Der Factor zo des ersten Theiles dieser Gleichung, der, gleich Null gesetzt, 
den Anfangspunet darstellt, enispricht deu beiden in die zweite Axe zu- 
sammenfallenden Tangenten, Die beiden andern Tangenten schneiden sich 
also in demjenigen Puncte, dessen Gleichung folgende ist; 
7. 2(D--D^u-4-2Ev-- (F-—F^)i = 0. 

AO. Die Coëflicienten von u und v in dieser Gleichung äindern sich 
nicht, wenn man staft (5.) die Gleichimg irgend einer andern Curve Rin 
welche die gegebene im Anfangspuncte vierpunctig osoulirt (No. SF 
stellt also (7.) einen solchen Punct dar, der für alle diese Curven auf einer 
und derselben, durch den gemeinschaftlichen Osculationspunct. gehenden ge« 
raden Linie liegt, Also: 

| Wenn man von irgend zwei festeuPuncten der gemein- 
schaftlichen Tangente im Osculationspuncte mehrerer sich 
vierpunotig osculirender Curven an jede derselben noch zwei 
Tangenten ziéht, só liegen die Durchschnitte je zweier sol- 
cher Tangenten auf einer festen, duroh den Osculations- 
punct gehenden geraden Linie, . 
| 41. Hiernach erhalten wir eine neue Consttuditon folgender Aufgabe: 

Kine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die eine gel 
gebene in einem gegebenen Puncte vierpunctig-osculirt und 
überdies eine gegebene gerade Linie berührt. 

Sei ORIN (Big. 6,) die gesehene Curve, TS die 'gerebene gerad 

Linie, ^v due der Tangente im Osculationspuncte O im Fuacte 7 Aa 
Man lege dureh:7' die zweite Tangente 78’ und ziehe eine beliebige driite 
_ Tangente, die den beiden. ersten Tangenten in 7% und S^ begegne. Man 
ziehe OS’, die der gegebenen: ‚geraden Linie in S begegue, und endlich 
T'S, Diese: gerade Linie ist alsdann eine neue Tangente der zu construi- 
» renden Curve. | 

Wenn die beiden Punete T m T cutanée fies, so sind $' und 

17 * 
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und $ Puncte der gegebenen und der zu consiruirenden Curve, die immer 
noch mit O in gerader Linie liegen. Wir können hiernach, wenn ein 
Punct der zu construirenden Curve gegeben ist, in diesem Puncie 
die Tangente legen, und wenn eine Tangente gegeben. ist, auf 
dieser Tangente den Berührungspunct bestimmen. 

42. Die Coëfficienten von v und w bleiben in der Gleichung (7.) 
dieselben, wenn die Gleichung (5.) eine Parabel darstellt, mithin Z—— 9. 
ist, und wir diese Parabel mit irgend einer andern vertauschen, welche 


: 
dieselbe im Anfonsspunete dreipunctig osculirt Der Punct (7.) rückt 
aber alsdann aui einer der zweiten Axe parallelen geraden Linie fort. Also: 

Wenn man vou irgend zweien festen Puncten der Tan- 
gente im Osculationspuncte mehrerer sich osculirender Pa- 
rabeln noch zwei Tangenten an jede Parabel legt, so liegt 
der Durchschnitt solcher zwei Tangenten auf einer festen; 
dex gemeinschaftlichen Tangente paralleleu geraden Linie. 

43, Hiernach können wir folgende Aufgabe construiren: 

Kine Parabel (Fig. 7.) zu beschreiben, die eine gegebene 
i» einem gegebenen Puncte osculirt und überdies eine gege- 
bene gerade Linie berührt, : 

Sei MON die gegebene Parabel, die in © osculirt werden soll; SO 
die gegebene gerade Linie, die der Tangente in © im Puncte 7 begegne. 
Mon lege durch T eine zweite Tangente ZM an die gegebene Parabel, und 
an dieselbe noch irgend eine beliebige Tangente SY, die der Tangente 
TAT SQL À Jas PS Dy gg 8 1 : IS Ri 
ZUM in: 5' und der Tangente OT in 7" begegue. Man ziehe parallel mit 

r | LE ; "EE D ois E x 
oT durch den Punet b die gerade Linie S’S, die der gegebenen in $ 
begegue, und endlich S7 Diese Linie ist eine neue Tangente der zu 
construirenden Curve. | 

[4 © IF, ; . 

#4. W enn die beiden Puncte Z’und 7" zusammenfallen, so erhalten 
wir statt S und. $^ zwei Berührungspunete auf den beiden Parabeln. Also: 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der Tan- 
gente im Osculationspuncte mehrerer sich osculirender Pa- 
zabeln noch eine zweite Tangente an jede derselben legt, so 
liegen die Berührungspuncte auf einer der gemeinschaft- 
iichen Tangente paralielen geraden Linie. 

Hiernach können wir in der leizten Aufgabe auf der gegebenen ge- 
raden Linie sogleich den Derühnrungspunet finden und auch cine Parabel 


-— ore 
, 
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construiren ; die einegegebene in einem gegebenen Puucte cA und 
überdies durch einen gegebenen Punct geht. 

45. Die Coëfficienten von u und w bleiben in der Gleichung (7.) 
dieselben, wenn die Gleichung (5.) eine Parabel darsteilt, wir an die Stelle 
derselben irgend eine andere Parabel setzen, die mit der gegebenem die- 
selbe gemeinschaftliche Tangente hat, und parallel mit dieser Tangente die 
erste Âxe legen. Dies ergiebt sich sogleich aus der 38, Nummer, wenn 
wir überdies berücksichtigen, dafs die vierte gemeiuschaftliche Tangente 
zweier Parabeln unendlich weit liegt. Wenn aber die Cocíficienien von u 
vad w dieselben bleiben, so stellt (7.) einen Punet dar, der auf einer der 
ersten Axe parallelen geraden Linie bleibt. Hiernach ergeben sich leicht 
folgende beiden Sätze. | 

Wenn mehrere Parabeln zwei gegebene gerade F.mien 
berühren und aie erste derselben in einen, gegebenen Puncte, 
"2 schneiden sich diejenigen beiden Tangenten, die von ir- 
send zwei festen Puncten dieser ersten gegebenen geraden 
Linie an jede Parabel gelegt werden kónnen, in einem sol- 
chen ?uncte, der auf einer festen, der zweiten gegebenen 
geraden Linie parallelen Linie bleibt. | 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der ersten 
segebenen geraden Linie noch eine Tangente an jede Para- 
bel legt. so liegen die Berührungspuncte auf allen diesem 
Tangeuten in derselben, der zweiten gegebenen geraden Li- 
nie paralleien Linie. 

Aus diesen Siitzen ergeben sich wiederum lineare Constructionen; . 
die wi hier übergehen. | 

46, Wir können die Gleichung (7.) auch uoch aus einem andern Ge 
sichtspuucie disculiren. Es ändern sich nemlich in dieser Gleichung z. B. die- 
Coéfficienten von z und w nicht, wenn man statt (6.) eine andere Gleichung - 
von derselben Form nimmt, in der man iar dem Coëflicienten D' ivgeud 
einen andern Werth beilegt; d. bh. wean man statt der durch (6.) darge- 
stellten beiden Puncte irgend zwei andere Puncte der zweiten Axe nimmt, de- 
ren Abstände vom Bertihrungspuncie, in einander multipkeirt, dasselbe Pre 
duct geben. Ger Durchschnitt der beiden Tangenten, die durch solehe zwei 
Puncte sich noch an die gegebene Curve leven lassen, keyt also auf emer 
lesten, der zweiten Axe parallelen, geraden Linie, Alse, auch: umgelsehrt : 
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Wenn man vom irgend einem Puncte einer gegebenen. 


geraden Linié zwei Tangenten an eina gegebene Curve zwei- 
ter Classe legt, so wird das von diesen beiden Tangonten in- 


terseptirte Segment einer dritten Tangente, die der gege- : 


benen geraden Linie parallel ist, im Berührungspunste so ge- 
theilt, dafs das Product der beiden Theile sin constantes ist 

Wenn wit insbesondere annehmen, dals die gegebene gerade Linie 
unendlich weit liege, so erhalten wir einen bekanaten Satz. 

47. Den nachstehenden Satz erhalten wir auf eine ganz übliche 
Weise, v ie wir den Satz der vorigen Nummer erhalten haben. 

‚Wenn irgend eine Linie zweiter Ordnung gegeben ist, 
und man construirt in einem beliebigenPuncte derseibes die 
Tangente, legt durch densolben Punct eine he liebige gerada 
Linie und durch irgend einen Punet diéser geraden Linie 
zwei neue Tangenten an die Curve, so Schneiden diese bei- 
den Tangenten. die erstgezogene in solchen zw ei Puneten, 


für welche die Summe der reciproken Werthe der Abstände. 


vom. Berührungspuncte constant ist, 
Wir brechen hier ab, um sogleich zu einer allg &meinern, Verhine 
dung der Gieichungen der Örter zweiter Classe überzugehen, weil hier 


auf eine ungemein leichte Weise eine Menge von ARE und Constructs 


nen sich ergeben, _ 
Bonn, den 11. Sept. 1829, 


$ 4 
Verbindung der allgemeinen Gleichung der Órter: jweitds 
Classe vermittelst unbestimmter Coëfficienten. 
ET Wenn die beiden Gleichungen 
ve nad em QI c ME END 

ir. ud zwok Orcer zweiter Classe darstellen, e pi weaun e einen. MUS 
stimmien C ott ficientesr bedeutet, die Gleici uno * 

2 Ati ds = 0 
alle möglichen Orter derselben Classe der, welche mit .den baton gege- 
heuer dieselben vier gemeinschaftlichen Tangenten haben, Wenn der erste 
Theil der Gleichung (2.) sich in zwei Factoren des ersten Grades auflösen 


lálst, so stellt dieselbe ein Sysiem vou zwei Puueien dar. Ein sol- 
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' ches System ist also als ein Ort zweiter Classe. anzusehen. ' ( Es ist wohl 


überflüssig zu hemerken, dafs die beiden Puncte auf keine. Weise als ver- 
schwindende Éllipsen zu betrachten sind.) Wenn aber die in Rede ste- 
hende Zerlegung Statt finden soll, so erhalten wir eine Bedingungs - Glej- 
chung , die in Beziehung auf & vom dritten Grade ist. Es redueirt sich | 
diese Gleichung nur dann auf den zweiten Grad, wenn schon eine der 
beiden Gleichungen (1.) ein System von zwei. Puncten darstellt. Wir er - 
halten also immer, wenn wir die Gleichungen. zweier solcher Örter zweiter 
Classe, die Curven sind, gehörig mit einander verbinden, mindestens die 
Gleichmg eines Systems, von zwei Puncten. Nur dürfen wir nicht über- 
sehen, dafs im Allgemeinen solche zwei. Puncte auch zusammenfallen und 
auch imaginir sein können. In diesem letztern Falle erhalten wir eine 
bestimmte gerade Linie weiche durch diese beiden imaginären Puncte 
geht, statt dieser Puncte: eine gerade Linie, die durch eine Gleichung dés 
zweiten Grades dargestellt wird *) Man kann aber leicht zeigen, dafs 
immer eine resultirende Gleichung (2). ein System zweier reellen Puncte 
darstellt, _ Wenn die Bedingungs- Gleichung in p nur reelle Wurzeln 
hat, so erhalten wir drei reelle Gleichungen von der Form der Gleichung 
(2..) Alsdann haben die beiden Curven entweder vier reelle oder gar 
keine reelle gemenschattliche Tangenten, "Im ersten Falle stellen jene 
drei resultirenden Gleichungen die dreimal zwei gegenüberstebenden Win- 
kelpunote der von den vier geniemschaftlichen Tangeriten gebildeten voll- 
stündigen vierseitigen Kigur dar; im zweiten Falle erhalten wir ein Sy- 
stem von zwei reellen Puncten und ‚aufserdem zwei reelle gerade Linien. 
Wenn die Gleichung in a zwei imaginiire Wurzeln hat, so erhalten 
wir durch Verbindung der gegebenen Gleichungen nur eine einzige Glei- 
chung eines Systems von zwei Puneten: die beiden andern Systeme exi- 
stiren gar nicht. Diesem Kalle entspricht, dafs die beiden gegebenen Cur- 
ven nur zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten haben. | | 
Wenn die Bedingungs- Gleichung in » zwei Fleiche Wurzeln hat, 


+) Dies wird deutlicher, wenn wir die Gleichung 
v? -2a vw + bw? = 0 
betrachten, welche zwei auf der ersten Axe liegende Pancto darstellt. Wem aber 


2? —b 7» 0, 
so giebt diese Gleichung für v und w keine andere reellen Werthe, als 
VV EN. 


Es stellt also die vorstehende Gleichung blofs die erste Coordinaten -Axe dar. 
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so berühren sich die beiden gegebenen Curven. Die drei resuitirenden i 
Systeme von zwei Puncten sind in diesem Falle die beiden Durchschnitts- 
puncte der Tangente im Berührungspuncte der Curven mit den beiden 
übrigen gemeiuschaftlichen Tangenten derselben (zweimal genommen) und 
dann des System des Berührungspuncies und des Durchschnittes der letzt- 
genannten beiden Taugenien. Wenn die beiten Curven einen doppel- 
ten Contact haben, so sind die drei Systeme, der Durchschnittspunct 
der beiden gemeinschaftlichen Tangenten als doppelter Punet betrachtet. 
(zweimal genommen) und dann das System der beiden Berührungspuncte. 
Wenn die Bedingungs - Gleichung in w drei gleiche Wurzeln hat, 
so haben die beiden .Uurven einen dreipunctigen Contaet. Von den 
drei resultirenden und alsdaan identischen Systemen besteht jedes aus dem | 
Osculationspuncte und dem Durchschnittspuncte der Tangente in diesem 
Puncte mit der noch übrigen einzigen gemeinschaftliclien EN ür 
den Fall einer vierpunctigen Osoulation fallen die beiden Puncte det 
drei identischen Systeme in den Osculationspunct zusammen. 

49. Es tritt-uns hier noch folgende Frage entgegen: Giebt es Cur- 
ven zweiter Classe, die nur zwei gemeinschaftliche Tangenten haben, oder 
bestimmter ausgedrückt, von deren vier gemeinschafilichen Tangenten zwei — * 
unendlich weit liegen, so wie es Curven zweiter Ordnung giebt (ühnliche. 
und ähnlich liegende), von deren vier Durchschnitten zwei unendlich weit 
fiegen? Eine gemeinschaftliche Tangente liegt, wie wir schon früher ze- 
sehen haben, unendlich weit, wenn die beiden Curven Parabeln sind; 
aber zwei gemeinschaftliche Tangenten können nicht unendlich weit hegen. 

50. Herr Poncelet hat schon bemerkt, dafs wenn zwei Örter | 
zweiter Classe denselben Brennpunet haben, dieser. Brennpunct als 
der Durchschnitt zweier gemeinschaftlichen ; ‚imaginären Tan ee anzu= 
sehen ist, 

Wenn die beiden gegebenen eh hne! : ühuliohbifes 
gende und concentrische sind, so ist ihr gemeinschaftlicher Mit- 
telpunci der Durchschnitt zweier Pu gemeinschattlheher, imaginärer 
Tangenten. Me | - 

— ‘Wenn in den vorstehenden Andeutungen irgend etwas dunkel er- — | 
scheinen sollte, so verweise ich auf die ganz analogen Erörterungen über 


die. Verbindung der Gleichungen von Örtern zweiter Ordnung im ersten 
Bande meiner .. Entyiekelineent: 


3 
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3i. Auf dem Beben Entwiekelten beruhen Erürierunsen, dio de 
nen des letzten Paragraphen der eben angeführten Schrifi entsprechen. 
in dem Folgenden will ich einige Momente heryorheben. 
‘Ks seien 
12042 0,7 —— 0, AO 
die Gleichungen dreier -solcher Curven zweiter Classe, welche dieselben 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten haben, deren Durchschuittspunct durch 


die Gleichung Met 


dargestellt werde, Alsdann erhalten Wir, durch gehörige Verbindung ver: 
mittelst unbestimmter Coéfficienten je zweier der drei Gleichuagen (i) 2 fol. - 
gende Ausdrücke: 

2. —pu'" A! 2 c.a" m 0, ILS A" = 6I 20, II dt 6. a == 0; 
Wenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichungen von einander abzie- 
hen, so kommt: EL p AU wx (la — x 


eine Gleichung, die, was ihre Form zeigt ; mit der dritten der Gleichun- | 
gen (2.) identisch sein muls; wonach wir 
p ‘a — "cus a‘! 
erhalten. Es liegen also die drei, durch folgende drei Gleichungen vom . 
ersten Grade dargestellten Puncie 
"o, a c0, aii 


in gerader Linie. Hierin ist der nachstehende Satz enthalten : 


Wenn irgend drei Örter zweiter Classe dieselben zwei 
gemeinschaftlichen (reellen oder imaginären) Tangenten 
haben, so liegen die Durchschnitte der noch übrigen drei- 
mal zwei gemeinschaftlichen (reellen oder imaginären) Tan- 


genten in gerader Linie. 


52. Wenn drei Curven eine gegebene gerade Linie in demselben 
Puncte berühren, so haben je zwei derselben einerseits dieselbén zwei 
zusammenfallenden Durchschnittspunete und andrerseits zwei Zusammen- 
fallende gemeinschaftliche Tangenten. Es gehen also nicht allein, wie he. 
kannt, die drei gemeinschaftlichen Chorden je zweier derselben durch den- 
selben Punct, sondern es liegen auch die drei Durchschnitte der drei Paare 
gemeinschaftlicher Tangenten in gerader Linie. 

53. Wir wollen mehrere einzelne Fille des Satzes der 51. Num- 
mer genauer betrachten. Wenn die drei Ürter zweiter Classe Parabeln 

Crelles Jonrnal d. M. VI. Bd. 2. lift. 18 
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sud, so liegt: eine gemeinschaftlicho Tangente je zweier dcc wnend- : 
lich weit, we ud Voraussetzungen des obigen Satzes geschieht Genüge, : om 
wenn die Parabela eine einzige gemeinschaftliche Tangente haben. Also: ON 
Wenn irgend drei Parabeln ‘dieselbe gerade Linie be- | 
rühren, so liegen die Durchschnitte der übrigen beiden ge- — 
meinschaftlichen Tangenten je zweier dero m gera- 
der Linie. t" 
54, Es ist bekannt, von welchem Vortheile es in der Theorie der 
Örter zweiter Ordnung ist, daß man Systeme von zwei geraden Li- 
nien mit Curven dieser Ordnung zusammenstellt: ein Verfahren, das man « 
iuf die Betrachtung der Gleichungen gründen oder auch durch allgemeine, 
rein ee Be sigue de rd rüge m. kann, in dem renee » 


E 


nicht gesche hen zu sein scheint, mit Curven zweiter Clase, peer was ss 
selbe heilst, poss Ordaung, Systeme von zwei Puncten zusam- 
menstellen: ein Verfahren, gegen welches sich auch nicht der geringste 
Einwurf machen Mifst, sobald wir zu den Gleichungen zurückgehen,  — 
Um die Bedingungen der 51, Nummer zu befriedigen, müssen wir, 

wenn wir mit zwei Gurven 4 und B (Fig. 8.) ein System von zwei iPuno- 
ten c, 0’ zusammenstellen wollen, diese beiden Puncte auf zweien gemein- 
schaftlichen Tangenten der beiden Curven aunehmen, Ziehen wir alsdaun — — 
von solchen zwei Puncten noch zwei Tangenten an jede der beiden Om — 
ven, die sich in den beiden Puncten 5 und 8’ schneiden, se liegen. diee 
beiden Puncte mit dem Durehschnitte derjenigen beiden gemeinsehaftlichen. 74 
Tangenten, auf denen ¢ und c' nicht liegen, mit ©, in gerader Linie. Also: —— 
Wenn men von irgend zwei Puncten zweier gemein. — 
schaftlichen Tangenten zweier Curven zweiter Classe noch — 
vier Tangenten an die beiden Curven legt, so bilden diese 
Tangenten ein Viereck, dessen eine Diagonale durch einen 
festen Punet geht, der unverä inderlich derselbe bleibt, wie 
auch jene beiden Puncte auf den feme iR Tan- E 
genten fortrücken mügen. B. 
Wir erhalten eine Modification diese: Satzes, wenn wir für d P 
Puncte c, c' zwei Berührungspuncte | auf den beiden Tangenten nehmen, | i 
Für den Fall zweier Parabeln erhalten wir eiue doppelte: Cone — 
struction; einmal können wir nemlich die beiden Puncte cy c/ auf zweien 
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der drei gemeinschaftiichen Tangenten annehmen : alsdann liegen dio belie. 
den Constructionspunste 5 und S^ auf einer sich immer parallel bleibenden _ 
geraden Linie, Oder wie können auch einen Punot c auf einer beliebigen | 
 gemeinschefüichen Tangente und den andern Punct e’ auf der unendlich 
weit entfernt liegenden vierten gemeinschaftlichen Tangente annehmen, d. h, 

nach beliebiger Richtung zwei parallele Tangenten an die beiden Parabeln 
ziehen. Der feste Punct ist alsdann der Durchschnitt derjenigen beiden 
gemeinschaftlichen Tangenten, auf denen c nicht angenommen worden ist. 

55. Nach der vorigen Nummer ergiebt sich, wenn wir zwei ge- 
meinschaftliche Tangenten zweier Curven zweiter Classe kennen, eine 
leichte Construction des Durchschmitispunetes der beiden übrigen gemein- 
schaftlichen "Tangenten; und also können wie auch diese Tangenten selbst, 
in dem Falle dali dieselben reell sind, construiren. 

56. Der Satz der 54. Nummer erleidet Modificationen, wenn zwi- 
schen den beiden gegebenen Curven besondere Beziehungen Statt finden. 
Wir wollen sogleich zwei sich dreipunetig osculirende Curven (Fig. 9.) 
betrachten. Alsdanm fallen drei gemeinschaftliche Tangenten in die Tan- 
gente des Osculationspunctes zusammen, und es giebt aufserdem nur noch 
eine einzige gemeinschaftliche Tangente. Nehmen wir also die beiden Puncte 
_¢, c' auf der Tangente im Osculationspuncte au, so ist. der feste Punct D 
der Durchschnitt derselben "Tangente mit der noeh übrigen gemeinschaft- 
lichen "Tangente. Also: | 7 
| Wenn man von irgend zwei beliebigen Puncten der 
Tangente im Osculationspuncte zweier oder mehrerer sich 
dreipunctig osculirender und überdies dieselbe gerade Linie 
berührender Kegelschnitte, an jede derselben noch zwei 
Tangenten zieht, so liegt der Durchschnitt dieser Tangen- 
ten auf derselben geraden Linie, und diese gerade Linie geht 
durch den Durchschnitt der gemeinschaftlichen Tangente 
mit der Tangente im Osculationspuncte, und dreht sich um 
diesen Durchschnitt, wenn die beiden. beliebigen Thncte auf 
der letztgenannten Tangente fortrücken, . 

Nach diesem Satze können wir einen Kegelschnitt.beschreiben, der 
einen gegebenen in einem gegebenen Puncte osculirt und über 
dies zwei gegebene gerade Linien berührt. | 

Construction. (Fig. 9.) Es sei O der Punct, in weichem die 

^ 18* 


34 14 Plücker, neue Ari, Puncie und Gurven qum Gleichungen. auszudrücken. 


gegebene Curve OH osculirt werden soll; us Tangente in diesem Punote 

edo von den beiden, sich in i$ schneidenden, gegebenen geraden Linien 
in den beiden Puncten c und e‘ geschnitten; von diesen beiden Puncten 
lege man an die gegebene Curve die beiden Tangenten 68° und c' S', die 
sich im Puncte S’ sehneiden.. Zieht man endlich 55’, so begegnet diese 
Linie der Tangente in O in demjenigen Puncte ®, in welchem dieselbe 
Tangente von der gemeinschaftlichen Tangente der gegebenen und gesuch- 
ten Curve getroffen wird, 

Wenu die eme gegebene gerade Linie die gemeinschafiliohe Tan- 
gente der beiden Curven ist, so bietet sich unmittelbar eine ganz einfache 
Construction beliebig vieler Tangenten der gesuchten Curve dar. 

57. Wenn wir annehmen, dafs der Punct c' mit dem Puncte c 
zusammenfalle, so erhalten wir die Berührungspuncte & und a’ statt der 
Puncte S und 8’. Also: | 

Wenn man von irgend einem Puncte der Tangeute im 
Osculationspunete irgend zweier Kegelschnitte zwei Tan- 
genten an dieselben legt, so liegen die Berührungspuncte 
auf diesen beiden Tangenten mit dem Durchschnittspuncte 
der gemeinschaftlichen Tangente beider Curven und jener 
Tangente im Osculationspunete in gerader Linie. 

Nach diesem Satze kónnen wir in der Aufgabe der vorigen Num- 
mer auf jeder Tangente den Berührungspunct finden. Wir erhalten z. B. 


den Berührungspunet o auf c, wenn wir durch © und den Berührungs- 


punct 0’ auf der gegebenen Curve die gerade Linie Oc legen. — 


Wir können ferner auch eine Curve beschreiben, die eine gegebene | 


in einem gegebenen Puncte osculirt und überdies eine von fol- 
genden Bedingungen erfüllt: 
1) eine gegebene gerade Linie in einem gegebenen Puncte 
berührt, 
£y 
liche Tangente hat und durch irgend einen ERgek TE 

Punet geht. 

Es sei, um nur den zweiten Fall hervorzuheben, Oc' die gegebene 
Curve, O der Osculationspunet, © derjenige Punct, in welchem die Tan- 
gente in diesem Puncte von der ‚gegebenen gemeinschaftlichen Tangente 
J'D geschnitten wird, und endlich o der gegebene Punct. Man ziehe die 


2) mit der gegebenen Curve eine gegebene gemeinschaft- 


£ 
* 
x 
= 
ü 


* 
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gerade Linie c D, von der die gegebene Curve in 7’ und ç, geschnitten 
werde, In diesen beiden Punctea construire man die Tangenten an die 
gegebene Curve, welche. der Tangente in O in zwei Puncten begegnen. 
Wenn man diese Puncte (von denen e der eine ist) mit den Puncie ¢ 
verbindet, so erhält mau zwei Tangeuten derjenigen beiden Curven, die 
den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. Die Awgabo hat also im AH- 
gemeinen zwei Auflösungen; sie hat-nur eine Auflösung, wean der ge- 
gehene Punet auf der vegebenen Curve liegt. 

55. Wenn man die beiden Pancte ¢ und e' (Fig. 10.) auf der Tan-- 
gente im Osculationspuncte und der gemeinschaftlichen Tangente zweier 
sich dreipunctig oscuürender Curven annimmt, so erhält man statt des 
Satzes der 56. Nummer folgenden: 

Wenn man von zwei Puncten der Tangente im Osou= 


JHationuspuacte und der gemei inschaftlichen Tangente zweie 


sich dreipunetig oseulirender Curven an jede Curve ne 
zwei langenten zieht, so schneiden sich die zweimai zwei 
Tangenten in solchen zwei Puncten, die mit dem Osculations- 


puncte in gerader Linie liegen. 


Hieraus ergiebt sich eine neue Ge uso: der Aufgabe der 506. 
Numme die such dann ihre Anwendbarkeit behält, wenn der Durch- 
schnitteder Tangente ia Qsculationspuncte mit der gemeinschaiilichen Tan- 
gente der gegebenen and ga construirendei Curve sehr weit liegt. Es sei 
wiederum OM die gegebene Curve, die in O osculiré werden soll; Sc und 
Sc! seien die beiden zu berührenden geräden Linien. Man verbinde den 
Durchschnitt S dieser beideit weraden Linien mit O; lege von c, dem Durch- 
schnitt ener (beliebigen) ) dieser beiden Linien mit der Tangente’in O, die 
Tangente c^ an die gegebene Curve, die der OS in S^ begesne und end- 
lich durch S’ die zweite Tangente $'c' an dieselbe Curve. Diese Tau- 
gente begegnet der gegebenen Sc’ in einera Puncie c', welcher ein Punct 
der gemeinschatilichen Tangente der serthene en und gesuchten Curve ist. 

Die Modification dieser Construction für den Fa alt dafs siait der bei- 
den Tangenten eine einzige und auf derselben der Berührungspunct gego- 
ben ist, ergiebt sieh vou selbst, uad hiernach ergeben sich endlich aueh 
neue Construciionen für die in der 57. Nummer behandelten Aufgabe. 

5% Wenn wir annelmea, dafs alle Curven Parabein sind, so er- 
halter: wir aus No. 56. und 57. die bereits in der 42. , 43; und 44. Nummer 
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unmittelbar bowiesenen Sätze und Construction iens. ond aus No. 58. ch 


einige nouo, 


Es kaun aber euch die gegebene Queve. ipud eine belieligo sein à 
_ und eine Parabel verlangt werden, Dies kommt alsdenn darauf hinaus, 
in den vorstehenden Constructionen statt einer gegebenen zu berührenden | 


geraden Linie eine unendlich weit entfeent liegende zu nehmen. Wir wol- 

len zwei Aufgehen hier hervorheben, ‘ 
Eine Parabel zu beschreiben, die > ein 

gelschnitt in einem gegebenen Puno te 

dies eine gegobene gerade Linie berührt. 
Construction. Es se OF (Fig, 11.) die gesehene Curve, die in 

Oosculirt werden soll; ¢8 die gegebene gerade Linie, die der Tangente 


un. 


nen es 
sculi 


im Osculationspuncte in c begegne. Mau ziehe die Tangenten eS’ und | 
eg : Hel mit dee T a Üs ; he SD | 
S', letztere parallel mit der Tangenie ita Osculatiouspuncie, ziehe 


parallel mit ¢S, wodurch auf Oc der Punct Q bestimmt wird. Legt man 


durch (D eine zweite Tangente an die gegebene Curve, so berührt dieselbe 


auch die zu beschreibende Parabel. Den Berührungspunet P auf eS ex 

hilt man, indem man JV, den PERRIER out ¢&’ mit ® durch eine 

gerade Linie verbindet, | | | 

 .— . Eine Parabel zu beschreiben, die einen gegebenea Kea 
gelschnitt in einem gegebenen Punste osculirt -— überdies 

durch irgend einen gegebenen Punct geht. 


Construction. Hs sei © (Fig. 12.) der Osculat: Éonspunot d M 


der gegebene Punct. Mau ziehe, parallel mit der Tu angente in O und 
durch M eine gerade Linie, die der gegebenen Curve im Allgemeinen in 


zwei Puncten begegnen wird; man lege in diesen Puncten zwei Tangen- 


ten an die gegebene Curve, und verhinde diejenigen beiden Punete, in wel» 
chen diese beiden Tangenten die Tangente m O schneiden, durch. zwei 
gerade Linien mit dem Pi unete AT. Diese beidem geraden Einien TM und 


TM berühren alsdann diejenigen. beiden Parobeln, die des Forderungen 


der Aufgabe Genüg ge leisten, in dem gegebenen Puncte. 
69. Wenn wir ein System von zwei Puncten mit zwei sich dope 


pelt berührenden Carven zasammenstellen, so erkalten wir folgende 


beiden Sätze, 


: Wenn man von irgend zweiPun dud der beiden gemein. > 


schaftlichen Tangenten zweier sich doppelt berührender Ke- 


egobenen Kee” 
rt und übers 
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| gelschnitie noch zwei Taugentou an jede derselben: lope, se 


schneiden sich diese zweimal zwei Tangenten in solchen 


zwei Puncten, die mit dem Durchsehnitte der gemeinschaft- 


lichen Tangenten in gsrader Linie liegen, 
Wenn man von irgend zwei l'uncten einer FS Beiden 


gemeinschaftl iehen Tangenter noch zwei Tangenten an jede 


derselben legt, so schneiden sich diese zweimal zwei Tan- 
genten in soichen zwei Mi, die mit dem Berührungs- 
puucte auf der andern emelmschaftlichen Tangente in ges 
rader Linie liegen. 

Es ergeben sich aus er beiden Sützen und ihren Modificationen 
eine Reihe von einzelnen Constructionen, die wir übergehen. Wenn die 
beiden Curven statt des to, pelten Contaëts einen vierpunctigen haben, 
so erhalten wir die in Pei a0. und £i, Nummer unmittelbar bewieseuen 
Sätze und Constructionen, Als letztes pape wollen wir noch folgende — 
Aufgabe nehmen, : | 

Eine Parabel zu beschreiben, die eine gegebene Curve 
zweiter Classe in einem gegebenen Puncte vierpunctig be- 
rührt, 

ee (Fig. 13) Man lege in dem gegebenen Puncte O 
eine Tangente an die gegcbeue Curve, und pore mit ihr eine zweite. 
Tangente; construire ferner irgend eine dritte Tangente, die der ersten in 
dem Puncte 7, der zweiten in dem Puncte $ begegne; ziehe OS und par- 
allel hiermit eme gerade Linie durch T, Diese Linie ist alsdaun eine Tan- 
gente der verlangten Parabel, Man erhält den. Berülmrungspuiet P auf 


dieser Tangente, wenn man den Berührungspunct /V auf der obigen drit- 


ten Tangente durch eine gerade Linie mit O verbindet. 

61. In dieser Nummer wollen wir mit einer Curve zwei Sy- 
steme von zwei Puncten zusammenstellen, Nach den Voraussetzun- ; 
gen der 51, Nummer müssen die Pungte der beiden Systeme, etwa wie 
in der 14. Figur, auf zweien Tangenten be und &/c' angenommen werden. 
Die drei Puncte, die in gerader Linie liegen, sind aledann 1) $ der Durch- 
schnitt dex neuen von 5 und 5'an die Curve gelegten Tangenten. 55 und 4S 5 


.2) S' der Durchschnitt der neuen vou € und c' au die Curve gelegten Tan- 


genten ¢S’ und c'$', und endlich 3) o der Durchsebnitt von dc! und b’e. 


Der hierin PR Satz ist der bakannte von Brianohon: 


~ 
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Die drei Diagoualen eines um einen Kegelschnitt be- 
schriebenen Sechsecks gehen durch einen und denselben 
Punct. 
62. Wir kGanen endlich noch drei Systeme von zwei Punc- 
ten @ und e/, 5 und 5, c und e‘ zusammenstel'en, die, etwa wie in der 


15. Figur, auf zwei geräden Linien vertheilt legen. Die drei in gera- 


der Linie liegenden Puncie sind alsdann: (6,5; o', 6), (a, c'; a’, c) und 
(a, c'; b',c) oder S, S' und S", Da wir beliebig die Puncte jedes Sy- 
stems mit einander vertauschen kónnen, erhalten wir sechsmal drei solcher 
Puncte und hiernach folgenden bekannten Satz: 

Wenn man auf jeder von zwei gegebenen geraden Li- 
nien drei Puncie ie annimmt, und diese Puncte durch 
neue gerade Linien verbindet, so erhült man sechsmal drei 
Durchsokniite dieser Linien, welche in gerader Linie liegen, 

63, Wir gehen zu einem zweiten Schema über. Es sei: 

d 0 
die Gleichung irgend eines Ortes zweiier Classe, der von zweien andern, 
| deren Gleichungen iolgeude seien: 
EM e A zm 0, 


an berührt wird. Alsdann erhalten wir, bei schicklicher Bestimmung | 


von a‘ und p”, folgende Gleichungen: 
ee 


ba — p P iri 7 = 0, 


indem wir durch p=0 und 7 =0 die SEINES des Durchschnitts- 


punctes der Bernäinsahatlicheh Tangenten des ersten und zweiten, und des 
ersten und dritten Ortes darsiellen. Wenn wir die letzten beiden Glei- 
chungen von einander abziehen, so kommt: 
2 Aude pp = (9+ pp) = 0 

Da diese Gleichung ein System von: zwei Puncten darstellt, so ist sie iden- 
üsch mit einer Gleichung von foigender Form: 

| zn 
"indem a=0 und @=0 die Durchschnittspuncte der zu zwei und zwei 
genommenen vier gemeinschafilichen Tangenten des zweiten und dritten 


Ortes darstellen. Hiernach müssen die Factoren (9+ P) und (g—p) vér- 


mittelst gehüriger Coëfficienten den Factoren a und a^ des ersten Theiles 
der letzten Gleichung identisch werden, wonach also die vier durch - 


A 
E: 
4 
os 
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a=0, a! = 0, p= 0, g=0 
dargestellten Puncte in gerader Linie liegen. Also: . -— 

Weun ein Ort zweitezClasse zwei andere, id beide dop- 
pelt berührt, so liegen zwei Durchschnitte der vier gemein- 
schaftlichen Tangenten der letztern und diejenigen beiden 
Puncte, in welchen die gemeinschaftlichen Tangenten des 
ersten und jedes der beiden andern Orter sich schneiden, 
alle vier in gerader Linie,  : Et 

64. Statt der doppelten Berührung konnen. wir eine vierpunc- 
tige Osculation nehmen; an die Stelle des Durchschnittspunetes der 
gemeinschaftlichen Tangenten tritt -alsdann der Osculationspunet. Wenn 
wir mit einer Curve ein System von zwei Puncten zusammenstellen, 
so erhellt ‚unmittelbar aus den Gleichungen, dafs alsdanv. die beiden Puncte, 
wenn von einer doppelten Berührung die Rede ist, auf der Curve ange. 
nommen werden müssen, Steilt man zwei Systeme von zwei Puncten 
zusammen, so müssen, unter gleicher Voraussetzung, alle vier Puncte in 
gerader Linie liegen, Hiernach ergeben sich mehrere einzelne Sätze. So 
erhalten wir z.B., ‘wenn wir als ersten Ort eine Curve und für die bei- 
den andern Örter zweiPuncien-Systeme nehmen, so dafs also eine Curve 
und auf dem Wnafange derselben vier Punete gegeben ‘sind, folzenden bee 
kannten Satz: 

Wenn man in eine Curve zweiter Ordnung ein Vicréeck 
beschreibt, dessen Winkelpuncte die Berührungspunete ei- 
nes umsehriebenon Vierecks sind, so.liegen die beiden Durch- 
schnitte der beiden Paare gegenüberliegender Seiten des 
erstgenannten und zwei Winkelpunete des latztsenansten 
Vierecks in gerader Linie. 

65, Wir wollen in dem Fo!zenden nur nach den einen Fall her- .— 
vorheben, wo eine gegebene Curve (Hig. 15.) von miner SRE doppelt | 
Serührt wird, und wir überdies auf den: Umlange derselben zwei Puncte 
beliebig annehrmaen. Aus diesera Falle wellen wir mebrere Oonsfrucfie- 
nen herleiten, und zwar zuerst die Consiraction folgender Aufzahe: 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die eine 
gegebene vierpunctig osculirt, und überdies durch irgend 
zwei ge:ehene Puncte geht. 

Es sei OMN eine Curve, die von OPQ vierpunctig in O osculiri 
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wird und auf deren Umfatgo - die beiden Puncte M und N liegen. Die : 
vor M und N an die zweite Curve gelegten Tangenten bilden eine vier- : 
seitige Figur, deren zwei. Winkelpuncte S und P mit dem Osculationse 
puncte O in gerader Linie liegen (63.). Hiérnach ergiebt sich sogleich 
folgende Construction, der vorstehenden Aufgabe, wenn OPQ die gegebene 
Curve ist und M und N die beiden gegebenen Puncte sind. Man lege 
von jedem der beiden Puncte M und WV zwei Tangenten an die gege- 
bene Curve. Diese beiden Tangenten=Paare schneiden sich in vier Punc- 
ten, durch welche sich noch zwei gerade Linien SS’ und S/S legen 
lassen. Diese beiden Linien schneiden die gegebene Curve im Allgemei- 
_nen in vier Puncten: O, O0‘, 0% und 0" und diese Puncte sind dieje- 
nigen, in welchen die gegebene Curve von ‚denjenigen Curven, die den 
Forderungen der Aufgabe Genügs leisten, und deren es ps im Allge- 
meinen vier giebt, osculirt wird, - 

Nichts hindert uns die volstehande Coustraction Vedidbbolbk > auch 
auf den Fall zu: übertragen, wo ein gegebener Punct oder auch beide ge- 
gebene Puncte unendlich weit liegen; d. h. wo eme Hyperbel ver- 
langt wird und die ide einer oder redet sai derselben ge- 
geben ist, — 

66. Eine Curve: awaiter Classe zu beschreiben, dic 
eine gegebene zweimal berührt. und Mburdios durch drei ge- 

gebene Puncte geht. hl > 

| Construction, Indem wir nach. ‘einander ‘die gegebene Curve 
mit zweimal zwei der drei gegebenen Puncte zusammenstellen, erhalten 
‚wir wie vorhin zweimal zwei gerade Linien, die sich in vier Puncter 
schneiden, und diese Puncte sind offenbar diejenigen, in welchen die ge- 
meinschaftlichen Tongenten der gegebenen Curve und. jeder der vier 
gesuchten Curven, die im Allgemeinen möglich sind, sich schneiden. 

Da drei gegebene Pundits sich auf dreifache Art zu zwei combini- 
ren-lossen; so erhalten wir dreimal zwei gerade Linien, die nothwendig 
durch dieselben vier Puncte gehen müssen. Diese vier Puncte sind die- 
jenigen, in welchen sich die drei Diagonalen von solchen umschriebeneu 
Sechsecken &chneiden, die durch die sechs von den drei gegebenen Punc- 
ten an die Curve gelegten Tangenten bestimmt werden. Wir haben hier- 
nach auf indirectem Wege den Brianchon’schen Satz vom umschrie- 
benen Sechseck dargethan und zugleich die geometrische Bedeutung 
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. des. Durchschnittspunctes der Are Diagonalen. nachgewiesen, Es jt nem- 
lich dieser Punet der Durchschnitt der (reellen oder imaginären) gemein- 
schaftlichen. Tangenten der gegebenen Curve und einer andern, ‚welche 
dieselbe doppelt berührt und auíserdem durch die drei Durchschnitte der 
gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Sechsecks geht. 


67. Damit das Schema der 63. Nummer vollständig‘ werde, müs- 
sen wir in den, Gleichungen (1.) die Ausdrücke p* und 9°, wenigstens 
. einen derselben, mit dem doppelten Vorzeichen nehmen. Statt der Glei- 

. chung (2.) erhalten wir alsdann folgende allgemeinere; à Mi: 
; U^ A! — ul A = + (gh ph) = 0. 
Ín dem einen bisher unbeachtet gebliebenen Falle, wo in dieser Gleichung 


yy _¢ 


. pP mit dem Zeichen + yorkommi, stellt diese Gleichung nicht mehr zwei 


Punete, sondern eine biofse gerade Linie dar. Es sind alsdanp die Durch- 
schnitte der (imaginiiren ) gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Cur- — 
ven Z=0 und 4’ =0 imaginir, liegen aber auf einer reellen geraden 
Linie (No, 48.), die zugleich die beiden Punete pu 0 und 9 = 0 enthält. 


68, Wenn wir zu den beiden. Ürtern zweiter Classe, die einen 
gegebenen doppelt berühren, noch einen dritten hinzunehmen, so -erhal- 
ten wir nach demselben Schema , welches in der 385. Nummer meiner — 
E Entwickelungen” ausgeführt worden ist, folgenden Satz: 

- Wenn ein gegebener Ort zweiter Classe von dreien an- 
dern doppelt berührt wird, so sind diejenigen dreimal zwei 
Durchschnitte gemeinschaftlicher Tangenten je zweier die-. 
ser drei letzgenaunten Örter, mit denen (nach 63.) die Durch-- 


schnitte der gemeinschaftlichen Tangenten des ersten und |. 


jeder der drei übrigen in gerader Linie liegen, die sechs. 
Winkelpuncte einer vollstindigen vierseitigen Figur. B 

Diesen Satz ausführlich zu discutiren, verbietet hier der Raum. Nur - 
einige besondere Fülle kann ich nicht ganz unberiicksichtigt lassen. 


| 69. Wenn wir für den ersten gegebenen Ort zweiter Classe ein . 
System von zwei Puncten nehmen, und demnach drei Curven. erhalten, 
welche eine gemeinschaftliche, reelle oder ideale Chorde haben, so legen 
viermal drei Durchschnitte der gemeinschaftlichen Tangenten dieser drei 
Curven in gerader Linie, Und. endlich auch dann, wenn jene gemein- 
schaftliche. Chorde unendlich weit Host d. ad wenn die drei Curven Are: 

19 * 


142 13. Plicher, neue drt, Puncie und Curven durci: Glewunngen aussadi uchen. 


i. = 


drei ähnliche und ähnlich liegende, insbesondere also Kreise sind, besteht 
obiger Satz und erhült alsdann folgende Aussage: 

Die Durchschnitte der iiufsern und innern (reelien und 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten je zweier von ir- 
send direi Kreisen sind solche sechs Puncte, von denen vier- 
mal drei in gerader Linie liegen. 

Wir begegnen also hier einem von jenen beiden Hauptsätzen, die 
sich auf Zusammenstellungen von Kreisen bezishen. In solchen Verknü- 
plungen von scheinbar sehr verschiedenen Sätzen liegt der eigeuthumliche 
Character der neuern Geometrie. | 

70. Wenn wir für den ersten gegebenen Ort zweiter Classe eine 
Curve nehmen, und für die drei übrigen drei Systeme von zwei Puncten, 
die alsdann auf dem Umfange der Curve angenommen werden müssen, so 
erhalten wir w:ederum den Pascalschen Satz vom eingeschriebe- 
nen Sechsech, der uns eben so oit und ungesucht begegnet, als er eine 
grofse Rolle in dieser Art von Untersuchungen spieit. | 

71. Wenn wir für den ersten Ort ein System von zwei Puncten, 
und für die drei übrigen zwei Curven und ein Puncten-System ucnmen, 
so müssen, den obigen Voraussetzungen gemäß, diese beiden Curven sich 
_, in den beiden Puncten des ersten Systems schneiden, und mit denselben 
 Puncten müssen die Puncte des zweite? Systems in geyader Linie liegen. 
üieroach erbalten wir folgenden Satz: | 

Wenn imas von irgend zwei Punoten einer gemein- 
sihaftliehen Chorde zweier Curven zweiter Glasse vier Tan- 
genien an jede derselben legt, so erhält man zwei vollstün- 

dive vierseitize Figuren, von denen jede, aufser den beiden 
Puncten des zweitenS ystems, noch zweimal zwei gegenüber- 
‚liegende Winkelpuncte hat. Zweimal zwei Paare dieser ge- 
genüberfiegenden Winke!punete bilden mit zwei Durch. 
schnitten der vier gemeinschaftlichen (reellen oder imagi« 
nären) Tangenten der beiden Curven die sechs Winkelpuncte 
zweier neuen vollständigen vierseitigen Figuren, | 

Wenn die beiden Puncte des zweiten Puncien-Systems Zusammen. 
fallen, so geht der vorsiehende Satz iu folgenden über: 

Wenn man von irgend einem Puticte einer gemeins 
sch»! Bor feier; Neben oA 
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ven zweiter Classe zwei Tangenten an jede derselben legt, 
so schneiden sich diejenigen vier geraden Linien, welche 
die Berührungspuncte auf der einen Curve mit den Berüh- 
rungspuncten auf der andern Curve verbinden, in zwei 
- Durchschnitíspuncten der vier gemeinschaftlichen Pop 
ten der beiden Curven. 

(Nach der Theorie der Re ciprocität erhält man aus diesem Satze 
dessen Umkehrung; diese findet sich direct bewiesen: Entw. No. 387.). 


42. Nach der bisherigen Bezeichnung stellt die Gleichung 
C Aun a Au. om 0 
einen Ort zweiter Classe dar. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir 


ugleich AU uU zz0- und 4 = 0, 
A tpd=0 =< A= 
seizen, Die beiden Paare der durch die in derselben Zeile befindRohen 
‚Gleichungen dargestellten Orter haben also mit dem durch (1.) dargestett- 
ten Orte dieselben gemeinschaftlichen Tangenten. Also: 

Wenn irgend drei Örter zweiter Classe gegeben sind, 
sc *atjede der beiden ersten mit einem beliebigen Orte, der 
mit der andern und der dritten dieselben gemeinschaftlichen 
Tangenten hat, vier gemeinschafiliche Tangenten; die acht 
gemeinschaftlichen Tangenten, die man auf diese Weise er- 
hült, umhüllen denselben Ort zweiter Classe. 


73. Aus diesem allgememen Satze ergeben sich mehrere zierliche 
Constructionen. Wir wollen zuerst für die drei gegebenen Orter drei 
Systeme von zwei Puncten nehmen, Hs mögen die Puncte @ und a’, à 
und ó', € und c' (Fig. 17.) durch die Gleichungen 

4-0, A=0, AX =O 
dargestellt werden. Zieht man alsdann : 
cb und ce’ ie die sich im Puncte 77, 


Cea E cf a‘ = u [ “= Hs 
PB Lou ur uu m. - n° 


schneiden, so können wir die beiden Puncten- Systeme zz und m’, n und 
a’ durch dic beiden Gieichunzen 
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| tetes: Zieht man endlich am, am’, om, o'm', bn, bn’, Vn MES bn! , 80 

berühren diese acht gerade Linien eine und dieselbe De zweiter Classe. 
‘us diesem Satze lessen sieh mehrere einfache, verschieden Hm 
. dificirte Constructionen folgender Aufgabe herleitens | = 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die fünf ger Em 
gebene gerade Linien berührt. 

Construction, Es seien am, am’, am, o' m' und bn die fünf 
gegebenen, zu berühtenden geraden Linien. Die erste und zweite dieser 
fünf Linien schneiden sich in a, die dritte und vierte in a’, die erste und 
dritte in zn, die zweite und vierte in m‘. Auf der fünften geraden Linie 
«ehime man beliebig die beiden Puncte 5 und 7 an. Man ziehe: 

Ser en und dm die sich im Puncte c, _ 


a'n ; = 5 b m° En! = - E % e 
Che oh m. e se M 
Ce 7. Cu =. e - .-4q' n 


schneiden. . Zieht man endlich bn', b'n | und P n', so berühren diese drei 
gerade Linien die verlangte Curve. — | 
Aus derselben Figur ergiebt sich sogleich eine zweite Construction 
der vorstehenden Aufgabe, wenn man fünf andere gerade Linien als die 
gegebenen betrachtet, Es seien nemlich a7, a’m, bn, b'n und an m' ge 
geben. Die erste und zweite dieser fünf Linien schneiden sich in m, die 
dritte und vierte in 2, die zweite und fünfte. in a^ Man nehme ‚einen 
Punct c beliebig an, ziehe cm und ca', Man nehme auf dieser letzten 
geraden Linie einen Punct c' beliebig an und ziehe 
=. e'm wodurch auf &'n der Punct 5, 


eb. ; ^ e a m’ = m'y : : 5 ees Mid des 
em! ee m b, y : 
ca M one eM d gran 


| bestimmt wird, Zieht man endlich die drei geraden Linien ba’, bin! und 
em, so er dieselben die zu bestimmende ‘Curve, 

mis Nach der 72: Nummer können wir auch eine Curve zweiter 

Classe e die mit zweien gegebenen dieselben vier imaginären 

Tangenten hat, und überdies eine gegebene gerade Linie berline. Als be- 
sonderer' Fall gehört hierher auch folgende Aufgabe: | 

: Eine Curve zweiter Classe zu beishseiien,; die mit 

einer gegebenen vier imaginäre gemeinschaftliche Tangen- 
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ten hat, die sich. in zwei Elena (innerhalb der letztgo« 
nannten Curve liegenden) Puncten schneiden, und überdies 
eine gegebene gerade Linie berührt. 


Die Curve in der 18. Figur werde curch die Gleichung 


ic Et n cu 0, 
de fe. uua 5 und b^ € und c/ renden durch die beiden 
Gleichungen S feno RO 0 


dargestellt, Alsdann re wir die beiden Puncten- Systeme m und 7. 
. ^? und n’ durch die beiden Gleichungen | . 

| AL pí at! = = 0, Al 4. BA = 0 

_ darstellen, Und hiernach erhalten wir acht gerade Linien, welche eine 
und dieselbe Curve berühren, nemlich die vier reelien geraden Linien 
bn, bn', b’n und 5’n‘ und vier, im Falle der Figur wo die beiden Puncte 
7 und 7’ innerhalb der gegebenen Curve liegen, imaginäre gerade Linien: 

die vier imaginären von 72 und 72’ an die letztgenannte Curve zu legen- 
. den Tangenten. Hiernach ergieht sich folgende Construction der vorste- 

henden Aufgabe, wenn 7n und 7a‘ die beiden gegebenen Puncte sind und 
bn die gegebene gerade Linie. Man nehme auf dieser Linie zwei Puncic 


: 6 und n beliebig an, lege durch n zwei Taies au die gegebene Curve, 


ziehe bm’ welche der einen Tangente in c, und 47m’ welche der andern 
Tangente in ce‘ begegne. Durch c und c' lege: man noch zwei Tangenten 
an die gegebene Curve, welche sich in 2‘, und ziehe c'z und cm’, 
welche sich in 5’ schneiden, Alsdann erhält man drei neue Tangenten 
der verlangten Curve, wenn man bn', bn und b'n' zieht. | 


75.. Wenn man annimmt, dafs die beiden cle Puncte 7» 
und m’ zusammenfallen, so modificirt sich die vorstehende Construc- 
fion. Man erhält alsdann eine Curve, die mit der gegebenen einen dop- 
pelten Contact hat, der imaginär wird, wenn die zusammenfallenden Puncte 
innerhalb der gegebenen Curve angenommen werden. Werden dieselben 
auf dem Umfange. der Curve angenommen, so erhält man folgende neue 
Construction einer Curve, die eine. gegebene i in einem gegebenen Puncte 
vierpunctig osculirt und überdies eine gegebene gerade Linie berührt. 

Es sei (Fig. 19.), = der gegebene Osculationspunct auf der gege- 
_benen Curve, 74 die gegebene. gerade Linie. Von einem beliebigen Puncte 
derselben, von z, lege man zwei Tagenten an die Gurve, die von einer 


+ « 
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beliebigen durch m gehenden geraden Linie, die der gegebenen is irgend 


einem Puncte b begegne, in den Puncten c und c’ geschnitten werden. 
Durch c und ec’ lege man roch zwei Tangenten an die gegebene Curve, 
die sich in irgend einem Puncte n' schneiden. Die gerade Linie ba ist 
alsdann eine neue Tangente der verlangten Curve. | 


76. Die Aufgabe, einen Ort zweiter Classe zu beschreiben, ‘de | 


mit zwei gegebenen dieselben vier, reellen oder imaginären, gemeinschaft- 
lichen Tangenten hat und eiue gegebene gerade Linie berührt, hat immer 
eine einzige reelle Auflisung. Wenn insbesondere die gegebene gerade 
Linie durch zwei Durchschnitte der gemeinschafilichen Tangenten der bei- 
den gegebenen Curven geht, so ist der verlangte Ort kein anderer, als 
zwei Puncte dieser Linie oder diese Linie selbst, je nachdem jene beiden 
Tangenten - Durchschnitte reeli oder imaginär sind, und es giebt also keine 


andere Tangenten des verlaugten Ortes als die gegebene Linie selbst. Hier- 


nach ergiebt sich folgende acte Figenschaft einer solchen Linie. 

Wenn man von einem beliebigenPuncte einer derjenigen 
geraden Linien, weiche zweiDurehschnitte der vier gemein- 
schaftlichen Tangenten irgend zweier Curven zweiter Classe 


enthalten, zwei Tangenten an die eine Curve legt, und von 


einem andern Puacte derselben geraden Linie zwei Tangen- 
ken an die andere Curve; und man legt endlich von zwei ge- 
genüberliegenden Durchschnitispuncten dieser beiden Tan- 
genten-Paare noch zwei Tangenten au jede der beiden Cur- 
ven; so schneiden sich diese zweimal zwei Tangenten in zwei 
neuen Puncten derselben geraden Linie, a 

Durch diesen ersten Aufsaiz „über eine neue Art Curven durch 
Gleichungen darzustellen,” in welchen ich nicht über gewisse Grenzen hin- 
ausgehen wollte, ist der Weg zu aligemeinern Untersuchungen angezeipt. | 

Bonn, im October 182: *}, | 


RES rp A BUCO rt 


SN 
) Der gegenwärtige Aufsatz enthält Vorbereitun; gen zu mas Arbeiten dne, 
diesen Gegensiand, die der Herr Verfasser in dem unter der Pee ‘se befinülichen Zwei. 
ten Bande seiner „Analytisch - geomet tuschen £uiwickeiun jgé Mud zu 162.rn im Begriff ist. 
Aum d, Herausg. 
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44. 
Bemerkungen über hóhere Arithmetik. 


(Yon Herm Dr. Stern, Universitits -Docenten zu Göttingen.) 


Die folgenden Bemerkun gen beziehen sích fast alle auf' Untersuchungen, 
die man iu dem berühmten Werke , Disquisitiones arithmeticae” yon 
Gauís findet. Ich werde daher, diese Untersuchungen als bekannt vor- 
aussetzend, im Folgenden blofs die Stellen dieses Werkes, auf die ich mich 
jedesmal beziehe, andeufen. 
I» 

Es sei g eine Zahl, die zur Potenz d gehürt, d. h. deren dte Po- 
tenz die niedrigste ist, welche für den z:0d.p (unter p verstehe ich im- 
mer eine Primzahl) der Einheit congruent ist, Hat die Periode dieser Zahl 
eine unpaare Anzahl von Gliedern, so kann man diese, wenn man das 
erste Glied a° — 1 s i paaewelse so ordnen, dafs das Product eines 
jeden Paars —— 1(7404.p) ist. Hat sie aber eine paare Anzahl von Glie- 
dern, 80 Te inan, wenn das erste Glied 0 — 1 und das mittlere 


a — 1 weggelassen werden, die übrigen wieder auf die angegebene 
Weis eise ordneu (vergl. Disg. arithm. art. 15.). 

Im ersien Falle kann man immer zwei Glieder multipliciren, die 
die Form 6", a” haben, also ist thr Product == 47-1 (mod, p). Im 
zweiten Falle ist, wenn zn — id ist, auch d— m — £d; für alle übrigen 
Werthe von m ist d—72 z zn; aiso entspricht jedem Gliede o" ein ande- 
res von ihim verschiedenes 277", so dafs ihr Product = 1 ist, 

Für den mod. 23 gehört die Zahl 2 zur llten Potenz, und ihre 
Periode besteht aus den Gliedern 1, 2, 4, 8, 16, 9, 18, 13, 3, 6, 12. 
Hier ist: 2.12 —1, 4,61, 8. 3 2x1, 16. 19-4170) doc d. Für den 
mod, 41 gehört 2 zur 20sten Potenz, und die Periode besteht, in diesem 
Falle, aus den Gliedern 1, 2, 4, 8, 16, 32, 23, 5, 10, 20, 40, 39, 37, 33, 
25, 9, 18, 36, 31, 21, Hier ist 2.21 £1, 4.31251 u. s. w. 

: 2, 

ist m Primzahl zu d, so ist auch, wie sich leicht beweisen Hist, 

d-—m Primzahl zu d, folglich gehören a^ und @?-” zur Potenz d (Disg. 
Crellés Jeurnal d. M. VI, Bd, 2. Hit - 20 
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arithm. art, 53.). Hieraus erbält man folgendes Theorem. Das Pro- 
duct aller Zahlen, die-für d&u mod.p zur Potenz d gehören, 
ist ==1, und zwar kann man diese Zahlen paarweise so ord- 
Inen, dafs das Product eines jeden Paars =1 ist. — Es versteht 
sich von ‘sélbst, dafs die Fülle d.— 1, d —'2 ausgenommen ind. Einen 
einzelnen Fall dieses Theorems findet mau im Disg. arith gj. art, 80. 


Wenn für den mod, p die Zahl x zur Potenz A, die Zahl v zar 
Potenz B gehürt, so gehört die Zahl 2 pre zur Potenz AB, wenn 4 und E 
Primzahleu zu einander sind. | 

Es sei 4 == 0% DP. cae, Hzxa 0.8"... und à, h...., 0^, of 
‚seien unter sich verschiedene Primzahlen; Da Fe = (mod, p) und 
y ^P = d (mod. p) ist, so ist auch (ry) (ey eS er Ul ss d (rad. p 
Gehüpte ay zu einer Potenz s die kleiner als AB wäre, so mülste noth- 
wenig ESTER ae CU cece ein Fac 
tor von a^, Boas tee ones sein , also wenigstens eine der Zahlen 

19 Boesvs ME CPP kleiner dls a, ß EE. i gres ‘resp. ; es sei 
fie zb. e, ‚<a, man erhebe die Zahl (x ya. 2... a", 5/^",.., zur Po- 


&y, 
$526 und awn, Ren ah 2 tes 


alot! jp prt "a + er Pr 
tenz ATE à cee a! Pe "2999 So ist (ey) A s ‚5 Aoc. fois. 
. 5 [23 u a: ff» 
2 By ji sry Pr . + 4 
lich auch dee, weil y* 29 ^ — ist. Da aber 


» 7) e 2 " . : oe 9 2 
der, pira kein Multiplum von a^, lb” ist, so kann auch z? :" +> nicht 


c1 sein, also mülste M PTS sein, gegen die Voraussetzung. 
Hieraus folgt, dafs, wenn überhaupt 2 Zahlen zu # verschiedenen 

Exponenten gehüren, die.alle unfer sich Primzahlen sind, alsdann das Pro- 

duct dieser Zahlen zu einem Exponenten gehört, der dem Producte der 


8 & Vu 
n Ésponoenten cleich ist, Man habe a B. rude EAE 


PNE ET. 
PIA me 
quor bie 


s=1, so dafs a; @, y. t resp. zu den Exponenten a E aom 
opui d gehürgn, as Oy By ones 05s 5, cous a 
unter sich M erschiedene Primzahlen bedeuten, 30 gehört ey zum Expo- 
ner a, BF e d b'# ...., folglich zyz zum Exponenten a“. À,,., 
a y^ DE. bu, d. $. w. Diese Bemerkung führt zu folgendem 
Theorem: | Ju 

Die Summe aller Zahlen, die zur Potenz d gehörgn, ist 
entweder - 0 (m od.p) (wenn d durch em Quadrat dividirbar ist) oder 


our f: 
; 25 Sins 94 a 
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= + 1 (mod. p) (wenn d ein Product aus unter sich versthiedenen Prim- 
zahlen ist), und: zwar mufs das positive oder negative Zeicben geriommen 
werden, je mechdem die Anzahl dieser Primuahlen paar oder unpear isti 
Einen einzelnen: Fall dieses Theorems findet man:in Disg.drithm,. art; 8l, 
Der dort gegebene Beweis l&fst sich ehne Mühe auch auf den allgemeines 
ren Satz ausdehnen, und ich übergehe ihn daher der Kürze halber, 


4, | 
- Gehört die Zahl a za émer unpaaren Poiens d, so kenn. in ihrer 
Periode nieht zugleich »» md p—m vorkommen, wenn der mod. x. p ist, 
Denn es sei e! zz m, sh, so wird o? x0? m^, und e! A 973) =: 0, 
oder &"(1— 8107) 5- 0, je nüchdem.z7» ‘oder «21 ist, slso im ersten 
Falle adv" ==}, weiches unmöglich ist, da n-— le d ist, wnd.also! 2(n —/) 
kein Multiphun von d sein kann, Eben so unmöglich ist; im zweiten Falle, 
die Congruenz qe 1, Bail im jeder Periode vorkommt, so Kam 
p—i nie in der Periode einer Zahi vorkommen, die. zum Exponenten. 
2n--i gehört. ; 


5. | 

Kommen die Zahlen 5, c in der Perléde einer Zahl a vor, se kommt 
auch ihr Product, oder dessen Rest (wenn es 7p ist), darin vor. Dies 
versteht sich von selbst. Kommt 5 in der Periode der Zahl a vor, und 
_e nicht, se kann auch bc nicht darin vorkommen. Denn es gehöre @ zur 
Potenz d, so ist, nach der Voraussetzung 8° 1, wäre auch (bc)! 1, so 
mitiste ci =: 1 sein, wegen die Voraussetzung. Ist p== 2n--1 und cz eine 
Zahi die zur Potenz n gehört, so mufs das Product zweier Zahlen e, d, 
die nicht in der Periode der Zahl a vorkommen » in dieser Periode vor- 
kommen. Die Zahien c, d müssen zu Exponenten r, s resp. gehôren, 
die Factoren von: 22 und nicht Factoren von z sind, da "=1, d" —1 
ist (Disg. arithm. art. 50.); ist nun 27 = 2^*', a°.6f.... und sind a, b. 
umpaare, unter sich verschiedene Primzahlen. so muís r =? a, 6... 


£t ues e 
o L .a *, tf" mit. atf, pf» EN : 
5 LL Jm Q^", bere, 9 s» sein 5 also ce! : s —— Pr 1 ? d 4 Haies 1 3 und 
weil o^". GFP ae, dr unpaare Zahlen sind, auch 
à du, DAR, i5 , s eU 7 One bé Pr, ARN. 
petra bi SNe == — À (qa tamtn) = +1, 
f 4 . 


Um (c DS sp. _ (ed) d 
| 20° 
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6, 

Wenn man alle Zahien von 1 bis p—-1 incl. zur nten Potenz er- 
hebi, die dadurch entstehenden Zahlen durch p dividirt und die Reste 
nimmt, so heifsen diese letzteren, Reste der zien Potenz, die übrigen Zah- 
len, die <p sind, Nichtreste der zten Potenz. Will man die Anzahl der 
unter sich verschiedenen Zahlen wissen, die unter den Resten enm 


sind, so muls man drei Kalle unterscheiden. 
1. is: à Primzahl zu p— 1, so giebt es p—1 verschiedene Reste, 


Gäbe es zwei Zahlen €, b, so beschaffen, dafs o" == 0" wäre, so 


hätte man auch, wenn die Zabl e zur Potenz p—1 gehörte, zwei Zahlen 
e", emt’, die resp. ==@, zb wären, also c""z—e" "t5 und e=1; da 
aber 2 zu p—-1 Primzahl ist, so müiste e" zur p— ten Potenz gehören, 
und es kann daher nicht "o ==1 sein, da e immer «7p genommen 


werden kann. Man kann also sagen, dafs, wenn 2 zu p—1 Primzahl ist, 


die Reste der zten Potenz identisch sind mit den Zahlen, dic in der Pe- 
riode einer Zahl vorkommen, welche zur p-— fien Potenz gehört. 


te : 3 : ont 2 x 
Ul. Ist z ein Factor von p — 1, so giebt es E = verschiedene Reste, 


aud zwar kommt jeder Rest z mal vor. Sucht men z. B. die Reste der 
4ten Potenz für den mod, 13, so findet man die Zahlen: 4, 3, 3, 9, 1, 9, 
9, 1,9, 2, 3. 4 

Gehört die Zahl & zur Potenz E so kaun man (uach Disg. arithm. 


art. 71.) immer eine Zahl e finden, die zur Potenz p— 1 gehört, und de- 


ren “te Potenz ==@ ist. Da also a == e" ist, so sind die in der Periode 


von 2 euthaltenen Zahlen, die alle unter sich verschieden sind, und de- 


ren Anzahl zB — ist, resp. congruent init (e*)”, (€)" u. s. w. Es giebt also 


in jedem Falle wenigstens p— verschiedene Reste der zten Potenz. Mehr 
als diese kaun es eres geben. Denn da für jede Zahl py EC m = mod. P) 


pot 
ist, so ist (7) " ot also die fe Potenz jeder Zahl, oder deren Rest, 
in der Periode von e Paten Jede der p—1 Zahlen, die zur Potenz 
4 erhoben werden sollen, ist congruent mit einer Potenz von e, aber 
px | 


Le = zie Jm. me : ; also kommt jeder Rest z maf 


vor. Man kann daher sagen, dafs, wenn z ein Factor yon p—1 isi, die 
unter sich verschiedenen Reste der Potenz 2 identisch sind mit den Zah- 
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len, die in der Periode einer Zahl vorkommen, welche zur Potenz E 
gehört. 

liL Ist 2 — 06, p-——1— «c, und sind b, c unter sich Primzablen, 
so giebt es c verschiedene Reste der Potenz 5, und jeder dieser Reste 
kommt a mal vor. Ist z. B. a=2, 5 — 2, ¢ =5, so sind die Reste: 1, 
5, 4, 3, 9, 9, 3, 4, 5, 1. 

Denn, erhebt man zuerst alle Zahlen von 1 bis p—1 incl zur Po- 
tenz c, so erhält nian (nach IL) c verschiedene Werthe, die mit den Zah- 
len identisch sind, welche die Periode einer zur Potenz c gehörenden Zahl 
4 ausmachen; erhebt man aile Zahlen dieser Periode zur Potenz 5, so 
erhält man dieselben Reste, als wenn. man alle Zahlen von 1 bis p —1 
incl zur Potenz ab erhöbe; diese Reste missen aber alle unter sich ver- 
schieden und folglich == c sein. Denn da b zu c Primzahl ist, so gehört 
A zur Potenz e, wäre aber die Potenz 5 zweier Zahlen 4”, d die 
in der Periode von A vorkommen, congruent, also (45) === (. 49)". so 

wäre (mu == 1, welches umnöglich ist, da / immer «p—-1 Mas 
werden kann. Will man daher die Reste der Potenz 25 wissen, so 
braucht man nur die der Potenz & zu suchen, oder die Reste der Potenz 
cb sind identisch mit den Zahlen, welche die Periode einer zur Potenz c 
gehörenden “ab. ausm machen, wenn p—i ge ist und 4, c unter sich 
Primzahlen sind. 


de 


Aus 5. und 6. foleen mehrere Theoreme. 

&) Das Product zweier Reste der Potonz ;z ist wieder ein Rest 
dieser Potenz. Das Product eines Restes und eines Nichtrestes der Po- 
ienz zn ist ein Nichtrest dieser Potenz, Für die zweite Potenz ist das 
Product zweier Nichtreste ein Rest dieser loteuxz. | 

Q) Ist p=mr-+1, so muß, wenn e ein Rest der Potenz 7 sein 
soll, e” = 1 sein; ist 2-2, so ist in jedem Falle o*?-— 1, also o" = 
oder ==—1, je nachdem g ein Rest oder Nichirest der Zien f'utens ist 
(vergl Disg. arithm. art. 106.) 

y) Es sei 2 eine unpaare Zahl. Da p—1 immer eme pesre Zahl 
ist, so sind die Reste der Potenz 2 :"^ntisch mit den Gliedern der Pe- 
riode einer Zahl 4, die zu einer paaren Potenz, 2. B. zu 29, gehört, folg- 
lich, da 4°== — 1 ist, so ist in diesem Falle — 1 immer ein Rost der Po- 
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tenz 2. Ist aber cine paare Zahl = 27, M, p—1 = 2 N, und £M, N sind 
unpaare Zahlen, so ist —1 ein Rest oder Hichtrest den Doc ", PB. nach- 
dem s gréfser oder nicht ‚gröfser als r ist, Dicses Resultat kam man 
auch auf folgende Weise aussprechen: lat » eine wnpaaee Zahl, so ist die 
Congruenz x x — 1 (mod. p) immer aufls jsbar, ud zwar hat x nur einen 
Werth der <p ist, wenn n zu p—1 Primzahl ist, n Werthe, wenn 7 
sin Factor von p—{ ist, und a Werthe, wenn a= en. pe—1i:zac, und 
a der gröfste gemeinschaftlishe Factor di Zahlen A, pt ist. Ist aber 
n eine paare Zahl, so ist die Congruenz a^ 1 nur dann auflösbar, 
wem in p— 1 der Factor 2 zu einer höheren Potenz erhoben vorkommt 
ale in n im enigesengesetzten Folle ist sie unacflisbar. 


6. 
Das Product der unter sich verschledenen Reste der 
Potenz nist ==: +1, und zwar immer == ——1, wenn » eine unpaare Zahl 
ist; ist aber eu 2. M, p--12z2'H, und sind M, Mies Zahlen, so 


ist das AR zei, oder 1, je nachdera s gröfser oder might 
gröfser alá r ist. Dies folgt aus A und 6, 
| 9. | 
Die Summe der Reste der mien Potenz ist — 0 (mod. p). 
Ausgenofnmen ist der Fall &z-p— 1, weil alsdann alle pat Rome mes À 
sind. (Nach Bis. arithm. ant. 19.) 


19. 

Rs ist hekannt, dafs es aur in "wenigen Fällen möghch ist, die pri 
mitiven Wurzeln direct zu bestimmen (vergl. Disg. aríthm. art. 13.). Dies 
ist aber sehr häufig möglich, wenn p-—1:—2.8.6.6.... ist, und 0,5, c... 
miter sich Mcr. unpaare Primzahlen bedeuten. Man nehme eine 


heliebige Zahl, z, B, 2, erhabe diese zur Fotenz 25c,..., und es se 
Que eee c p Ro eben 56 sei 2 D —-za(med.p), 2. ; ud (mod, 2» u. E, V. 
ist nun keine der Zahlen m. n, /,,.. 7:1, so iat das Product ( p—t)n.n.l.... " 
oder dessen Rest nach dem mod.p eine primitive Wurzel. 


Nach 6. If. kommt m in der Periode einer Zahl d vor, die zur 
Potenz a gehört, und gehört selbst zur Potenza da ¢ ine Primzahl ist), 


wenn nieht m - d’. d.h. = J ist. Unter derselben Redingnag vehort n 


zur Potenz 7. À zur Potenz r uw sw: p—1 aber gehört ur zweiten Poy 


CA 


14. Ster " Bemerkungen über höhere Arithmetix. 153 


tenz, folglich (p.—1) rn .n./...., oder dessen Rest, zur Potenz 2.a.3.c.... 
= p-—1 (nach 3.), Sucht man z, B, eine primitive Wurzel für den wrod. 211, 
go ist p—1lm 2.3.5.7, 275m 171, 2" se i84,° 2% se 196. und 

Ist eine‘der Zahlen my nif, oc. 1, 2 B. die Zahl m, so nehme 
man nur sialt 27^" eine-andere Baht, x B. 3°"; im auch diese zz, se 
nehme man 5°" und febre. so fart his man eine Primzahl 4. Endet, da~ 
reu 26¢...cie Polenz nicht se Listy and wübstituroe diese oder diren Rest 
statt #2 in das Products ~~ | 

Ist p—1 — Te bier... und sind a, das 5... unpaare, unter sich 
verschiedene Primzahlan, 50 kann man in jedem Falle durch ein dem obigen 
ähnliches Verfahren eine Zahl finden, die zur Potenz 2.a.5.c.... ges 
bért, und auch dies ist beim Aufsuchen der prircitiven Wurzeln von Nutzen. 
BESTE : | 

ist. pazlgd-i i, und g eine unpaare Primzah:, so ist 2 oder — 2 
ne primitive Wurzel, je S hia po §n+3 oder 844-7 ist. Donn 
eine Pain a kann für den mod.p neg zur lten, ?ten, ctex oder 2¢ten - 
Potenz gehiren: sen pehort {nach Diag, arithm.. arts 112. 113.5 für 
pac 8643 die Zahl 2, und für, p z—8n-F-7 die Zahl —2 nicht zur Po- 
tenz 9, ferner sind 9? uud (— 2). mar für den mod.3, sad, also gehört 
2 oder —92 zur Potenz Pg, je nachdem p== 8n-+3 oder 8n-]-7 ist. 

ist ps 49-41 und g eine Primzahl, so kann eine Zahl à für die- 
sen mod,-mur zu, einer der Potenzen 1, 2, 4, 9, 27, 49 gehüren. Bach 
Bisg. arith, art. 112. gehört. +2 weder zur Potenz y noch zur Potenz 
24, zur Potenz 2 gchöri nur p—1, und da (+ 2)*== 16 ist, so gehört +2 
zur für den riod, 5 zur Potenz 4, also ist für jeden mod. p=49+ 1) 
sowohl +2 als :—2 eine primitive W urzel. 

Es lassen sich sehr leicht auf diesem Wege noch andere Fölle fin- 
dy in welehen man eine primitive Wurzel direct bestimmen kann, So 
zB. ist (nach Disg. arithm. art. 118.), wenn p=129n +5 ist, +3 ein 
Nichtrest der ?ten Potenz; ist nun. p — 4(3n<+.1)+1 und 3n+ 1 eine. 
Primzahl — 9, so kann +3 nur zu einer der Potenzen 4, 49 gehören; 
da nun 3*2 81 ist, so ist für alle Zahlen p=49 +1, die >» 81 sind. so- 
wohl +3 els —3 primitive Wurzel; Zahlen, die «781 sind, gieht 
es nur drei der angegebenen Form, 5, 29, 53, und auch für diese ge- 
hören +3 zur Potenz 49, 


4 
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| 13, 
“Wall maa über die Theorie der cubischen Reste oder der Reste 
der Sten Potenz Untersuchungen anstellen, so mnfs man (nach 6.) hei 


dem odd, zwei Classen unterschäden; zur ersten Classe gehören die 
m ma = 37242, und für diese ist Jede Zahl «7p ein Rest, zur ande- 


ren Olasse gebüreif die ziodd, pz 3n--1, für welche es immer 2 un- 
ter sich verschi edene Reste der 3ten Potenz giebt, Ich werde im Fol- 
‚genden unter p. immer ciné Zahl der zweiten Classe verstehen, ' 
Da in der Form p — 37: -1, n eine pasre Zahl ist, so folgt aus 8. dafs 
—1 für jedan mod.p ein enbischer Rest ist, | 
und aus 7. a), daly überhaupt, wenn m ein cubischer Rest ist, auch —— 77. 
- ein se her ist, x 
Bucht man die Zahlen p, für welche +2 ein cubischer Rest ist, 
. s0 Bndet man, daís unter den Zahlen: 7, 13, 19, 315 37, 43, 61, 67, 73, 
79, 97, 103, 109, 127, 139, 151 folgende: 31, 43, 109, 127, diese Ei- 


genschaft EE ; und man entdeckt bald durch Induction , wodurch sich 


letztere Zahlen von den übrigen unterscheiden. Es ist bekannt, dals jede 
Primzahl von der Form 3r-F1 unter die Form a*-} 35° gebracht wer- 
den kann, und zwar nur auf Eine Weise (Dis. arithm. art. 182.). Wen- 
" det man dieses auf die oben angegebenen Zahlen an, so findet man: 
7zz22'--3.1, 13-1 4-3,2^, 19 —4*4- 3. 1, 34 —2?4- 3.37, 37—5--3. uem 
43 — 4^2 -3.3*) 61 2 77--3,22, 67 8 43,1, 732555" 43.4, 79 273.5", 
97 == 743.4, 103 = 10° 43,1, 109 = 1 4- 3.67, 127 == 10^ + 3.3%, 
439 —8'2- 3. 5 151 = 27.-3.7?, und man bemerkt sogleich, dafs bei 
den Zahlen 31, 43, 109, 127, und bei keiner der ührisen zii b== 3m 


ist. Ich werde nun beweisen *), dafs +2 immer ein cubischer Rest. 


ist, wenn pz 4-35, und d=3m_ist, mit anderen Worten, wenn 
p= u 37m: £m im en tgegengesetzten Falle kann d Een 
cubischer Rest sein. 


Wenn g eiue Zahl ist, die zur Potenz 3n gehört ‚so siud-die eu- 
bischan Reste resp. congruent mit den Zahlen g^, g^ 2°, . 5 1 gs 


(nach 6. IL), der Inbegriff dieser Zahlen heifse die Classe A Multi- 


= Der folgende Beweis ist eine blofse aan der Dann die. AVIS 


in seiner Abhandlung »; De residuis biquadraticis’’ (Comm. soc. Gott. rec. Fol. FI.) 
gegeben hat, Man vergleiche auch Disq. arithm. art. 358. 
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| Diet man alle Glieder der Che A mit g, so erhält man die Zahlen: 
£5 85... £7; der Inbegriff dieser Zahlen heifse die Classe B, 
Multiplieirt man alie Glieder der Classe B mit z, so erhüli man die Zah- 
len g°, g* +... £77, deren Inbegriff die Classe C heifsen móge, Be- 
sons man nun uabestimmte Zahlen aus der Classe 4, durch a, c, 

" etc., und eben so durch GB, Q', B^ etc., vy, y, y^ etc. unbesiimmte 
Zahlen aus den Classen B, C vesp., so ist klar, dafs für den mod. p 


ana", aum. ny m yy Bg zs y, Py=a, yy=Bß ist. 


14, 

Die Menge der Zalüen aus der Classe 4, weichen unmittelbar eine 
Zahl aus der Classe 4, D, C folgt, soli durch (44), (AB), (AC) resp. 
bezeichnet werden; eben so soll (5.4), (BB), (BC) die Menge der Zahlen 
aus der Classe 3 bezeichnen, welchen eiue Zahi aus der Classe 4, B, C resp. 
unmittelbar ‘folgt, und man sieht hieraus leicht, was durch (C4), (CB), (CC) 
ausgedrückt werden soll, Behült man die in 13. angegebene Bezeichnung 
bei, so. bezeichnet (44) die Menge der Auflösungen, welche die EE 
&--1-—a' zulüfst. Da aber « und p—o nach 12. immer zu derselben 
Classe 4 gehören, so kann man sagen, 444 bezeichne die Menge der Aui- 
lósumgen, welche die Gleichung «&- 1 — p—a’ oder die Congruenz 
a La -- 120 (mod. p) zulälst. Eben so bezeichnet Gp, (AC) die Menge 
der Auflósungen, welche die Congruenz i--a+8 ==6, i-e+ty= 
resp. zuliifst. Sucht man eben so was (8.4), (CB), (CA bezeichnet, ; so. 
findet man sogleich (42) = (£.4), (40) = (C4), (BC) — (CB). 


(BB) ist die Menge der Auflösungen, welche die Congruenz 
14848 2-0 (mod. p) zulifst Man suche eine Zahl m » welche der 
Congruenz fm=1 E p) Genüge leistet (m mufs nach 13, = sein), 
und setze 'y za", so hat die Congrueuz 1+-ßB+L'=0 eben so viel 
Auflüsungen wie die Congruenz yridet =0, also ist (BB) = (40). 
Eben so findet man (CC) = (AD). 


Auf diese Weise sind die neun à Grüfsen (44, (AD) ), (AC), (BA) ete. 
auf vier (44), (4B), (AC), (BC) zurückgeführt. 


. Auf jede der in der Classe 4 enthaltenen Zahlen, p-— 1 ausgenom- 
men, mufs eine Zahl aus einer der Classen 4, b. C folgen, also ist 
(44) + (4B) + (40) i n — 4. 
"Qrei'; journal d. M. VI. Bd. 2. Hit. i 21 
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Eben so ist (B4)- L (BB) qd (RO) ox {4 B\-) 746) + (BC) an 2, und 
daher (BC)—(44) = 1. a 
Eine andere Gleichung ernält man, wenn man die Menge der Aui- 
!ösungen sucht, welche die Congruenz 1 La B+yz==0 zuläßst (wo @, 
8, y dasselbe wie in 13. Berechnen): i--a ist nothwendig. entweder. 
== a’, oder == P/, oder == y/. Man mufs daher untersuchen, wie viel Auf- 
lósungen die Congruenzen ote Beyaz O, B'4- B+ y==0, y 09M y== 0 
zulassen, um die Auzah! der Werthe zu finden, welche der Congruenz 
1-2 2- B4- y 2: 0 Géntige leisten, Dis Congruenz o/-+4-24-y == 0 pus 
auf eben so viel Arten aufgelöst werden, wie die Congruenz 1 + (2/ +y= == 
(wenn 6 = 4/25 y= «y gesetzt wird), d. h. sie hat (BC) B 
Auflösungen. Die Congruenz 3’+ß-+y==0 hat eben so viel Auflösun- 
gen wie die Congruenz 1-L-«&--Q 0, d.h. sie hat (4B) verschiedene 
Aullósungen (wenn (a =Pß, 'Q-' gesetzt wird). Eben so findet man, 
dafs. die Congruenz *y'4- G + y == 0, (BU) verschiedene Auflósungen hat. 
Da aber die Congruenzen a -l- 1 —— e, 4-1 1220', a+-1=y, (44), (AB), 
e Auflösungen resp. haben, so hat die Congruenz 1-+e+@B+y==9, 
A4 (BC) 4- (AB)? + C40). verschiedene Auflösungen. Die Anzahl de 
Auf lösungen der Congruenz 1-4-2-4-8--yz = ae man aber auch erhal- 
ten, wenn man 1-+ 6 successiv = a, = (2, ——y' seizi, und dann unter- 
sucht, auf wie viel Arten die Congruenzen «'-- o -- y 0, '4- e y zm: 0. 
y baby == 0 auigelöst werden können. Auf diesem Wege findet man, 
dafs die Congruenz 1+a+6<+y=0, CAB)CAC) + (20080) + CAB)(BG, 
Auflusungen hat, folglich ist. I2 | 
(44) (BC) + (AB) + (4€: = (AO) (BO) + C£B) (BC) + C4B) (40). 
Substituiri man für 44 seinen Werth BO—41, so geht die obige 
Gleichung in folgende über: 
(BC + (4B)*- (40) (AC) BC, — (AB) (RO) — (AB) 40) = BC, ode 
|. 12 BC -- 12 4€ + 1246 + & 
= S6! DO CABY + (40) — (40) (BO) — (AB)CAC) TE (BE), 
— 24 RC -. 12.46 + 12.4B + 4, 


aun da AB-+- AC + BC xz: iv ist, 
?2-1-4 a (6 BC— 3.4B-— 3 AC— 2y4- 27 (AB — ACY = PT OF, 
worn Man :6BC--3 AB +-3 AC D om + B, | 
{AB -- AC) = + Q 
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setzt. Da aber, wie sich leicht beweisen Mifst, 1?» 4-4 nur auf eine Weise 
unter die Form. g’+-27 1° gebracht werden kann, so sind P* und Q^ be= 
stimmte Zahlen. Nimmt man keine. Rücksicht euf die Zeichen von P und 
O, so kann man die vier Größen (44), (. 4B), (AC), (BC) aus den vier 
Gleichungen (44) + (AB) L (AO) =n--1, (BSH (AC) 4- (BC) = 

6(BO)--3(4B)— 3(4€C)— 2 = P, (4B) — (460) =O Latina i 


zwar ist ©. 18.44) = IP—14 + 6n, . 
18(4B) = 60 — 2 4-90 — P, | 
18(40) = 6p — 2—90—P, 
ER(BC) = QPL 4-6. 


16. 
Die Zahlen P und Q sind nothwendig entweder beide paar oder beide 
unpaar; inversten Falle kann p 232 4-4 immer unter die Form 24-27 m® 


gebr acht werden; (indem man @== re m = setzt}, im zweiten Falle 


niemals, (weil sóbst 127 --4 auf zwei Arten durch die Form: ga 27 17 
&usgedrtiekt werden könnte). Aus der Gleichung QA == P—37-4-3n 
folgt, als (4.4) paar oder unpaar ist, je nachdem P unpaar oder paar ist, 
d& n immer paar ist. Sind aber die Zahlen + und at. 1 in der Classe 4 
enthalten, so sind auch p—a, p—o—1 in dieser Classe entbalten, also 
ist (4.4) huimer-eiue paare Zahl, ausgenommen wenn x = ew Ast; . 
diesem ietzteren Falle gehört aber nothwendig auch 2 zur (lasse 4, folg- 
‘ligh-ist (4.4) unpaar oder paar, je-nachdem 2 in der Classe 4, oder in 
eincr der andern Classen enthalten isi, uud wngekebrt; die Zahl 2 ist 
also ein cubischer Rest oder Niehteost, je nechdem p in der 
Worm 4 --277 onthalten oder nicht enthalten ist, oder: wens 
pz d- 27h, so ist c2 ein cubiseher Rest oder Nichtrest, je 
nachdem die Zahlen g, À paar oder unpaar sind. Da 6 eine Cu- 
bikzahl ist, so ist 4 immer zugleich mit 2 € ein cubischer Rest oder Nicht- 
rest ( nach 7, &.). 
| 19, : 
Es seien &, €, y unbestimmte Zahlen aus den Classen 4, B, € resp., 


p | ; 2 E. 5 | 
eo ist & aed qed) p); ist lernér Q? se f, so ist f'--1 (ood. p; und 
*— 
COTES A M | Bas 
Substituirt man in dam Ausdrücke ©(æw'+ 1)? für a alle ganze Zah- 
21 
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len von 1 bis Bri inch, so ist 


S (a? + 1)? ——2-53(44)4-3/(AB) 3- 3/* (4€) oder. — 

— 42 6(44) + 6f(AB) 6/64) (mod p). à 
Es ist aber 1-+f+/* = = , oder, da f. nicht der Einheit gleich 
sein kann und f°=1 ist, 1-]-f-- /^ z 0 (mod. p), also f* zz —(1 +); 
setzt man daher in die obige Formel —(1 -]-/) für f^, und substitugt zu- 
: gleich für (4.4), (4B), (AC) die in 15. gefundenen Werthe, ‘so erhält man 

ae P—4--6fQ+3Q, also | 

P=— 30 (1--2/). 

Ferner ist > (x 341) 5 en, wo R den Binomial- Coëffi- 
cienten des Gliedes bedeutet, in dem x” vorkommt, Man hat daher 
—2--Rz3(044)4-3/*(4B)-- 3/(4C), und erhält hieraus durch Sub- 

 stitufion, —4—2 R= P—4—3 0—6fQ=P—4+P, also P= —R. 
— Wahrscheinlich ist es müglich, auf eine ähnliche Weise auch Q auf 
direetem Wege zu bestimmen, fione ist es mir noch nicht ens den 

Ausdruck dafür zu Annan 


Aus (e411)? = 3(44) + 3f(4B)+ 3f*(40) foigt: 
E (2541) == 3(44) + 3 (AB) + 3(40). 
Entwickelt man aber (x°+ 1)" nach der Binomialformei, -so haben die 
zwei Glieder, in welchen =?" und x vorkommt, gleiche Binomial- 
Coéfficienten. Setzt ge diesen Coéfficienten = 7, so ist 
: (+ 1)" sz —2— 27 und 
0 200 ghe iit + 3(4B) + 3(4€) = 32 — 3. (nach 14. ) 
folglich 2-27 zx 0; und 7'— 1 dt à 
: 18. 
Wenn 4p = g*-I-27 &^ ist, so sind die Zahlen g, h entweder beide 
cubische Reste oder beide cubische eov ni Zahl p. Dénn es ist 


BA 
S zC—3y.A*, oder g? == (— 35. E uec P) 


C EE 
aber =» ist ==1 (med. p) (Disg. arithin. art. 119.), also Pis =h’, 
ist gehen, eine der Zahlen gy 4, A B. 8, em cubischer Rest der Zah! "p 


so ist "a = 1, und daher auch » DE p ‚oder A ein cubischer Rest der” 
ey De 


". 


— 


Mac vergleiche die oben angeführte Abkändiuse De resid. bic, ari. 19, 


SE SIE PE LA LES: 
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15. 
Bemerkung tiber He Abwickelung krummer Linien 


von Flächen. 
- (Von Herrn Di. Minding zu Berlin.) 


un 


Die Größe * THO s welche im Sinne der in dem Aufsatze 22. des vorigen 
Bandes renhien once den umgekehrten Werth des Krüm- 
mungshalbmessers e einer auf die Ebene abgewickelten Curve bezeichnet, 
lüfst sich auf ähnliche Weise allgemein 'ausdrücken, wie das Maafs der 
(mensura curvaturae) in den Disquisitiones generales circa superficies 
curvas von ‘saufs dargestellt wird. Setzt man nemlich, wie in dieser 
Abhandlung geschieht : | 
dx zzadp--a'dg.dy- bdp+b/dg. dz= cdp+c'dg, 
indem man die Coordinaten x, y, z als gegebene Functionen zweier Ver- 
-änderlichen p und 9 ansieht; ferner: 
@ ih =E, ac'+bb'+cc—=?#, à 4. b^ -+-c* =G, 
so hängt g von den Grün E, 2 = und ihren Differentiaien, so wie von 


. den Differentialquotieñten 2.5 more durch die Gicichung der 


Curve bestimmt werden. 
Ist die Differentialgleichung der Fläche: 
Keax+Ydy + Zdz = 0, 
so erhält man: Se | 
X:Y:Z = eb’—be'sac'—ca'sba —ab, 
within für die Tangentiai- “iene: | 
(cb —bc')x + (ae — cay + (ba — ab^)z a = 0. 
Für die anschlielseua^ > Ebene "at man: 
.Ax+Ey--Cz+ß=0, 
"VO Amidedy—dy@s, B=-dxd'z—dzdx, C=dyd'x-da ds. 
Drückt man nun die (ordination durch p. ue g aus, so erhält man: 
A = (cdb—bdc)dp'-F (c'db- —b'dc')d 
oe a ee de)dpdg up duae Hd agus Pye 
B = (ade—cdaidn + (olde'—claayeg 


+(ade + ü/dce-—cda'-—c' 'da)dpdo - (ac a)! dpa GE Fhe 


k 
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C = (bda—adb)dp + (b'dal—atdb")dg" 
+ (hda'-- b'da—adb'—a'db)dpdg + (ba—eb)(dp g —dgd'p). 
Mit Hilfe dieser Ausdrücke erhält man den Zühler 4 yon eos: | 
Z = (cb —be^) A + (ac/—ca^) B + (b al— ab") C = 
(Eo umi. + (Eb/— Fb) db + (Ec —Fo)de} d p* 
+ (FF a/—€G q)d a'4- (I/0—G E)d b' "FG e)de'ld g* 
(+ (Ea 1 Fa)d a! + ee 
L ) 4 (EV Fb) db + (¥ b’—Gb) db \dpadg 
+(Ec—Fe)dé + LE c)de { 
+ (EG— FF) (dpd'g—0gd' p 
Nun hat man, vermöge der Bedeutung der Grüfsen 0, D, C, 04 De 
| da cC We c ap OE LT LT CE Le 
dg dp? Mr nde vga 3 ip? 
woraus sich ergieht: DR 


| GE ^ weGhG 
ada'-- bd 5'-l- edel zz 215 + (oe : 3r 1 


dg dg z dp 
dat idb-- de = 2 = de + (5 1 13 dp 
Daher erhält man endlich für Z folgenden Werth: 
fe i dS d ly d dp — i; dp)— LE dp 
+ Ipso eG M rer 
+4 


Pr es dp— dr + dv 
+ (EG— FF) (dp d*4—dg ep). 
Man hat nun 5 .— . | Zz oe 
CEE VEGF) VCELE LO 
Ferner hat man für den Krümmungshalbinosser AR: 


dE 
mets ala) ap dg 


fum dP 
| VERS) | 
wo 
dP? = Edp+2Fdpds + Gad de + ay + dz 
‘Also: cogit THO ore QUE 


RS. YEGIRF)aP:" dig 
Lüfst man 5 und g Polércoordinaten auf der Kläche bedeuten, d. h. setzi 
man nech den frühern Bez ‚eichnungen p es, gd, se erhält man: 


Lei, £=0, Go, dP=ds+@dy. 
Hieraus ecgiebt sich: 


"AI x 
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8P gives — 25 a pas — 25 Ads — Q 74 d^ = 0, 


wenn man d*4p z—0 UR Ferner 4 man: 
ON dr de 
| d—s dP +- gd ME 
asvitp+g) 
Aus der Vergleichung. dieser beiden Formen für n. geht hervor, dafs man 
fiir eine Curve, deren Gleichung in dem Ausdrucke: s == const, enthalten 
. ist, auch die folgende Reese ES : 


d Jac | 
CA, Poet BM - = ay Em 


Der auf a veohien, Seite Dies “Adank enthält im Allgemeinen, 


aufser der veränderlichen Größe 4p , auch noch die Coordiusten des Mit- 


telpunets der Curve, welche noch vermittelst der Gleichungen s = const, 


und ds=0 eliminirt werden mülsten, wenn (4.) die allgemeine Differen- 


tialgleichung für eine Curve von constantem Radius auf der Fläche sein 


sollte. Die Grüfsen à, D, «b fallen aber aus demselben von selbst hinweg aui 


denjenigen Flächen, auf welchen das Maais der Krummung constant ist. 


Bezeichnet man dasselbe mit £, so lehrt der fie 8, der erwühn- 


ten Abhandlung von Gauls, dals allgemein: 
: d? ursa T 
Ad dst + iv en 6. 
Die Function Q (welche dort mit m bezeichnet wird} muls so beschalien 
sein, dafs für s==0, 9 = 0 umd - oF == 1. Hieraus folgt, wenn E constant 
ist, Os sinsy #4, in diesem x atl gehi also die Gleichung (4. ) über in: 
a y, ; as x 
E P T4 * de a E 
SF = v E cot $ v Yo 
Daher gilt auf. IRA Flächen der Saiz, welchen aligemeim aulzu«- 
stellen ich durch seine Voraussetzung verleitet ward, deren Grund man 
Seite 303. des vorigen Bandes kurz angedeutet findet. 
Berlin, im Mai 1830, 
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16. 


Pheorie der Pote urine oder Re perbolischen 
Funetionen. 


(Von Berm Prof, € £d ferm ann zu Cleve.) 


(EF orisetzu ng gen? Ahhendipng No, 1. im vorigen Hefte) 
^ > ee 


EEE ET IT | 


N enüter Abschnitt. 
Vermittelung zwischen den Poe ‚en und cyklischen 
Functionen durch ioonsituoinalhunctonen. 


>= Die Beziehungen unter den i perbolisc nen P'uncüonen eines und dessei- 
ben Jreus lassen sich im älnlieher Weise, wie die Beziehungen unter den 
eyklischen Functioner eines Yung an einem ebenen Dreiecke nachweisen. 
Es sei ABC (Tal. ff. Fig. 20.) ein ebenes Dreieck, dessen Winkel durch À, 
D, C bezeichnet seiu mögen; die Seiten heïfseu a, b, c, und zwar in der 
Ordnung, in. welcher sie den ähnlich benaunten Winkeln BegeutiberBoron 
Wäre oun etwa der Winkel © m rechter, so, wäre 
sin À = = cos À = v und: tang 4d = =, 


Die drei cykiischeu Functionen sind, cos 4, tang würen also auf 
den Winkel 4, oder richtiger auf eine unbenannte Zahl als ihren ge- 


£u ze 


meinschaftlichen Arcus bezogen, welche darch % 180 7 ausgedriicht ye wenn 
A 


A im Graden der alten Kintheilung angegeben wird, und. durch & oc ‚ wenn 
der Winkel 4 in Gröden der neuen Eiutheilung gegeben ist. 

Man lasse num aber einm>! den Winkel C unbestimmi, damit er 
nicht gerade ein rechier-sei, und denke sich einen von dem Winkel 4 in 
anderer Weise "ebenfalls abhängendeu Yrus x, auf weichen die hyperbu- 


lischen Functionen bezogen werden sollen. Setzt man dann wieder: 


i. ina se —, Sor= — un Ag E 
e So * d Sang x 4 


MES 


und wird die Abhängigkeit des 9(tcu&a. vom Winkel 4 oder vom vorigen 
Yreus etwa durch x = @4 vorgestellt, so müssen den Beziehungen unter 
‚lesen drei hyperbolischen Functionen die Beziehungen unter den Seien 
nd Winkeln des Dreiecks angemessen sein. 


2 
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Nun ist aber, wenn der Winkel C ein unbestimmter ist: 
a __ sine Ta Sin(4- FO), ESP Bs cee sind. 
PETE a0. b T7 sin(4+6)? 
also hat man auch, wenn diese Wer the substituirt werden: 
9s = ied, — sin{4+ 0) sin 4, 
. Sinz | Goóx C inlA E O)' 
Die eine rires T hyperbolischen Functionen Statt TL Bezie- 
Eins 


und Zangxzz———7 


hung, angx = +, ist wie man sieht erfüllt, und es kommt aiso nur 


Soba 
noch darauf an, dafs auch der Gleichung Cos a*— Gina*==1 ein Genüge 


geschehe, und hiernach inufs also die Grüfse des vorhin unbestimmten 
W inkels C bestimmt werden, Substituirt man in dieser Gleichung die 
Werthe (2.5, so erhält man: ——— 
sin (4 + C)* — sin.4* = sin C. 
Da nun aber sin "— sin v* = sin(t6 +2). sin(z; — v») ist, so > verwandelt 
sich die gefundene Gleichung offenbar in sin(2.4-+ C). sin C == sin C^: oder 
[sin (2.4 -]- C) —sin C]. sin C = 0. 


| Es ist daher entweder sin Ü — 0 oder auch sin (2.4 4-. C)—sin C = 05, 


erste Voraussetzung giebt C==0 oder C= und ist nicht zu gebrauchen, | 
weil in jedem der beiden Fülle das Dreieck 4BC in eine gerade Linie zu- 
sammenfallen würde. Die zweite Bestimmung sin(2.4 4- €) — sin,f ist 


gleichgeltend mit 244-023 — C, woraus AT 6—.., d.h, B= > folót. 


Die Seite BC des Dreiecks 4BC, welche bei der früheren orae 


der cyklischen Functionen auf 4C senkrecht sein mufste, mufs also, weng nun 
die hyperbolischen Functionen auf den Winkel 4 in der durch die Gleichung 


æ=@ A bestimmten Weise bezogen werden sollen, auf AB senkrecht sein. 

Wird weiter der Werth C —5—4 in den Ausdrücken (2.) sub. 
stituirt , so erhält man: : x 
eins = —— - = tang, 
obo = ee m 


Tange = mars” 
Die byperbolischen Functionen eines Arcus sind aa der Beihe nach 


gleich gewissen cyklischen Functionen eines Winkels 4, und es bleil ıt der 


Zusammenhang zwischen dem Arcusx und dem Arcus Aa 3 welcher durch 


die Gleichung x — Q.4 angedeutet wurde, nur noch allein zu erforschen übrig. 
Creile’s jonrpal d. M. VI. Bd. 2. fift, 22 
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3%, $. 36, 
Zu denselben Re UNSER führen auch rein aritbmetfsche Betrach- 


tungen. Die Function siny ist = 0 fi y=0 und nähert sich wach- 


send. der Grenze a wenn der Wreus y zwischen det Grenzen O und 


= wächst; für y == = ist sin y == +1. Die hyperbdlisehe Function Tang x 
ist auch Null für ao “0 und nähert sich wachsend ebenfalls der Grenze 
Eins, nur dafs der Aus x» dabei ies Unendiche wächst, Geht man vom 


ositiven Urcus zum negativen über, so werden beide Funstionen negativ 
p ; Lo] 3 A 3 


ohne ihre absolute, Grijse zu ändern. Daher wird es für jeden willkür- _ 
lich gewählten (möglichen) Werth von x allemal einen zwischen den Gren- - 


; und + 4 befindlichen Werth von y geben, der so beschaffen 
ist, dals er der Gleichung Sang =siny Genüge leistet, 


ved 7t 
zeh = 


Unter der Voraussetzung aber, dafs æ und y solche zyyei zusam- 


anengehürige Xrcus sind, lassen sich Hes die übrigen hyperbolischen Fune- . 


tionen des Arcus x durch cyklische Funttionen des Arcus y ausdrücken. 
e um zu dem Gofinue- überzugehen, abes cs x erat ist, so hat man 


— == 1-—siny*== cosy? und also Cog a= oo = x AE weiter Cosæ. dene 


i 
= Gina, so hat man Cina = - A siny e tang ys 


Wenn man weiter die abgeleiteten Formeln, aus deren einer man 


unmer die übrigen wird finden können, etwa in folgender Anordnung | zu — 


 sammenstellt: : 
Sina = tang y sin y = Tanga, 
ELMO. Wii e 
Eos x == cosy und Lee or 
Zang x == sin y tang y = Cin», 


so sieht man, dafs der Übergang von den Functionen des Aus x zu. 


denen des rus y ähnlich ist dem Rückgange von diesen zu jenen; es 


kommen nemlich dabei immer dieselben Benennungen in Anwendung, nur 


daís die Bezeichnung im einen Falle da durch deutsche Buchstaben ‘aus- 
gedrückt wird, wo sie im anderen Falle gleichlautende lateinische Buch- 
staben enthält und durch sie auf die eyklischen Functionen hinweiset. 
Wegen dieser VW echselbeziehung, welche dem Gedächtnisse nicht wenig 
zu Hilfe kommt, empfehlen sich die aufgestellten Formeln als eben so 
viele ME Da sie ferner sämmtlich aus einer hergeleitet sind, 


#6, Gudermenn, Theorie de Patenzial - Functionon.- : i65 


so e sie auch alle denselben. Zesemimenhang zwidchen den beiden | 
Ycus 2 und y aus, Was noch mehr ist; wenn .man eine einzige Zah- 
lencolumne anfertigte, aus der man für jeden willkürlich gewählten Werth 
von x den zugehörigen Werth von # entnehmen könnte, dant wären die 
. .sümmtliehon hypezbolischen Functionen auf evklische und  Hiigekohrt diese 
auf jene in ganz eiufacher Weise zurück gebracht, 
T E TP 

. . . Da die Zahlen oder Arcue = und y so von einander abhängen, dais 
man die eine aus der anderen wird berochnén können > so erscheint a 
‚als eine Function von y und uragekelirt y als eine Function von x, Ob- 
gleich man diese Funettonen noeh nicht in der zu ihrer Berechnuug ge- 
eigneten Gestalt kennt, so wird es dennoch. sestattet sein, für die un. 
mittelbare Beziehung zwischen »= und y im ihren beiden Wechselformen 
schon jetzt eine einfache Bezeichnung. festeusetzen ,. weiche. später unver» 
ändert beibehalten werden soll 

Da x und y True bezeichnen, so nigén die Anfangsbachstaben 
der Wôrter „Länge "und „ton gitudo” allein j jene Beziehungen ausdrücken, 


und zwar sei: af ae gy und y zx. 


In Anvendnng dieser‘ Bezdichnungsart erschöinen die obigen Formeln in 
folgender Gestalt: | | 


1) €ink = teng?k, 3) sink = Zang th, 
ed 4 kd "EIER 
a Er fre rue US 63 cosk = Sika? 
te 3 M dw 
ay rv = or 8) cotk = gui. 


Man Ed aber nicht vergessen, dais diese acht Formeln: er dann bai 
| Rechnungen i in bestimmten Zahlen nützen können, wenn man die Func- 
tionen $£ und 77, deren erste man die dem Urcus k zugehörige Länge- 
zahl, und deren zweite man die dem Arrus X zugehörige Longitudi- 
nalzahl nennen wird, so kennt, dafs man thre Werthe fiir die éinzelnen 
Werthe von k anzugeben vermag, Die Charactere € und / künnen auch 
als Zeichen oder’ Andeutungen gewisser Operationen ‚angesehen werden, 
durch welche man aus einem reis k die Xreug €k und /A finden kann. 
Später wird bewiesen werden, dafs das Zeichen 2% eine Vergrüfserung, 

und dafs hingegen das Zeichen // eine Verkleinerung. dos Wreuë A yerlmgt, 

2 E 
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Wenn man die Logarithinen durch die Vorsylbe dog bezeichnet, so Pee. 
nen die /Functionen 7k und. £k mit logk nicht verwechselt werden. — 
Man übersieht auch schon jetzt leicht, dafs die so eben genannten 
beidien Operationen. einander dergestalt entgegengesetzt sind, dafs sie bei 
ihrem .Zusammenkommen gegenseitig ihren “influfs auf eine Zahl k gaus 


zemichten. Es ist immer: 
LIL — 18k m 


Dem da nach deu Fundamentalformeln ey — tang 1 isi, so seize maii 
Lk für Q, und man erhält Gin@k = tang/2&é; da aber Gin££ = tangk 
ist,so ist auch tang = tang/&k, oder einfacher 72 £ — £. Eben so wird 
bewiesen, dafs 2/k=k sei. In ähnlicher Art beweiset man auch die bei- 
den. Formeln: “LC ae 04. unl Im 

woraus man sieht, dafs man nur die Lünge- odes Longitudinalzablen der 


positiven Arcus. zu berechnen hat, 
$. 38. 


Nehmen wir die Gleichung Song & == sink vor, so ziehen wir dar. 
aus durch Umkehrung: _ 
| Lk = Arc (Zang = ae 
Nun ist aber immer Arc (Tang == 2) = og (GE (Ec =) (nach $. 5), also hat 
man auch: | 
; 1-]- sin k 
í Ri cm log yis. 
Dieser Ausdruck kann aber mehrfach umgelormt werden, nemlich: 


1 den ang 5 1-Lsink cos k 
S r 
ae as rs paie mr Less i e——— Seem MD csv menu à 
he = log k log cos k iog 1 —sink^ 
ets, | 


In der einfachsten Gestalt ist aber der Ausdruck m der foigende; 
Lx = = log tang? (2 +) 

Wären also in den gew ‚öhnlichen {risonometrischen T afeln neben den bris 

gisehen Logarithmen der Tangentea und Cotangenten die natürlichen Lows 

rilhmen dieser cyklischen Functiouen enthalten, so könnte man für jeden 

willkürlich gewählten Werth von & zwischen den Grenzen k==0 and 


II d den zugehörigen Werth der Function 24 aus einer solchen Ta. 


‚helle fast ohne alle Rechnung, etwa eine unbedeutende Interpolation 2ur 
Correctivn der letzten Ziffern der Decimalbriiche abgerechnet, entnehmen. 
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Da mah die letzte Formel auch also ausdrücken kann: 
dog tang 4 (7 + 2%) = à, 

so würde die so eingerichtete Tabelle auch dazu dienen, die einem gege- 
benen Mrcus À zugehörige Longitudinalzahl 7k mit gleicher Leichtigkeit zu 
finden. Es belohnt daher die Mühe, den gewöhnlichen trigonometrischen 
Tafeln noch dis zweckmälsige Abänderung oder Erweiterung. zu geben, 
dafs in ihnen noch eine Zahlencolumne fortgeführt wird, welche für die 
einzelne» von Minute zu Minute wachsenden Werthe des Arcus oder Win- 
kels k die zugehörigen Werthe der Function $4, und zwar den Werthen, 
von k, logbrigg. sink, logbrigg. tangk und log brigg. cotk gerade gegen- 
über, oe also in einer und derselben Horizontalreihe mit ihnen befind- 
lich enthält. Eine also eingeriehtete Tabelle hat einen doppelt so grofsen 
Werth els vorbin, indem sie nun auch zur bequemen Realisirung der 
Werthe der hyperbolischen Functionen dient, statt dals ihr Gebrauch frü- 


her blofs auf die Realisirung der cyklischen Functionen beschrünkt war. 


Wird nun z. D. die hyperbolisehe Function Sang&, oder vielmehr ihr 
briggischer Logarithme für einen gegebenen Werth von k' gefordert, so 
wird man die.Zahl / in der so eben. beschriebeuen Columne aufsuchen; 
ihr zur Seite steht dann der Winkel {4 in Graden und Minuten angege- 
ben, und in derselben Horizontalreihe steht nun zugleich log brigg. sin / & 
als Werth von log brigg. Sang ^. 


NE 39. | 

Eine solch Abfaderung der irigoncinetilichen Tafeln würde eine 
neue Ausgabe derselben nothwendig machen, statt dessen ist aber in den 
von dem Verfasser entworfenen eyklisch- hyberbolischen Tafeln eine Tabelle 
enthalten, welche tir: beide Kreis - Kintheilungen zu gebrauchen ist, und 
woriü man für alle um eine Centesimal - Minute wachsende Werthe des 
Winkels k zwischen den Grenzen k == 0° und k — 100? (der neuen. Ein- 
theilung) die zugehörigen Werthe der Function 8% findet, und welche, da 
die Differenzen dieser Function bei einem Wachsen des Winkels k um eine 
Centesimal-Secunde, oder auch um eine Sexogesimal - Secunde darin eben- 
fells durchweg ahgegeben sind, in ühnlicher Art die Einschaltungen erleich- 
tert, wie die gemeinen trigonometrischen Tefelm . 

Wollte man z.B. die Werthe der hyperbolischen Funetiomen des 
Weg 1,9736427 | berechnen, so würde man &% == 1,9736427 setzen, und 


om PAT AR ONE" Oa MSS SUPR EN Len NE Te: 
c jet E "tope 364 a + CLTC 
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ke me 82? 42! 09”, à 21 4 natch der neuen, oder wack i= 740 10° 434, 785 Hr 
der alten Eintheiluag finde m. nen beiden Rechnungen sind nemfich: 


Mit der Zahl $£—1,9736497 stimmt der genannten Tabelle gemäfs à 


am niichsten überein d. Zahl s ‚97 (35896. 
Dis Differenz isb^ vt FELT 


Zu der Zahl 1,9735896 gehürt HE als Winkel 82° 49 nach e neuen, 
oder 74? 10' 40%, 80 nach der alten Eintheilung. Zugleich werden die 


entsprechenden Differenzen aus der Tabelle für em We Bee des Winkels 
um eine Sesunde abgelesen. Diese sind: | 
57,63 für die neue, oder 177,87 für die alte Einthellung. 
Die noch p js Secunden werden durch Division gefunden, 
 nemlich za 259,214 uud 3$ == 2,985. Also ist k == 82° 404-9", 914 
== 824906, 214 nach der neuen, oder 74° 10/ 40", 80 +. 2%, 985 = 
74° 10/43", 785 nach der alten Fintheilung, und abo weiter: 


i e d dd y d "y 
Gos lh = ea Ginny = tangk; a, s. w. 


Eben so findet mau umgekehrt, wenn der Werth emer h y perbolischen 
Function gegeben ist, den ihr zugehörigen 9fru$ mittelst der genannten 
Tabelle. Denn wire z, B. Cogk=a gegeben, so würde man aus der 
Gleichung cos D = yx mittelst der trigonometrischen Tafeln zuerst den Win- 
kel Q suchen, und aus ihm findet man dann leicht durch ein dem vori- 
gen entgegengesotztes Verfahren den kw k= 2G, 

| Die mehrgedachte Tabelle für die Werthe der Functionen $4 eig- 
net sich aber nicht mehr zu einem schnellen Gebrauche, wenn der Arcus 
der hyperholischen Functionen >> 4 ist, oder die zugehörige Longitudinal- 
zahl der Nrcus eines Winkels ist, weichem nur noch zwei Centesimal-Grade 


an einem rechten Winkel fehlen. In diesem Falle aber wird die Reehnung *. 


durch den Gebrauch andefer ebenfalls von dem Verfasser berechneter Ta- 


felu noch leichter als selbst, vorhin, weil dann der Gebrauch der. yermit- 
‚teinden Function ganz vermieden wird. Diese Tafein haben eben deswe- 


een einen uns teich grüfseren Umfang erhalten, indem sie die gemeinen 
Lo net, der hyperbolischen Functionen selbst für alle Atrus, "welche 
222 sind, und anfänglich um 0,001, später aber um 0,01 wachsen, anfiing- 
lich mit neun, spüfer aber mit zehn Decimalstellen enthalten-und so weit 
fortgeführt sind, dafs die Differenzen der Logarithmen der hyperbolischen 
Vunctionen den Differenzen ihrer Arcus hinlünglieh genau proportional sind, 
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selbst dann, wenn der die Grenzen der Tafeln übersobreitende Arcus um 
ein Beliebiges grüfser ist, als der letzte darin vorkommende Mrs 12. 
$. 40. 
Aus den in §. 3Y. enthaltenen Gr "imdformeln fiielsen andere als fer- 
nere Folgerungen. Da nemlich Cosk == so ist ee 
und Cosk+ t= ne Abed 


> 
ost % ? cos lk 
cos 7% 


ss Num i abel Cesh—A «s 2 Gin Lie Goa & 4-1 

= 20084; Sr re und 4-4 00874 == 2608 11; also 

hat mans 
ee Gui HE. anh 3k et pile. 


(cos ik)? Y (c (cos LK) ? 
in umgekehrter Beziebung erhält man drei ähnliche Formeln: 
ay Ging oe rp oc. Go8i8x 
§ : p ALS X t AN n d = 5 ; " pe a ^ z e 
Sinik = FG) ihr tausrh = Tangy kh 


Da os (5 + +) = Es 4. Sint Sins und cos (24 +5) = 
EEE b re" A 3 

> 005 sin y ait > 
Formeln benutzt werden: 


(Lla—3315 ( IIo 
Gos (24 a 5. E la PH SAEC cos (>) = Go8 (3 £a — 2 2D) 


ry feos Ta en Y (80$ Sa Go8gD)* 


In ähnlicher N erhält man für die Sinus von ee die beiden Formeln: 
T = sin( Pa--ilb) * (es) 3 Sin 5in(2a--225) 
Gin (5 ' V (cos la cos ib) und sin( Y (Go Go& a CoS 5) " 
Werden diese F ormeln durch die vorigen dividirt, so bekommt man. 


dyes sin (37a 4-318) Bay ess 
fang (53 cos (3 La — & ib) und fang (—5— a Css (399 — 1 8 D)" 4 


Da endlich Ein?k — 2 €in E. Go$ ^, und Gink=tangik, ke, 
ist, so findet man 


: 2sinik - . 2 Gin 2k 
A no X ain O ecce cor es 
Gin? CID und auch sin2£ (GRIS 


Zusatz, Da nach diesem $. fang 2 Lk == Sangi£é und nach $. 37. 
auch tang ik== Gin£iÆk ist, so hat man offenbar Zang 3th = int: 
in ähnlicher Art findet man die Formel: tangi/k — sin’ 5; und durch 
diese Formeln sind die Tangenten auf die Sinus und umgekehrt die Gi 
nus auf die Zangenten zurückgebracht, so dafs man in den Gleichungen 
sing = tangy und Gina = Sang y aus dem gegebenen YWrcus x immer den 
 Yrcusy und umgekehrt aus diesem jenen in Aue whine der vorigen For- 


ist, so erkält man, wenn die vorausgeschickten 
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mein berechnen kann, Ist z. B. m der Gleichung sina == tangy der Areus 
x gegeben, 80 setze man xml und y= i Rückwürts hat man 


dann 51s also k= 28. und demnach yzil2$); umgekehrt fin- 
det man r-——(P$2y) In ähnlicher Art findet man für die Beziehung 
zwischen x und y in der Gleichung Gina = Zangy die beiden Formeln: 
yz ifQx) und w= (El?) | 


| Zehnter Abschnitt. . ; | 
Beihen für die Potenzial-Functionen eines Arcus, für die 
Logarithmen derselben und für die Lüngezahl dieses Yreus. 
$.: 41, 
Ud die Potenzial - Functionen eines Yrcus in Reihen zu entwickeln, 
welche mach Potenzen desselben fortschreiten, wird man mit den Ginué 
und Gofinug beginnen, Die im $.2. und $. 6. bereits berael tree Reihen: 


Cox = Saar | * cosx = S(— 1y der + 
a+r! ‚un 
Cine = tS Ly sina = = 8-1 


für die Sinus und Cofinus des Arcus x schreiten schon nach Potenzen des 
Arcus a: fort , und gehören also hierher. Vergebens sieht man sich aber 
nach Reihen um, welche i dn Bic Anordnung jhrer Glieder fortschreiten. | 


Die Quotienten e und a heifsen Secante und Cosecante des Ore 
CUS 2, ‘und man künnte diese Benennungen auch auf die hyperbolischen Funo- 
tionen übertragen. Obgleich wir nun von diesen Beneanungen keinen Ge- 
Lrauch machen werden, so sollen doch fiir diese Quotientén Reihen her- 
geleitet werden, weil sie später angewandt werden müssen; mit der Her- 


leitung der Reihe für die Function zz werden wir den Anfang machen. 


§ 42, 


Man übersicht sogleich, dals die Reihe Hus de fojgende Form 
cos d : UK 
haben werde . 


D— dX AE +... tre 


cos a 


In Anwendung der Me fri a benufzten Bezeichnungsart hat man also 
den Ausdruck: 


"Ga? MT. 
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4 M) 
cosm ^ 5 (2« 2i i 
und es müssen nur noch die Vorzahlen U, Ÿ, D, u.s. w. berechnet wer- 


den, denn bekannt ist schon für & — 0 das Glied Z —1. 


Da die Reihe cos» = 8(—1)°, day mit der für LL multiplicizi 


ein Product — 1 geben mufs, und das allgemeine Glied des entwickelten 
Productes zum Coëflicienten pate 


S(— 1}. "Gs "GE cond. (a cB n), ate 
so mufs dieser Coëfficient = 0 sein für jedes r, welches E O ist, Die 
also E us Gleichung wird aber einfacher, wenn man sie mit (27 ” a 
(2¢-4+ 22)’ multiplicirt, und beachtet, dafs b ay = [2r | = [2r] ist. 


(28) 


Bringt man weiter das Glied für «= O auf die eine Seite der Gleichung 


allein, so hat man die allgemeine Recursionsformel 


Ds 1) [27]. Ü cond. (59. | 
Gay 
Die ersten Specialfälle dieser allgemeinen Formel sind zur deutlicheren 


| Auffassung « des Gesetzes hierher gestellt: 


Ü = (21, 

U = aj? —u] 

à = 6 d — loj + [6], 

= [8i LP EZ e lo 
Us We 


Zieht man beim Gebrauche dieser For mein vollends eine Tabelle der iow 


rirten Zahlen zu Hülfe, so ist die Rechnung v sehr einfach und man findet: 


Vi U = 2702765, 

D = 5, | D = 199360981, . 

U = 61, i ar di cs 19391512145, 
T= 1385, | À == 2404879661671, 
y = == 00521, | U S. We 
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V 
mex" . 


Für diese Werthe der Coëfficienten hat man danu as mS Ba 


Setzt man zy —1 für x, 80 findet man dadurch, jocks die folgende Reihe: 


1 E 
| Coda 77 = S C— 1)" (2 ne“ p | 
Von der vorigen Reihe unterscheidet sich diese nur darin, dafs ale Yor- 
zeichen der Glieder abwechseln. | 
$. 43. | ! 
Die Quadrate ‘der so eben abgeleiteten Reihen gehen entwickelt 
Reihen von ähnlicher Form, aus denen mehrere ‚andere Reihen hergeleitet 
werden. Man gelangt: zur Eintwickelung dieser Quadrate auf mehr als 
eine Weise. Wir benutzen zur Herleitung die Bemerkung, dafs 


i ru es 
| Css) = res su eo 
Wird also PL = 1 + we es + we zr + DT gs ee ete. == m Gs = gesetzl, so 
mufs E P xU Lr 
to 06 adm ; 
LD - (st) (1. sty qe, Da 9 sein. 
Der Coëfficient des allgemeinen Gliedes i im entwickelt en Producte ist offenbar: 


T bi. P : 
Ec a FSC 1) Gay "35 | “cond, (a+ B 
Da derselbe gleich. Null sein muls, sobald r > 0 i6 so hat n man eine no 
"e cursionsformel | 


Ræ pris ru ge e , 
= 2. sc i) , sf 2; r] et : Bond. X. SIR; 0 À. 3 
d ; p 


Da nach dieser Formel jeder Coéflicient den Fac tor 2 beim  Aufsteigen. 
"erhält, so folgt daraus, dafs im Allgemeinen der Coëfficient w durch die 


Potenz 2" theilbar sei. In der Regel sind aber die Coéfficienten durch 
noch höhere Form von 2 theilbar. Die wirkliche Ear giebt: 


DE $us DT, f, 

ww za 16 == 97 A | =. 9*. 
[2 == 272 zm 2334 == DIT 
w : 


^um 7036 = 25406 .= 2,3, 
= 353792. = 2511056 = 2% 691, 
= 22368256 = 25, 340504 == 2%, 5461, 


LHC AA ES i 
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Die DA: ist sehr bequem, wenn man eine Tabelle der figurieten 
Zahlen dabei zur Hand nimmt. — Für diese Werthe hat man dann die bei- 
den Reihen: 


| (s = 


1 \? a 
Gi) mb ee dug 


$. 44, 
^ Wer den die. so eben erhaltenen Reihen mit dx multipticiet und 
wird darauf integrirt, 8o erhält man dadurch zwei ncue Reihen: 


m 


(2 b 


t ete, =, S(—1) 20. 0 


ae etc. = Bw 


@ 2a} à 


| Qm 
tanga = B -]- etc. = Seer | 
: aet 

Bang x = pe y. DU eI RD. 7; Fete = S(—1} wg I. 


Aus diesen Reihen - leitet" man a UN 


nutzung der Formel: - 


eot — 2 cota == 


= tang À und 2 ot x — Cot F =! 


für die Getangenten her. in 1 Bes 


oe, o 
Tang. 


Man ecliiofst nemlich aus. “der Form der Reihe für 5 entia auf die Forns 


1 
der Reihen für die Siemens, da ROLE ee ist. 


‘eet x = =a RI SL Hi 


Ld 


PA 


so findet. man get = u), 


3 Man hat also die beiden Reihen: | 


l amt 


m 


20 ae 


Setzt man hiemach 


íi 


und also rückwärts a u — — pr "ag 


für « 29, 


eot 2 Rt. ap 1°Qe—1)" — 
TO pees 
Core = teas Gai für. «o | 


ET diesen und de vorigen Reiten gelangt man zu neuen Reihen‘ für die | 


: 2: 
: Functionen sink und Sine 


unter Benutzung ‘der Formeln: | 


at 1 foe 
4 rot 2 + Etang. E: mx Era und $805 tm = | Ghz” 
Man erhält nemlich: ei fx 
xe Id eti 2 A. Ned n für & 6 
a et x Sa oo M fis 
y 4 40_.3 A4 BEN re TOME 
== + 1) te git aij dy. für cO 


ERI 


~ 


23 * 


„ 
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& 45. ; 

| Werden die so eben gefundenen 6 Formein mit dx multipliciei, 

und integrirt man, so gelangt man zu eben so vielen Reihen für die na- 
türlichen Logarithmen der Pin tant , nemlich: 


log Cos x == Ses für Lor o, 
log Cosa = =< SE D win Gap für a» 0, 


.Aus den Reihen für die Corangenten erhält man in ühnlicher Art: 


me SEMA 


log sina = = loga — GM A T "Gay zy für > 0 
: ce ® 
log Sina = TECH or fur aT. 
Kndlich erhält man noch die beiden pu à 
: log tang ae = = loge ea Tae - fie «20, 
log Lange = a opi + S(—1)".- = a ay’ für 2>0. 


Die Coëfficienten Ww, w, w, ete.- S noch in den Entwickelungen 
anderer Functionen vor, und daher rührt es, dafs man zu ihrer Berech- 
nung mehrere, dem Anscheine nach gänzlich verschiedene Formeln, und 
nicht nur Recursionsformeln, sondern auch solche, welche zur indepen- 
denten Berechnung dienen, abzuleiten vermag ,'worauf man hier und da 
ein grüfseres Gewicht legt, als sie verdienen, Später werden auch For- 
meln, welche zur independenten Berechnung di lienen, mitgetheilt werden. 
Es ist nicht nóthig, die Reihe der Zahlen z», Ww, w, eic. weithin zu be- 
rechnen, weil sie mit den sogenannten Bernoullischen Zahlen auf eine 
einfache Weise zusammenhingen und diese bereits bis zu ansehulicher 
Weite berechnet Norden sind. Bezeichnet man neralich die Bernoullischen 
Zahlen, wie folgt: B= 63 Bey 393 Bo 425 B= Js; Bom de Bun. 
Us Se Wes so ist allgemein: | 


Qr 0 NZ 
| bag 1j» also rückwärts. PE De Le Be 
Man hiitte auch wohl ‚gethan, siatí der an de Zahlen, welehe 


Brüche sind, gewisse ganze Zahlen. velehe mit ihnen eng verbunden sind, 
: E] 
wie etwa die Zahlen 2D, Wy ww, w, ote. zu berechnen: und statt der Ber- 


soullischen Zahlen in Anwendung zu bringen, 


- 
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Um nun auch noch die einem gegebenen %cus zugehörige Linge- 
zahl und auch Longitudinalzahl, welche als neuer Arcus zu dienen bestimm: 
ist, in eine nach Potenzen jenes Urcus fortschreitende Reihe zu entwickeln, 
ist es erforderlich, die Gleichung y = £x oder ‘auch die umgekehrte 
æ=iy differentiiren zu können. Da Coskx. cos = 1 ist, so erhält man 

log Sos £x + log cosa = 0, 
uud wenn man differentiirt: Zangtx 0$ — tangæ dx; da aber €anggz 
= sinx ist, so hat man einfacher: 


Ola = 


Eben so findet man umgesehrt: 07x = Hierauf gründen sich also 
die beiden Den Integralformeln: 


VE ue == £k + const., 
| Sir = d rone | 
Zusatz. Es können die Functionen £k und 7k selbst schon iu 
einem vorgelegten Diifereniiale enthalten sein. ^ Differentiirt man nemlich | 
die Gleichung y = sin(e +4). &k, so erhält man 0 y ——Okeos(a--k)& k 
+ SSE) 97; es ist also umgekehrt 16% cos (a-4-k). Rk == sin(a +) 4 


cos k- 
[FH u Ok = sin(a +k). &£k —ksing + cosa log cosk-]- const. Auf 
ähnliche Art findet man das Integral 3 © k sina -1- E) 4) othe 
$. 47.— 


Die Functionen 8% und 7 k können auf mannigfaitige Weise aus 
Functionen des Arcus k berechnet werden, Jede Reihe, nach welcher 
man aus der Potenziaifüncton eines Œrus deu Urcué selbst findet, dient 
auch zur Berechnung x Functiouon YA und /4 So ist z B. Hm 
carr SEDIS LG + Fang pos etc. HERR man also 84 E © und 


E ez = ee Xj. m E THUS 22 pai - tan ng geo d- Mang 1E +e ett 
in ülinficher Art erhält man die Beihe: 


4 tangk*., 1.3 zangk® — 1. 9% 5 tangk? 
£k = tangh — m. —— + 24 c.c due ce prote. 


‚Wem der Arcus LÀ grois wird, oder — 
Reihen, welche man leicht aus denen des $.21. hevicitet: 


3 —k gering ist, dauu dienen zwei 
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qu | Ab SK  angk? 1.3 tang ke: 4. ar 5 ta tangke E. 

1e & X ae RTE goto oo 34.6773 4: 28s 
| eof. rat. 1,3 ee = — 1.4.5 sinks 

2G ——Á—— UB ne 76 + ote. 


Sie convergiren beide: dabas dune tein 56 kleiner der. ‚Unterschied 
gc wird. Es belobnt aber die Mühe nicht,. die. ‚Anzahl. dieser Formeln 


noch zu vermehren und die ähnlichen für die Panenod Lk ilinen. gegenüber | 
zu stellen, wo es angeht. ; 
$. 48, 

Wichtiger ist dle Änzabe seleher Reiben für die Functienen ek 

und: LE xveldhe d den ro tm des. Arcus k. fortschreiten. - Werden 


die im $. 42. für = und 2—— hergeleiteten Reihen mit 0x rovltipliciri 


b 
so giebt. die darauf folgende ‘Integration nach S. 46. auf der Stelle die 
: beiden Reihen: 


the LEE Up dut p E ve. pes 
dE zb YT: E + po ge Ü.* x LA, pde 


Die. in diesen Reihen SE nmenden Zahlen I ii, f, éte. sind. ganze 
Zalilen, und im. $. 42. sind sie bis zu einer ziemlichen Weite hin angege-. 
ben worden, | e | “ 

| * Man kann aber für die Fui unction Rk noch ° eine Reibe angeben, { 5 à 
| welche: desto brauchbarer wird, je mehr der %rcup X sich vergrölsert oder ' 


der ihm zugehörige ‚Winkel einem rechten Winkel nahe kommt. Da nemlich a 


nach $. 38. $ s fog tang d G+ 4), also (2 —k)= log tang (5 —+>). : 


| = log aot à = log —" 7% ist, so. hat man nach $. 45.: 
| tang > | 

LK LE UE a i CR ME 
Y (24) es pu IR eri: meres für a> 0. | 
Diese Reihe fällt nun gleichsam in: die Mitte zwise Bea’ die im.$. 47. für 
die Function (in) ua beiden Reiben, indem tang Á Lk und 
"nA S ist. : 

| Zusatz. Setzt man in den für Sk und 74 angegebenen Reihen 
ky" —1 für %, so erhält man noch (kf —1): == (4%). Y—1, und umge- 
kehrt J/ky/— 1) = (RÉ) 4. Es braucht wohl kaum angemerkt zu 
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wo 


"werden, dais amari dieselbe en 3hosültato auch: aus den! dFüüdanieutelforineln 
ides $. 37. ‚unmittelbar hätte schliefsen kühnen, Die eben. genannten Bei- 
hen, geben auch zu erkennen, was schon. früher behauptet: worden. ist, 
dafs ee k ei; Doher ist auch IQ} ko tk, oder, was dasselbe ist, 1 kk. 
| : Auch haben dié für 2% ud: I k angegebenen Reihen die Eigenschaft, 
 defs man durch. die. Umke ehvung der einen: die andere erhält, welche Ei- 
| ganschaft unt 8o. dnieressánter. ist, als die beiden Reihen fast v óllig über- 
2 einstimmen, : nur dafs die Reihe für ik abwechselnde Vorzeichen vor ihren 
um Gliedern hat. und: de Vorzeicl ben vor den Cliedera der ersten Reihe durch- 


| ke res sind. 


^ 49. 
: Die: vôrgdhenden Reil iex setzeu also immer in don Stand, die 
c Werthe: deriFünotion: Rk für beliebige Werthe von k zu berechnen. Schon 


die “Formél Lie oa, log tang, ; (2 a D eignet sich zu einem bequemen Ge- 


brauche, da: "us  beiggischen Logarithmen der cyk tischen Tengenten ‚bereits 
berechnet und ‚in Tafeln niedergelegt sind. Da diese. Formel aber nicht 
“briggische 5: sondern natürliche Logarithmen verlangt, so kommt man bei 
ihrem Gebrauche immer in den Fail, deu aus e trigonometrischen Fa- 
feli ‘entnommenen briggischen "Logtrilinen der cyklischen. 7 Tangente mit 
| dem Modul. ‚des ‚natürlichen Logorithrttensystems , ; d. b. mit der Zahl 
2, 3025 8509 2994 0456 8401.... zu multpliciren, wenn der. ‚Werth von 
€ aus dem gagebenen. Werche von k berechnet averden sol, - Will man 
aber aus deri gegebenen Werth’ von LE den: zugehörigen Werth von 284. 
oder k finden, $0: haf man bet Anwendung der Formel den gegebenen fe 
Werür$L wit der Zahl 0,4342 9448 1903 3318. 2765 «+ «0 zu rhultipli- 
ciren, um, in den trigonometrischen Tafeln dans einen: diesem Prod: scte 
| möglichst nahe kommenden briggischeg: Xo; garfibutien einer cy Klis tien Tan- 
gente aufzusuchen und den ihr zugehór z at AFeus. oder Winkel zu , Binden, 
welcher: verdoppelt und dann: um. einen roehien Winkel vermindert ‚wer- : 
deu, muls¢* "um den gesuchten Winkel k zü ermitteln - Man wird ‘diese 
Rechnusgsweisen iba. äuch nur dann anwenden, Weng eff besonders ho- 
her Grad. von Genauigkeit erzielt wird, sp dais eine Rechnung mit sieben 
Decimalziffern nicht mehr genügt, und men alsexdie von dem Verfasser 
beréchnéte "Tabelle, welche. mir sieben Decimolziffeen. hat, nicht gebreu- 
chen kann, deren Benutzung soust für beide Winkel-Eintheilungen un- 
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gleich rascher zum Ziele fü ihrt, : In einem solchen Falle mufs inan aber 


much zu trironometrischen "Tafeln greifen, welche wegen des ungewöhn- 
‚Ech grifseren Umfanges, den die mehren ‚Deeimalzillern veranlassen, kost- 


-pieliger. und unbequemer sind. 


So mannigfaltig aber. auch die Mittel sein mögen, welche zu Ge- 


bote stehen, um in einem vorgelegten besonderen Falle aus dem Werthe 
von k den von &k oder umgekehrt aus diesem jenen zu finden, so kann 
jedoch die Veranlassung zu selchen Rechnungen wegfallen, weil der Ge- 


brauch der vermittelnden Function Behufs der Realisirung der Werthe der 


hyperbolischen Functionen nicht mehr zusagt, d. h. weil wegen allzu 
raschen Wachsens oder Abnehmens die Einschaltung nicht mehr bequem 


und sicher angeht, Dieses ereignet sich , wie es fast die blofse Ansicht - | 


der im §. 47. und,§. 48 mitgetheilten Formeln zu erkennen giebt, dann, 
wenn der Arcus 8A zu _grofs und etwa —-4 wird, oder also dem Win- 


kel & nur. noch ungefé ähr zwei Grade an einem rechten Winkel fehlen, | 


denn dann beschleunigt sich das Wachsen von &k bei einer auch gerin- 
gen Zunahme von E zu sehr. Deutlicher noch als. die Ansicht: der ge- 
nannten Formeln zeigt dieses der Blick in die berechneten Tafeln. Es 


ist daher nothwendig, die hyperbolischen Functionen oder doch ihre Lo- 


 gerithmen selbst zu berechnen und ihre Werthe in Tafeln niederzulegen, 
so dafs man also von ihrer Zurückfübrung auf die cyklischen Functionen, 
welche unter anderen Umständen nützlich ist, nun absteht. 
E 0, | 
Es ündern sich zwar die w erthe der hyper bolischen E unctionen bei 


der Zuzohme ihres Ureus desto rascher, je grüßser der Arcus wird, glück- 


licherweise aber verhält es sich in Hinsicht auf ibre Logarithmen gerade 
umgekehrt, ihre zweiten und mehr noch ihre Sous Differenzen sind 
gering, und desto geringer, je grifser der Yrcus der hyperbolischen Func- 


tionen wird. Diese Logarithmen eignen sich also zur Construction einer 


Tabelle aus ihnen, welche, ohne einen sehr grofsen Umfang zu haben, 
weit hin reicht, so dafs der Arcus vom Werthe 2,000..., ‚an bis zu 
einem beliebig grofsen Werthe wachsen darf und kann, und diese Ta- 
belle wegen ihrer. Brauchharkeit selbst zwischen den Grenzen 2 und 4 


des Arcus benutzt werden kann, obgleich für diese Strecke schon durch x 


die früher genannte Tahelle £esorgt war. Die Construction dieser zwei- 
ten Tabelle gründet sich auf folgende Entwickelungen. ' Da: 


* * COPY 41075. — LI " 
et C E p 
P x s 
d 
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- ‘ek ~-k | ku UE 
A e* + e xs os. 
(os k = = und ‚Sink = = 


ist, so findet man in Anwendung der bekannten logarithmischen Reihe: 

logia -- 3) = loga + —1(2) +3(2) — (D + ete. 
auf der Stelle die gesuchten beiden Reihen: | 

. log Gee £ = k — log? + et ee Leth re Sk LE etc, 

lor Gink == & —log2 — e-**— 16-5. 7e et __ etc. 
für die natürlichen Logarithmen der Functionen Goà X und Sink. Den na- 
türlichen Logarithmen der Function Sangk findet man, wenn man die 
erste Reihe von der zweiten subtrahirt, wodurch die folgende Reihe entsteht: 

log Sangk = — 2 (e + Lek LeU etc.) 

Da nun die Werthe der Exponentialfunctionen e~**, et, e-5* etc., welche 
in den Gliedern der drei Reihen vorkommen, geringe Werthe haben, wenn 
K —2 oder k>> 2 ist and diese Grófsen überhaupt bequem zu berechnen 
sind, so hat der Verfasser sie zur Antertigung der genannten zweiten Ta- 
belle benutzt, und so die brigeischen Logarithmen der hyperbolischen 
Functionen für alle 9(rcu8, weiche > 2 sind und um 0,001 zunehmen, in 
neun Decimalstellen berechnet. Es schien aber unzweckmälsig, die Ar- 
beit ganz so durchzuführen, denn von k=5 an reichte es vollkommen 
hin, den $fiu$ um 0,01 wachsen zu lassen; dafür sind aber von dieser 
Grenze an die briggischen Logarithmen der Potenzialfunctionen in zehn 
Decimalstellen angegeben worden, und zwar bis zu so grofser Weite hin, 
dafs keine Tabelle mehr nóthig ist. Für k= 12 ist nemlich Gog = Cin k, 
also Sang = 1 oder log Tang À — O0, wenigstens so genau, dafs der Unter- 
schied zwischen Gosk und Gink <0, 000 000-000 01 ist. 

Die in dieser Tabelle enthaltenen Logarithmen der Tangenten sind 
simmtlich jeder um 10 zu grofs und also negativ, in ähnlicher Art wie 
die Logarithmen der Sinus und Cosinus in den trigonometrischen Tafeln. 


CL 

Die nach den angegebenen drei Reihen berechneten Logarith- 
men mufsten, damit sie briggische würden, mit dem bekanuten Modul 
p= 0, 4342 9448 1903 2518. ... multiplicirt werden. So genau die Ein- 
schaltung in die Reihe der Sinus und Gofinug dieser Tabelle sein mag, 
da man in Hinsicht auf die Bestimmung des Arcus bei sonst richtiger Rech- 
nung kaum einen (unvermeidlichen) Fehler von der Grófse 0, 000 000 001 
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ogehen wird, so ungenau wird die Bestimmung des rus, wenn die e: hy- 


pe eebalische Zangente gegeben ist, in den Grenzen dieser Tabelle, aud 
zwar immer mehr, je grilser der Wicus wird. Gegen da» Ende der Ta. 


. belle ist der unvermeidliche Fehler fast : = 1, wie "es die Ansicht der Fa 
belle lehrt, Man hätte, um diese Fehler geringer zu machen, noch: m - 


gleich! mehr als zehn Decimalzitfern nehmen müssen. ‘Die trigonometri- | 
schen "Fafelu der Sinus, Cosinus, Tangenten und € otangenten sind i in ge 


wissen Gegenden ihres Umfanges. einem ähnlichen Übelstande ‘unt erwor- 
fen. ‚Glücklieher Weise kann man aber im vorliegenden Falle meh ge- 


rige Mühe die höhere Genauigkeit in. der Bestimmung des‘ Ars gireis — 


chen, da naeh §. 50. gerade in diesem Falle überflüssig genau: 
log Songk = — Que * oder los Goth =. Que 


^ 


dst, wenn briggische. Logarithmen. verstanden werden. Man hai alse, + wenn 


inan zum zweiten Male auf. beiden Seiten zu den briggisehen. Logarith- 
men übergeht, die Formel | 
log log Sotk = log( rk | 


: Hiernach kann der Yrcus k mit höherer Genauigkeit leicht gefunden were — 


' den, vorausgesetzt, dafs auch die hy perbolische . Tangente oder eigentlich 
ihr Losartime in mehr als zehn Deeimalstellen gegeben. ist, Eben so 


kann man nach dieser Formel auch umgekehrt, wenn ein Arcus gegeben. | 
‘ist, welcher beträchtlich 792 ist, den Logarithmen seiner hyperbolischen. a 
Zangente in mehr als zehn Decimalziffern genau angeben. Der bei diesen * 


Rechnung len zu | gebrauchende beständige Logarithme ist: 
| | Hose) == 9,938814307 0 — 10. ME 
So is zB. E k — 12 das Glied Qiu = 10,4230675657, —— 2 
Also log (2 Br, 2 = 0,515 7467413 - 311 “Ti =Iogloglaik, 
Also log Qotk = 0, 000 000 000 032 7904 .... | 
und. log gZangk == 9,999 999 999 967 2096 ,  » « 2 


Da ferner der briggische Logarit tme log ( i+ )= pu. à ist, „wenn à gering | 


ist, Y ie im vorlieganden Falle, so wird man log Coté mit - — + multiplictten : 
- und vum Producte Eins addiren, um Gotk selbst Zü heen. oder das 


Product von Eins subtrahiren, ih Tang k zu erhalten. 


Die angestellte Rechnung giebt: Eo 
tk == 1, 0900 0000 0014 2407... uni 
Rangk = 0,9999 9999 9985 7593 ....- 


P ua 
"Wc. MA 
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» Man hätte im 3 orlicgenden Falle selbst noch ungleich genauer rechnen : 

oder noch uugleich mehr Decimalziffern für Got und Tangk finden kün- 
nen. Wie grofs aber der érreichbare Grad der Genauigkeit sei, mufs aus 
dem Glede — 2e, welches hei diesen Rec hrungen aufser Acht bleibt, 
beurtheilt werden. Im vorliegenden Falle, wo k = 12 ist, hat das Glied 
den Werth; 

. &e-** — 0, 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0003 5868, 

und man hätte also Tang À oder auch Cork bis auf einen unvermeidlichen 

| Fehler yon der Kleinheit 
0, 0000 0069 0000 0000 0000 0000 0000 0001, 

doh, in 31 Decimalstellen genau angeben können, Zu einem so gerin- 

gen Febler in der Bestimmung des Werthes der Tangente. oder auch Ço- 
tanaente gehört. aber ein nicht ganz so geringer Fehler i in der Bestimmung: 
des Arcus, wenn s zu oder auch €: figente gegeben sind, 


Eilfter Absehnitt, - 


Houkenavcdhe heihen, welche nach Potenzial-Functionen 
| oo Arcus fortgehen; Folgerungen däraus. 


$55. 
"e Wenn man die bekannte logarithmische Entwicklungs - Forme 
a zv. 2 (er) 
logs == 9(— 1) eet auf die Function z == sek + Sink =e an- - 


| roue so hat man: - 

ZU Je = G08 (4-1) + Gin (i04 und ati Gt LES Oir HÀ 

2 um folgt Pr — et) KC M MON 1)k, und weil logs = loge! oe i 
ist, so hat man offenbar: | 

i : Pan ik EAS 5 1) nn 

Dilferentiet man auf beiden Seiten, so hat man: 

| — S(—1)"Gosa+1)k. - 

^ Diese Gleichung ‚aufs Nou 2r mal nach einander differentürt, so ist: 

S(—1) (64-1). Cos(a+1)k = 0. 

Wird diese Gleichung noch einmal differentirt, so hat man: 

re : S(—4Y (a4-1)^*. Gin (e + 1) k = 0. v 

Setzt man in ‘der: vorigen Reihe den 968 o = 0, so ist allgemein 


Seat 1)k 2 1, und also: 
24 * 
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S(— Y (s +1)” = 0 


PIE 3" 4" 4 5" — 6" + — ete; = 0, 
weiches ein bekanntes Resultat ist, — 


oder auch 


0$ 53 
Wenn man die beiden Factoren 1i+zv und 1 +-— - mulüiplicirt und 


unter + den Ausdruck += Cosk-+ Gink versteht, so ist das Product 
= 14 (54257, 0+ 2 oder 14-2260 k-l-*. 


Also hat man log(1 d Cos k + 27) — log a + 20) + log (1 + 2). i 


Entwickelt man los si +20) 24 log (1 my nach Potenzen von v, und 
addirt man die Entwickelungen, so ist: 


log (i --20Go8 b p 9) = S(—1)y. 
oder einfacher: 
log ETE = S(—1). Gog (a + i) he 
Setzt man v== 1, so hat man 1-+2v Gosh) ARTE Gai), 


und also: | 
log(2Go8 1X) = S (-— 1), LT eee DE 


Wird auf beiden Seiten differentürt, so erhält man: 


songs = S(—1) Gin(a-- 1)4. 


u, 


zu dee n/d 
a+ 1 


Wird diese Gleichung 27 * i mal nach einander differentiürt, so hat mau: 


(^ Gang à | 
dee mag CCE (a 1)", Coste 4- D und 


ra) RES T? 


nor [s 
eS, wan, 
© Zany = 


hog = SMG Y". Gina the 
Obgleich nun die Werthe oder Summen dieser Reihen nicht so einfach 
sind, wie bei den sehr ähnlichen ‚Reihen im $. 52., so können sie den- 


noch durch ein fortgeseiztes Dilferentiiren iuuner gefunden werden. Zu 


ähnlicher Ausdrücken gelangt man für v==—1. 
| one Zang 7 
Setzt man & —O, so hat man S(— 1" (e iy’? zi 


i aka à E 
für A= 0. | 
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fe @ LS 
Da aber nach §. 44. Zang ih = S(-—- 1). w ee ae ; tte so hat man 
(er TES “os » XM ri - . 
en (für k==0) offenbar = (— 1)", w.(4)”*, und es ist also die 
Reihe: 


La 


T INED. re presen 67" -- 77 — ete, = (—1). 


T 
$. 54. 
Wenn man die Reihe für £4 im $. 52, statt zu differentiiren mit 
x mehrere Male nach einander 1nultipheirt , und darauf EU intee 
grirt, so erhiilt man Reihen von der Form: 


1: $05) = Scu c —) .Sin(@+1)k. 


Entwickelt man Gin (& + 1)k in eine oe Potenzen von k fortschreitende 
Reihe, so erhiilt man: : 
Desc i a pet 
s ‘OFFI 
Diese Reihe hat einen zweifachen Fortschritt: den einen hat sie wegen 
der Veründerlichkeit von c, den zweiten hat sie durch die Veründerlich- 
keit von 2; sie Kifst sich ‚aber noch sehr zusammenziehen, da nach $. 52. 
immer SS(—1).(a4-1) ==0 ist, wenn 7 eine positive ganze Zahl be- 
deutet und —O ist. Denn nun darf man sogleich r— für setzen und 
erhält dadurch: | 
p(rk) = S(—1) des en cond (y 4- 8 — r) 
, ail ‘RE : | je 
Dieser Ausaruch hat nur (r-j-1) Glieder, und es ist also die unendliche 
Reihe (1.) summirt worden; aber die Coëflicienten im diesem Ausdrücke 
ind nun gbseschiossene Reihen von der Form: 
£ or 
2 ppescpn(i.- 
Weeden daher diese Goéfficienten ein T ür allemal berechnet, so hai man... 
37 0G. Dies Sly ‘cond: (y + (8 — n), 
und durch diese Formel ist dann die vorgelegte Summations- Aufgabe ge- 
löset. Durch einmaliges Differentiiren er ui Br nun noch: 
Sc—1y a 4) - Gos(e+ 1)& = S[].- c, cond. (a-- B rps 
Beide F NE ern sammt den vorigen leicht auf cyklische Funetio- 
nen übertragen werden, wenn man nur #W—1 für & setzt. 
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Si. 55 


Die in $. 54, -vorkommende Reihe fri kann man, pe sie convergirt, 


wack: threm Werthe finden, weit man die einzelnen. Glieder derselben an 


Decimalbr “che verwandelt; und, diese dann abw echselnd: addis et und sub 
rahirt. Man kann jedoch auch noch auf andere Ast dic Summe ‚dieser 


Reihe finden, Man gelangt dazu S die Bemerkung, dafs die im & 54. 


ebenfalls 'vorkom nmende Reihe Q(r, ky für gewisse Werthe des Arcus kb, _ 
welche nicht Null sind, den we er ds Null annimmt. Ein solcher Werth -.— 


ist z.B. | : ke = om. Y 1. 
BE (ry VA) | 


seu 1 wi | 
Für ihn hat man < ME = S4) ER sin (s d- 1). s, und da. 


Nepal - 


sir = sin2az u dace ete, == 0. ist, so ast E jedes Glied der Reihe und 


mithin sie selbst Null. Zhso? 
»ír 5 my - =f} } 


AT ee ei 


Da der im €. 54. vorkommende . gescblossene Audi denselben Werth 


geben mus; ‘so hat man die. Gleichung: 
p 22 : i 


| SDR. Hi = % cond. @+y=n), 


iad vermóge derselben. können die Werthe der Reihen 11, 9; Bl, :! u. +5 Le M 5 


recurrirend berechnet. werden, obgleich sie für r=0 versagt. , 


& 


Werthe ableiten, so - multiplicire man nur die 60 "eben gel 


Tich anzusehen , etwa À für r, und man hat: 
ie 


SCH (Bl. gpg = const, ^ cond, 4-9. 


Tie Constante rührt daher, weil die Recursionsformel für r = T nie chi an-- 
‚zuwenden war; sie kann aber leicht bestimmt werden , indem. man nur 


UT setzt, "wodurch man B == y==0 und also: — 
[0] .m o = sonst | 


erhält, Nun t aber [0] = S (— 2 "epis = also hat man: 


tn p= Si iy’ [2]. "ür- T y ‚vet, — cond. (D TE = A 


FT 
Diese Reine ist aber das Product der beiden Reihen sc- pix. und 


$18]. v", wovon man sich durch die Multiplication überzeugt, und die 


Will man alier eine Formel zur independanten Pe dieser 


gefundene Recur- 
mit a yt oY), setze darauf, y um ranch Tq she veründer- 


| 
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erste derselben ist der Ausdiuck für sm (v Jaye Daher hat man ru ick warts 


S[8).v = Zr 
ete $in v i 
und wean man den Ausdruck auf der séchée en Seite nach E Potenzen vor. 


7 entwickelt: 


Muse 3 d n Bc fro). 
SB] ve == (14 =, We € PURUS M. 
du 4 (2h)? 7 


» 


_ Weil endlich die beiden Reihen identisch sein müssen, so hat man: 


[0] = 3; 


| tr] = ip tor dy 
wenn die Zahl r >> 0 ist. Nach dieser Formel können mm die Werthe 
jer Beihen I1]- [2]. I3]; nj, ete. unabhiingig von den Werthen der VOL 
hergehenden und nachfolgenden berechnet werden. 
6 56, 
Den Besohlufs dieses Abschnittes mag noch eine ziemlich: dlgemeine 


‘Summation mit einigen Anwendungen derselben machen. Kennt“ han eine 


Function ®x und ihre nach (steigenden) Potenzen.von æ& fortgehende 


Entwickelung, ds : 


Qu = aux Las 4- a. eta, æ + ete, = Sax", 
so ist man auch immer im Stande, die beiden folgenden Reihén« 


Px a Gév+az Gos(o- t0) + d a God (v4- 21)... = zx = Sax", Cog (ue aco), 


Ome 6inv-+: ax Gin (v-++-w) es aa? Sin w+ 2m). oe = Sax, Gin (w+aw) 
zu summiren, oder zwei Functionen in geschlossener Form nachzuweisen, 


durch deren . gehörige: Entwickelung die Reihen ‘P und Q entstehen. 


- Die Addition und Subtraction: giebt nemlich sogleich: 
P+ = Sa as &.Sa. (xe) Am e. Q (x. e"), 


[04 


- & 4 RUM » : wy 
PQ Sexe” Me Sacer) = e Diese"), .. 
Die wiederholte Addition und auch Subtraction Sieht dann die heiden ge- 


auchten Ausdrücke: : 
pP m e", o e", qp (ac. e" e uie e e, 9. ple) 
Sapa ve 


. e". D (x. M) — ertt. n foe. enw 
Q Am i eT ES 


Sie lassen sich bei der gegenwärtigen Allgemeinheit nicht weiter zusam- 
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rnenziehen, in jedem einzelnen Falle kann man sie aber so umformen, 
dafs die Exponentialgröfsen verschwinden und dafür Sinus und Goiinus in - 
ihnen vorkommen. 


6 57. | 
Ist z B. Ox = dote ta part = TT, so hat man 
auf der Stelle: 


ar, etrw__ e" a. e VTT nn gru 
WS E UIN IE Sed UT Ww ecu m 9 
x et — À LeU mn A 


Werden die beiden Ausdrücke unter gleiche Beneunung gebracht, {so er- 
hält man für die beiden Reihen: à 
P = Go8 v + x Gog (v--w) + x?. Gos(u+ a)... bw’. Cos (vro —2), 
Q = Gin v + x Sin(v-+-w) + x". &in (v 22)... . + a. Gin (v ru—w) 
die einfacheren Ausdrücke: 
pi Tt? Co (ur io — w) — x" G08 (ur 1) —2 C08 (y — iw) + Go v 
eo MT BE oe LI t= und 
0 — art Gin (ur w— wy) — x” Sin(v-+ rw) — x Gin(u— 10) + Sin» v 
xX*—2ac o6 + 1 
Nino man -die ungeschiossenen beiden folgenden Reihen vor: 


P = Sx. Gos (V+ aw), 
Q = Sx", Sin(v 35222), 


so ist die Rechnung noch einfaeher, Man hat nun. Ox = Sa = 
aud ündet: — D Lor Cos u—a@ Spies de ba) 
0 E inv ERE 

1— 92 Sosw 4x? 


: Iu satz. Setzt man im Ausdrücke Q einmal v =0 und. dann v zzz, 
so hat man: 


5n a + Y 
Sa* Cin aw = Lo 2 Sinw _ 
t-- 22005 w+a2- 
Sx! Sin(x Lupum a ee Ts 
Gin (a+ Ox Cobia" 


"Wird nun die erste Reihe mit B Es die zweite mit 4 muttiplieirt 3 80 
giebt. ue nachherige Addition: 


par Bx CEA Sin (atk) uw +- B &inew. 5 
2 x pé w-+- x? Fi € it us sator 
| Zune 2 2. Setzt man in den beiden Ausdrücken für P den aren’ 
veh, w= 2h md x= 1, so erhält man: 
S(—1)" Gos(2a + 1)4 uis cn 


2(1-4-Go$9/e ^ 2Co8k° 


T at + p ul -' a PM 
"wt der 
= 
+ 
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Multiplicirt man beide Seiten mit 0% und integrirt, so erhält man: 
"A Y a Gin(Qe-L1)k 
Wird hierin 4 y/.—4 für À gesetzt, so ‚erhält man noch: 


4y Sine d- 05 
^E ua Scu -2e-4-1 ^ 


Die ersten Glieder dieser beiden Reihen sind: 
Lk = 2(Cink—5$Gin3k--i€in5L4—2G€in7k + ete.) und 
Sk = 2(snk — + sin 34 -F4sm5k — Isin 74 7 ete.). 
§. 58, 
Endlich sei ? = SB "e(t aw), und Q a= 8 = ; Gin(v I 


dals die Function Qa = e^— $ = ist. Für diese Ws hat man dann: 
paite 


oder 2P— Ges(v4-xe") +Sin(v-+xe”) -EGos(—v-F xe) + Sin(—v+-ae) 
und 20 — Gos(v ]-xe") 4+-Gin(v-+- xe") —Gos( —v--ze*)—(Gint—v--2677), 
oder einfacher: . 
== Cos(u +4 x &inw).[Gos (x Cog w) + Gin (x Sos w)] und 
: bos Sin (v +x Cin z»). [Gos (x Cos w) +- Cin (w Cos w)]. 

Will man also die Form der Exponentialgrüfse nicht dgrohaus: nas 
so hat man ‚endlich: Y 

Donee, GU Guru: 

Q = e99",Gín(r4- a Gin zz). 
Diese und alle vorhergehenden Formeln dieses Abschnittes lassen Go ohne 
ale weitere Rechnung auf oyklische Functionen übertragen. 


Zwülfter Abschnitt. 
Die Potenzialfunctionen als Producte unendlich vieier 
Factoren. Folgerungen daraus. 

Wenn man die Vorstellung von Reihen zuläfst, welehe ins Unend- 
liche auslaufen, so ist auch die Darstellung einer Grófse als ein Product 
unendlich vieler-Factoren eben dadurch erlaubt. | Die logarithmischen isni- 
wickelungen bestehen in der That sämmtlich gerade in der Auilindang 

Crelles Jowenel d, M. VI. Bd. 2. Hift, ^ 925 
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oder Angabe solcher Producte. Wenn z. B. die Reihe: log Vt) = Sx 
gefunden ist, so hat man auf der Stelle sh ipsa: t | 


Mt) = ee et nm ren... 

| gati 
Der allgemeine Factor dieses Produetes ist offenbar: +1, Ein dem all- 
gemeinen Factor eines Productes vorgesetztes Zeichen P kann und sol! 
die Bedeutimg haben, dals aus diesem Factor eine Reihe besonderer Fac- 
toren hergeleitet werden soll, damit aus ihnen ein Product gebildet werde. 
Soll der Fortschritt nicht ins Unendliche fortgehen, «o A er durch hin- 
zugefügte Bedingungen eingeschränkt werden. —Diches Zeichen! bezieht 
sich dann, wie das Summezeichen i$, auf gewisse veränderliche positive 
ganze Zahlen, welche durch die ersten Buchstaben des kleinen griechi- 
schen Alphabetes bezeichnet werden, In Arwendung dieser Bezeichnung 
hat man dann z. B. 


„rat! i 
yis) = = P(e rn), 


md es bedeutet also diese Darstellung mur in anderer Form, was auch 


durch die Bezeichnung log eas: | 2) = — Ei ji» obgleich im vorliegenden 


Falle bequemer, ausgedrückt wird. 
6, 60. | 
Die Function sin (vr) ist allemal Null, wenn unter v eine ganze 
Zahl verstanden wird, und also aus der Zahlenreibe: 
en. —9, 4, — 3, —2, —1, +9, +1, +2, + 3, +4, +5, aeas 
welche nach beide Seiten ins Unendliche ausläuft, em pes als Werth für £ 
genommen wird. Die Grifse 1 nd und auch 1— cuu wird Null, die 
erste für v==—(&-+1) und die ud für v = +--+ 1). 
Das Product: PO d 


von 2, welcher —O und eiue we Zahl ist, und ehen so wird das Pro- 


L ist also — 0 für jeden negatiy en Werth 


duct P(1—— —) = O für jeden positiven Werth von v, weleber >0 
wnd eine buio Zahl ist. Daher ist das Product: 


De P(14- =) P(1 isi] = 0. 
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für jeden Werth von v, welcher in der vorhin aufgesteliten Zahlenreihe 
enthalten. ist, und es hat i in sofern dieselbe Kizenscha! . ais die Function 
sin (va). 

Es steht daher zu erwarten, dafs jenes Product mit dieser Poten- 
zialfunotion entweder gleichbedeutend ist, oder dods ia einer einfachen 
Beziehung zu ihr stehen wird. 


Da mn P(t- LL). P(1I—2 4 «ja dura e —33)]: 
oder auch endlich == "(i Tay), ist, Fo wird man unlersuchan, ob | 


man diesem Producte nicht eine Form geben kann, welche vergleichbar 
ist mit emer abelichen Porm, unter der auch die F Function sin: (us) dar- 
gestellt. werden kann, Deuten wir dieses Product mit O an, aiso: 


O= p(1— FR E e) so wird man von dem Versuche, ( nach Potengen | 


von 2 za entwickeln, abstehew und lieber den natürlichen Zogarithmen 
yon’ © also entwickeln, um die enistehende Reike dann mit der für 
logsin(vs) zu vergleichen. Man hat nemlich sogleich: 


logQ = Selig: SC EE CT tir B> 


Bie Reihe hat einen doppelten Fortschritt, wd LEE RN wenn 
man allgemein setzt: | 
£P 
a ES E) ras i)» ß 
denn nun kann sie also dargestellt werden: {03 Q = — sv! für Bo 
Die fernere Untersuchung muls natürlich zunächst die durch 2 a, a, 
0, a, ‘etc. bezeichneten Reihen betreffen. 


E 61. 
Die’ Reïhe = nu stay iE 
keit mit der im. 5 55. vorgekommenen Reihe: — 
En = S(—1)" CHA 


Wird diese Reihe, da ihr Werth der geringere ist, von der vorigen sub- 
trabirt, so erhält man: | 


zz ote, hat Ahalich- 


; 2:5 EN AVS 2 S(zu) = za. 
a— fr] = 2. 3473 Mania N C) e^ 


x 
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Rückwärts hat man also a = ES aud wird für [r] der im $. 33 


gefundene Werth substituirt, so hat man: 


tou dg um Ss a LS 
| BI Orc 0 21 00 
Wird dieser Werth weiter in die für log i im $. 60. gefundene Reihe ge- 


braci hr. so hat man: 


log = — Ss En für e >> 0. 
Da nuu aber log sin (U 7) — log (ur) — ORG. sU m für «7» O0 nach $. 45. 


'" (22)! 
ist, so hat man offenbar: fog sin UN = p 7) + log Q = log(vn vh 
and also: 


sn(vs) = v7Q = vr.P[( +). 
Setzt man. um zu den hyperbolischen Ginus eraigeben Dy ~~ für 
v, so erhält man: 


Gin(ur) = va PY 5 


§. 62. 

Die Cofinus lassen sich ebenfalls in der Form von Producten un- 
endlich vieler Factoren darstellen, Man gelangt auch zu dieser Form auf 
eine ähnliche Art, wie bei den Sinus; indessen wird es gerathener sein, 
diese Form aus der vorigen herzuleiten, wei! dadurch zugleich der Zu- 


sammenhang bou. aufueheliet wird. Da nemlieh sin x — v es 


sin (=). = cos =” 5 ist, so braucht man mur in der für sin var gefunde. 
nen Formel des $. di an die Stelle von v zu setzen: ee’ Das giebt : 


cos 7 = Ita, P [iie AL 5) |. 


1— v — 22 +3—v 1—v . ee 
Mun ist aber C IL aD ob ‘und fn Ia Fi) ape ; da- 
her hat man: | 


^ as p(Qei—dQ@a 2à-li-o 
ges foe z PCT RES LTÉE xx). 
Sstzt man hierin v — 0, so i xia wei cos0== 1 ist: 
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n f$ of tod ‘| 
ray un | Sara) |» 
MOTA. 2 ce 2* rs sal | Hisi 
woraus 7 == Pl ii folgt. Dieser Ausdruck soll von Wallisius her 


rühren: er ist ohne die abkürzende Bezeichnung: 
qu = 2:4:6.8.10,10... 
1:39.54. 9.11... 


se eo Gt 4 .- LJ 3 P v 7t vir 
Wird der für = gefundene Ausdruck im Ausdrucke von cos — substituirf, 
nd . 


er oe ur Y 
so erhült man fur COS > den neuen Ausdruck: 


et = Pitt) sete 


"Wird endlich noch vy^—1 für v gesetzt, so entsteht für M hyperbolt- 


schen Gofinus der Ausdruck: 


Go = P( s acy): 


‘Qa +9 EE) 
Da nun sin = = p PB C MIC. IY = j» 80 giebt. die Division durch 


den ersten Ausdruck von cos > die neue Formel: 

(2& 4-2 --v)i2«-- 2-—v, 
c PS tito (Se-E1— Iu und 

vt (2«--2)? J-v* 
sins"? eg E GER 
€ 63. ve à 

Hiermit ist man im Stande, einen für die genauere Kenntnif- 

der Function 24 wichtigen Ausdruck herzuleiten. Da nemlich tk = 


tang = — 


tog tang 4 (+ + k) ist, $0 erhält man, wenn oz für k gesetzt wird: 
e(7) = log tang LE x =: dog tang . (Er, . z) 

Setzt mau daher iig Ausdrucke für fang" für v an die Stelle due so 

erhält man: | 


aug i em E.P pitt), peres) Pes) Pr) 
Nun ist aber Ts pestis - = PESTLE), also hat man: 


a: ub (4&--1-I-v)/4a-4-3— v) 
tang Bun Be). 
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Daher it af es adiu, mi £a4-3 
aher (7) = Sto NON "i 
Die ersten Glieder dieser Reihe sind. offmbar : t 


3--9 , 7-1 
e ()= log; 1+v log eur fr og SY — log 7v + en ete 


und man kann sie kurz so ausdriicken: oe 
g ( 2) = $C-1).log abt" 


Zusatz 1. Setzt man weiter allgemein P(r) = Bisc( Tang _v ) 
i : | Zr4-17 ? 
so ist bekanntlich: ! 


und also offenbar anch: bu 
g m ES Puis 1), Gla), 

Setzt man vy —1 für v, sg erhält wan woth die Reihe: 
ET) 2.5(—1/ no für @ (7) == are (tang = 554-7). 


+ 


2541 
Dieselben Resultate erhält inan auch aus dem Ausdrucke ias sin vr tai 
Pita sin FR v 
§. 61.. da e (7. 7° er 
Zusatz 2. Wenn man den Ausdruck er) po Sey get | 


sy % 
differentiict und dann 4 seizt für 9 E erhält man; 


1 1^1 RE S(— yr _ (2a- ics KIT FE 


POSE 4 / SX VA. FW 
und also auch: 2: GE 
j! = 5-5 eret 15m. 
Gebk ~~ lal £y o + 
$. 64. 


Man kann die im $. 63. für ef ; ) gefundene Reihe leicht Bach 
Potenzen von v entwickeln, und erhält au eine roe mit doppeliem 


Fortschriite: e( 2) = E .(1- 3 + : =— $+ Fee etc.) 


i DA 
‘4. 203 ; ; | 
7 li Tg Ne je — eic) 


et 


A LIT j 58 
v fe eg oe 1 
Um es — 5 gil.) 


NE MD RME TRE PRICES PANNE ZU SDS = FER RC" 
j “ Co LT | Tos 
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Wählt man. für die Reihen in den Klammern die folgende Bexeichnung : 


VA en « (s ri 
so ist offenbar: 
roi) = ate S; 
ong uere (2 cam ; 
3t (Es @ 
e (2.5) ran, G=Fiy 


nach 6.48. gefunden wird, so giebt die er; der beiden Reihen: 
n en+: 
el 5 
A = “EL s oder Y = Ep. AF) 
Da nun zur Berecimung der Vorzshien 2, tt, u, ete. in der Reihe des 6. 48. 
für £k eine ziemlich einfache Racursionsformel qachgewiesen ist, so können 
also auch die Summen der Reihen Yi, 3p2, (93, elc. berechnet werden, 
ohne die einzelnen Glieder dieser Reihen in Decimalbrüche zu verwandeln. 
Aus der blofsen Ansicht der Reihe «L5 erhellet, dafs ihr Werth 
sich bei wachsendem n der Grenze, Eins nähert, ‚Daher uühert sich aber 
der Ausdruck GE C del Ay welcher der um des een 
Gliedes in der Reihe für (2) ist, der Grenze | Lm er 
dafs diese Reihe nur bei einem gering en Werthe vou v rasch convergirt, 
da v immer «1 is. 


x BR 


; woraus erhellet, 


§ 65. 
Werden die einzelnen Glieder oder wenigstens ihre Coéfficienten 
in Decimalbrüche verwandelt, so hat man: 

g(v. Z) = v. 1,57079 63267 94896 61923 13216 916° 
ls. 0, 64596 40975 06246 25365 37565 636 
+ v* .0,39846 31312 30835 22560 25277 44 
ov". 0, 28538 70022 54439 97414 18132 55 
+ v0, 22221 10409 30493 35329 36348 
+ v". 0, 18181 71590 86149 76348 5278 
+ v9. 0, 15384 60574 T4429 43703 25 
+ U". 0, 13333 33240 45445 68308 
+ v". 0, 11764 70579 12680 234 
+ v2. 0, 10526 31572. 01451 8 
+ etc. 
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_ Lüfst man aber in der Reihe des $. 63. das erste Glied log E unent- 
wickelt, so findet dns 


8 (v. 5) = io LES 2 — 1 .0,42920 36732 05103 38076 86783 

" — v5.0, 02070 25694 60420 41301 09101 

— 15,0, 00153 68687 69164 77439 74722 

— v'. 0, 00012 72834 59845 74014 39010 

-— 7? .,0, 00001 11812 91728 86892 85874 

— u", 0, (0000 10227 32032 05469 6540 

— v", 0, 00000 00963 71727 40906 13 

— v5, 0, 00000 00092 87887 65025. 
7 — 4", 0, 00000 00009 10849 178 

— 01, 0, 00006 00000 10057 6 

— etc. -— 
Diese Reihe convergirt nun ungleich. rascher als die vorige; wenn man 
zwei oder noch mehrere erste Glieder der Reihe des $. 63. unentwickelt 
lafst, so gelangt man zu Reihen, welche noch rascher convergiren, als die 
vorstehenden. Wenn v7» i wird, so. kann man auch die fee Poe 
mit Vortheil gebrauchen, dpa dann 7 «y ist: 


(2 v.s) = logL— 0, 45158 27052 89454 86473 
| aU, 0, 82246 69334 24113 21823 
— 24,0, 47351 64147 48617 95879 
— v°. 0, 32851 70304 32478 36803 
— v*, 0, 24905 82504 63161 97481 - 
— v", 0,.19980 79015 19654 32313 - 
— v" 0, 16662 62808 57309 69848 
— v', 0, 14284 84529 06568 53116 
— u", 0, 12499 80955 26863 26330 . 
— vi, 0, 11111 06875 41067 79039 - 


Sarg ete, 
Es ist somit fü ür eine bequeme Berechnung der Function $X zwischen den 
- Grenzen k=0 und = behufs der Anfertigung einer r Tabelle für die 


Werthe dieser Function gesorgt. 


(Die Fortsetzung im nächsten Hefte.) 
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13. 
Remarques sur une certaine transformation des fonctions, 
fondée sur les relations des racines de l'unité, — 
(Par Mr. C. Jürgensen de Copenhague.) 


Dans te troisième cahier du second volume de ce journal Mr. L. Olivier 
_a considéré une espèce particulière de fonctions, qui jouissent des propriétés 
semblables à celles des fonctions connues sous le nom deCosinus et Sinus. 

Le procédé fort élégant, dont il a fait usage, appliqué à une fonc- 
> 3 à A v v PAA hed . 
tion quelconque, m'a conduit à quelque chose de plus général; aussi suis 
je parvenu à démontrer, que les fonctions, trouvées par Mr. Olivier, 
peuvent en effet s'exprimer au moyen de Sinus et Cosinus. 

Peut-étre les rósultats, auxquels je suis parvenu, pourront ils in- 
téresser quelques-uns des lecteurs de ce journal, 

Lorsqu'on désigne par | 

À = =3 

x" +> pa" + px” "b pad à ETS = Ô 

une équation d'un dégré. Dane , et par 
DM VHS S REN) VI RER yat 5, ete. 
les sommes des puissances 0, 1, 2, 3, .. . . k etc. des racines, on aura, 
comme on sait: 
Q 
S, + Par c Pa Sis =; tires T Pia9, + pi = 0, 

Supposant inaiutenant , 
P= O, p-0, po--0,.:... amt, p,7—1, pu, =0 ete, , 
on aura, RN 

lorsque kw n. Sym, 
lorsque ken, $,—nz-0 ou S,zn, 
enfin ; lorsque Ir Nae 72 5. $1,—658,.. —= 0 ou iS, WE ip 
d'où on conclura, que S; sera toujours — 0 pour l'équation a*—1 — 0, 
lorsque k n'est pas multiple de 7, mais — 7 dans le cas contraire. 
Désignant donc par 
d. co, ao re ile 
les n racines de l'équation 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 2. Lift. 26 
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OR. QUES. md uem che ee Em E I.ln EIS a" zm u m. 
selon que m est ou n'est pas multiple aie: hoes 


” Soit maistenant fx une fonction quelconque. de x, qui peut. se de- 
veloppor suivant les puissances entières et positives de x, et 

fos ie tes RS D GRA EEE. 
ies valeurs de ia fonction elle-même et des cueikeiens différentiels du 
preinier, second, 12° ordre, lorsque # ==, Cela posé, on a, par le théo~ — 
cème connu: tid ; 


d. fe = fs + &f, + ; zar + A 1 ey EAE 0 $ 
Substitasnt au Heu de a ie NE les valeurs 


& X, as CE v» + à a^a, 
on trouve: 


mE ai? 
fax Rt kehrt zc — ^ qaum 


ER : Hg is et Sree air ac 
je fue xj, + ee re CE iat ao 
>: ALT ; ^ e 25 eom : , 
vem m Sot eh EE LETS A tg gigi tt 
etc. — - "efe, | 
os EL Bd 
ae: d zm f, +- Lx, + — en Tati P: Tee 
Ajovtaut ces équations, on trouve: 
d See de 
S i 7 : x 
en 0 dee ee 


A ADDE maintenant i premiére des équations (2-) par «^, la seconde 
par 2", lo troisième par 4"? et ainsi de suite, et ajoutant les produits. en 
obtient: — .. 
Ä 4. EIE sta fo a +... + fate 
adi gab i & 
= nie. - Fri he t 3, ar "3: 


* 


Midtipliant de méme par 


N, OTN, uA. 


respectivement et ajoutant les produits on obtient: 


Se) fave + at MP fate de uev + for 
D E: n À. 
are 
= ATE 2.3... 2. 3.. PRET LS 


\ 
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Continuant ainsi on trouve en general: 


6. e 079 fo de + ur) fut y be e fax 
ce 


om : atm ) 
» nm —— — " RÀ  — — A— E qur DE CY erue age " 5 " 9 
= (sr MR CRIT Ta 2737.5 D nt m°° fem 
el en mettant fx au lieu de x, B étant une quantité arbitraire : 
7, oO) fua + eC") PB ar bt... f Ba 


r I onm mrs | gu = E * Cade m ge" 
= R a ate GE rum "ia dum oc Te Ets ca^ 1 XA rior see . 
P [3 T 9 2,3....n bm rm ct arm Ur ud 25. we dmm + ) 
Cependant si lon choisit la did Q de manière à satisfaire à 
l'équation: 
1 y*-+ 1 = 0, 
u pro an | : (aan cá n 


et on changera Sd das signes dos zc me allectés de 6’, 8” etc, 
(Voy. le mémoire cité pag. 244.) 


on aura: 


Les formules générales 6. et 7, pourront maintenant s'appliquer à 
plusieurs classes des fonctions, Par l'application aux fonctions. algébriques 
je ne suis parvenu qu'à des choses connues; cependant, pour commencer 
par les cas les plus simples, je vais en présenter quelques exemples. 

Soit la fonction | 

fe) = a+bc-+ ca, 
on aura: f aii a > 
| | Joa, fo, fo-—2c, foz0 ete. 
Supposant m — |, et par cons nent a == 1, et m (avon pourra toujours 
ppc 3 1 P 
choisir > 5) — 0, on trouve 
f(x) == a ME + ex, 
comme précédemment. 
Posant ensuite 2-2, a==—1, on aura: 
lorsque m0, f(x) fix) = 2[a + cx}, 
mom 4d, = dio f(z) = Vix. 


| t4- 353 eer vag. 
Enfin lorsque 7:3, done à = — &* zz ——;5—— ; on à pour 


m0, fax fex eaa 
m—1, "fact affa + far => 3h, 
m -2, a fax + a^ fot + fore == Ste 
Considérant en général une fonation rat'onnelle et entier  elconau: 
fix) = a+ beta +de o. ..,+,2, 
il est aisé de parvenir aux equatiggs suivantes. 
25 * 


>= 
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fax + fai x + fx tk... + fx = (r+ De 
a far +a fer tt Jar+....+fe = (r+) ba, 
a" fao A- aD fa ar a) frat us tifa = (r+i) ex’, 
| | ete. ^ etc. 
a" fax-- aU fata tet fase + occa fx = +4) po, 
de sorte, qu'on pourra exprimer tous les termes d'une fenction rationnelle 
et entière par la même fonction des quantités | 
"S. 00. ae, NON s s se Es 
Prenant ensuite une fonction pestis. p. ex. 


JG) = TY E: d. 
on aura, eomme f=1, f,z-—1, f-22, f, = 2.3, E PE 
Jn = £2.3....m, lorsque m= 3 p. ex.: 

fax+ feet fox = 3f 12 Ha — 2x tere, 

fax + afex +fax = 3[—2x +at— a Ha —, = Ir 

a fax + affa + fax = 3 mas + xt +...) 
La dernière de ces équations donne: 
afax+afatx+fa = a ar re 3a tee 
expression, aisée à vérifier, uem 

Il sera facile de multiplier les exemples en appliquant les formules 6. 
et 7. aux fonctions fractionnaires quelconques, qu'on peut développer suivant 
les puissances entières et positives de x, ainsi qu'aux fonctions irrationnelles. 


pd 


———— 


Considérons maintenant les fonctions transcendentes et en particu- 
lier les fonctions exponentielles et circulaires, et comparons ensuite les 
résultats que nous allons trouver. 

Comme la considération des deux cas où 7 est un nombre pair et 
impair, mène à des conséquences différentes, nous allons d'abord nous 
oceuper du premier. 

Supposant done fa =sinx, on a 

40, fat, f 0, he—41, 40; sel etc. 
et en général 

| eae 0, Jana = —1, Fist = -1, 

n étani un nombre entier quelconque. 
Nous aurons aussi les équations suivantes, savoir: 
‘pour 22x72, done æ = —#: 


ES 
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jn=0,  sin(—x) +smax—0, donc sin Sal = = x, comme l’on sait, 
Li x i E 


3 i eno EUN eit? AA EP PUE E 
HI D Si -— X) + Sili.v —— air 283 9 +s 2. E: Y Yr m 9. 2375 Uy d sue 
z2snx. 

Pour 2 — 4: | 

= U,  sinzz-- sina'x-4- sinc x-Lsina'x = 0, 
= 4, e’singx + œsinatx + asine’a + sinatx = | 

eio xz? 

RG mcus e) 
tasumtra3st: R 
0, 


Mm 


9. | 
a^ sin dac + a* sina? x + e^sin&^ x + sin at a 


| 
; = 3, e sinax + bari s UU s nón = 
II 
Gt 


| d 
^N 
M 


zum n5: 
0, sinax +  sina'r-L sinedat....+sne’s = 0 


| = 1, œsinax + a*sine’a + e sinzx--....--sina?x = 


2013 : 

WC a ar 3.15 5 en) 

œ°sinax + a*sina*x + sind + ....-]- sina^x = 0 
Ssin ax a? sine’ s+ since x +...,.—+sinax = 


ES 


gd 


" E gis 
| tat) 
= 4, a*?sinax-[-a*sna'x--a"sincx--....--sina?x = 0 
m = 5, & sinew + a°sinaxx + «sine x + ,....—+sinax = 
(ut ue p mob 
Mn NOTIEREN TE 3:9 OT 2, 165 17 
La loi de ces valeurs est évidente; de sorte que des équations qui 
répondent à des valeurs paires de 7, on peut tirer en général: 
sina x + sine’ a + simo x ++... sina’ x =), 
| 2) sin ax + sine x - 67-7? sina?x +... + sina" a = 0, 
1l. La sina a + dei x + a" PsiuaPz +... + sina" x z50, 
ete. ete, 
0790-7 ip ot ap pe o 07079 gir aae gD) sin oo? at Ee LLL. -++ sin a's = 0, 
n étant toujours un nombre pair et « une des racines imaginaires de l'é- 
quation Poe PAT 
Quant aux équations, pour lesquelles on a supposé m un nombre impair, 
nous allons montrer, que les expressions en sinus, qui répondent à ces 
valeurs de 77, s'expriment par des fonctions expouentielles correspondan- 
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à tes. Pour cela npus formons le tableau suivent : 
Pour n —4 on a, en posant @ == y—1 zz i dans (7.): 
(in = D, enix + ex L eusix = eütix 
| | SEE a (1 tz 34 * 5 E 
ma 1, a> eux + o? eti + & d t ex 
SE x? | 
- == 4i(æ + + 2,8...,9 E 
im =, ad ei T et Lg Pert gutix 
| --1(@ Éd e 
9m =3, oer ob at ev + " uU gatix 3 


Mg | rm E Se 1 


apte 


C 9 
CEE PE 468 T2572 


\ 
33 73.15 e 


pow 4 = 6; 


4 m 0, "n CE - ec +. | esix +. ^) nh + gatis 
Yt | 2 a US te — 6518 tis 
k 


- ' H i ! T2 PT 2 
mi, wet ate eq a3 et docu ti 
oe P mri ; 
ES ei( "aan Sido pci eei s 3:3. 718 7 e) 
33.7 EST 25. + 
CM 271 $3; 2 
IN uml Y ot? eot + e peri L en eu ix 4l Wide E ex. 
FS og jq IA ee : 
( ame Eel FU Em CRT US Aca d- on re), 
Nok Bs PAR: PEN» FLE 2,300 
mz, we + agi? ee? x L &? e ix mi ake -L. PLI 


_.f a x? set x ) 
um dal 9.373 00.37 8 T9183 2.0: dt EDD 


20 gitar ave 0? be 6 wr ix: . Q$080x 
eh Te debe 


rc C M PR RS x 
Br 6 t PEE Ru Done ur epe + + ee ie + cs.) 
Med. 4 VT dns AA 2:3 EBD: E 


A 
| wid 
E A Di 21, [S c Ix , [24 
n zm a £. e? L on” 29 Le 4 P ee 4 AT E e? HX 


az 


DA gU Ae spl x: a 
— Garant Dade 0005) 


Faisons maintenant pour abréger: 
rg Te ^ LE hey 


et designons de meme les valeurs exponentielles ci-dessus, qui répondent 


à des valeurs impairs de #7, respeciiveinsnt par: 
LENS UE, SEE E. 


9$ 
t det valeurs an Sinus cor respondit px 


ER baie 1 


S i 2573 et 
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Bry Shy Bees Sy, Spe 
Cela posé il est aisé de voir que | ce 
14. Fs = 8,, u P ed, tus, Foe, 


v 


E, 


— =. 
[7 


Comme Ie Joi de ees valeurs est évidente, fl est aisé de les géné- 
raliser, de sorte qu’on trouve en Er lorsque 7 est pair et 7 impair: 
ane) evix + ATP e x car" trs) nie lode + ae ix 

NI 
— a dogma x d a") sin a E m Deme sina? E + +50: ese bin a" ore 


15.. 


L expression exponentielle connue de sin x est un cas particulier de cette 
formule, En effet; faisant » — 2 et par conséquent a= — 1, «= +1, 
m==1, on a: : 


——— ix is gx " ? “y , : e 
LES = -—sin(——#) -- sine z 2sinx, 
ou biens | _ Re: 


ex —i en gt p 1 


A = sinu. 
dw Meca mA 


. Cor*oliaire, Comparant les deux dev nieves équations 12 32.6 et 23.) 
du mémoire cité de Mr, Olivier, à l équation (9.) ci-dessus, on trouve 
sans peine > 


+ 
+ 
xs 
Per 
= 
+ 
EE 
OR 
+ 
+ 
i 
Cr 


= d$. 
i t 
"Mais ces valeurs ne sont autre chose que. celles. que nous venons de irou- 
ver, Savoir ou 
» 3 
; Rote 
[ . M 


cé. qu i est aisé dé voir, peer + da: pes et. E, doit satisfaire à } equation 


Posons maintenant f(a) = cosa, doa:. 
| £5 ==, ae == 0, Ja TE À, Js wx i), n cpu EN efc 
ef en g''néral 


2 A an si A 4 
Pega Cm 0, Ji $i) teen T ds Males; me + i. 


il est maintenant sise de former le tableau suivant pour » =6 p. ex.* 


PE CUORE NOU RRR Se RE ame 
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nm 


i 
2 


oosar s+ 6 cos@a bt. ... Feosu'r = 


6 12 

t x x 

6 ( 122 =. ee ee eda .) 

2.3....6 2.02 MR i : 
5 : i cw nu V MEN 

1, a cosaa + aus ax +... + cosa" x = 0, 


2, a"oosucx + qd cose... p ES t ec 
ONE (as: \ 
16. 5 urn 
T 23 WEE : 
m mz 3, QUeo0sQx + a? cosa’ ar deny 46 cosa" x = 0. 
ni == 4, 6 cosax + a" cos es Hesse + CORO = 


pem 
$0 023..10 " 2.9.16 
Doc 3, a"opsaa + a” cosa’a + .,., + cosa" = 9, 
ce qui suffit pour conclure en général, lorsque n est pair: 
at eosaa + a"? cos. +.... + cosg"x = 6, 
wo Meopaa À esta... , + cosa" x = U, 
17. <a cosas + a cosera + .... + cosa’x = 0, 
ete. ete. 
gr CD cos ax + a PO) cos ax + . ... cosa = 0, 
et de même, en comparant les équations (16. et S 2 on verra qu'on aurg 
en général, lorsque n et m sont pne 
18. rnd eiar + rin) e ia? zu ar 3) gie’ LES + ee 
= N cos. aa eb a") cosata da a" cosa! x d... + cosa” x, 
Supposant 722, um —1, o == +44 et m=O, on a: 
e^ d ex = SEES + cosa = 2 cosa, 


| P 


ou bien: e* V a + ero 2 
: JURA ER US COS X, 


formule connue. 


Nous ferons maintenant quelques remarques sur les iormules (15. 
et 18.), que nous venons de trouver. 
1. En mettant — ix pour x. dans les deux formules et multipliant 
daus la premiére haut et bas par 7, on aura sur le champ: 
19. i (gy Lumen e deo Ro 
== at Jin ie + art sin a? Le oe. SING" ix, 
lorsque 72 est impair: 
40, ^ are Late te 
= q"" Ucosgim--a"U cos ia - 1... cosa" Lx. 
2. Comme la dépendance entre les fonctions exponentielles et eircu- 


Re UMP RSS ERN ee ENERO EN. 2s E ¥ ; Bonk 
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laires est entièrement exprimée par les deux équations connues: 
pero. mx Y -1 tad gxY 3 — ex 3 
$3, 2V—1 == gina, ! 
qui ne forment d'ailleurs qu une équation distincte; il s'en suit que toute 
autre relation entre les mémes quantités doit rentrer dans les. deux for- 7 
mules, Nous allons montrer, que les deux expressions (15, 18.) que nous 
avons trouvées, ne sont au fond que des transformations de ces formules. 


Pour cela nous ferons observer que les racines de Péquation 
| yd 
lorsque ” est pair, sont comprises dans la formule 
bs vs 
y c cos “= + sin = yr — 1, 
où l'on doit prendre pour À tous les nombres pairs depuis 0 jusqu'à 2(n—1) 


inelusivernent. Da plus, lorsqu'on prend kzin-ii étant pair. ou im- 
patr suivant que $7 est pair ou impair, on a: 


Gain n—i)n 
cos (anon = $e GE , et 
n 7 
(ndm __ man n—i)m 


Au contraire, en E kzen--i, i étant pair, on ar 
os Mt) DÀ (C (ni) 


m LOS, et 
San 
ANE um o sin tit 
; n 


Cela posé, il est aisé de voir que les valeurs | 
Hi Pr * 2 ^ í 
a, at, ao, .«. v, aV, cit ait. a” équivalent à 
Cp Gh, Oy Lys eo oy mA, ins: — yo mor 
n étant TER pair. 
En mettant ces valeurs dans les formules (15. 18.) elles dbviendrent? 
21: ard N Tu E iin 7 iato d af one anx her 
= gn aiu e ax — am m sinat ue, 
sin (-— x) + a" 8^ sin (— ar) + ant" sin (— e? ad rd Rot sin, 
zm étant impair, et : 
22. : ginger Lg meten ix , et pantie of he m(in-2),- ati 4L... 4E e : 
2 e m(in-2 
=o" M cosaz -]- a" "cos z*x +... eos( —2) fa Poos(—uax)-- a^ 6975), 
lorsque m est pair. 


Maintenant, en écrivant ces formules comme il suit: 
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23, amet) pie 4 art) Gas: 24 T TOU = lz ) 
ec d'A) ain ax ah) Qeinatax -F.... — 2siny, 
$4. der) D gm Um d euntis sy grat 1.1 oL (ec + ex) 
ce o™ OD 605 am a Rost «i. . d- 2 cosa, 
om D dee qu'elles rentrent dans les formules connues, 
Hi cst aid de vérilier les formules (Hi. etd7.), trouvees plus hanf, 
par je considérations semblables à celles-c;. | 


Passons à la considération du cas, où n est un nombre impair. 
Faisons pour abreger, lorsque 2 == 9: 


snabr- sine io + ry dec D AU 
a sin ct x + asindix+ sin a 


Y 
asin aa -La*sing*ix- perd er, 
et désignons de même les valeurs correspondantes 4 == 5 par 
S'. aS! iS! 5^ et & 


a a 


15 22 43 as : 8 ? 
NOUS AUTCHS en vertu de (i. } les équa (ions suivant 
lorsque m = 3: 


Wi Ok eee sit = nn ar 33 u, E aste 
T ems 


ch 
tH 
ou 


{ of 
in c2, gx e BE x ans. 


lersque n ==5: 


Ree 


f UE Qu. tes : £t gc? 5 ) 
| ero (cist rase) 


5 
1 , : ; xt? € 
m xí, S y = 5i( æ + +) 
sil 


t oci AUS 


26. n = zs st to 28.7 02. 5 à TORY, he 2 


I 


m==3, 5 1e Ns | iar 

3, mA ary Fist 

, ? xt? 
maw Sec ERAS 
4, RE. 5i 23..9 * xa TE u,‘ 

Dénotons de méme par: 

e x, ; + (pour nz3), et: 
Gs, Ce, Ce, Cx, Ce Ipour WE) 


&" | 
les valeurs 
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co:51:x-]- cosatix + cosa? ra, 
acosaix ht e.cosa* ta + cosa? ix, 
. etc. etc. 


nous Aurons 
lorsque 2 = 3: 


FES ctii 


07 


LE x $ 


2. » 33417 23-0 33.70 i-z3—16 


dre 
8 Im 


B ait 
fer VE 3-8 PEL 
korsque p => 5: 
; | 
i *otgl nth 
nette) 
a 


28. (m = 2, E: Fret) 


1 


-— | pn MA mu 
nm = 3; a pem S os 33 + CAKE À. ink)» 


m — $, Cx = Jm T ss +53 hes pes 
Pour compsrer ces expressions avec celles des exponentielles, fai- 
sons usage d'une notation abregee semblable à'celle qu'a employée Mr, 
Olivier (Mém. cit. pag. 247.), 
Faisant donc 
er + ex,  eU9p pate D ex dx, 
er der ore ae + ex = Qi x, 
etc, 


expo Fr tr trier S 
ex + gig x + o? ew + e = f x, 
_ etc. 
on formera les équations suivantes, 7 P = 55 
æ'9 


m0, Gs o 5(1 +3575 trot) 
+ æ ait ) 
29. Thee e Pus +57 étssm t6 4 


SA tos tos and) 
27" 


| 
WA 
& 
| 
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{ PS eta \ 
Ve po 34 Q, ax ne ae + — Eis t: age ig teen 
29. K : 5 fut x^ 34 P 
3 u j ff; ye Hee É i 
{r=4, a Gates oh T3341 
: 5 10. . 
m=O, J, tam I 4 D 3.453 as an AL E 
: DIDA 5 { 6 DA a 
mz, fesse tg ante) 
PARTIE er Fe & te ; 
30, m. = 2, J,9 wow Eee Sata 


| - ppt v 23 
T YET x ) 
Hcr de E a 2370 53.8 are 


SR MER i Let 
Lier Pare 5( Pur x Boda Au 3: 
Mettant inaintenant 3 
Qux, Qux, Que e fia, fix, x au dieu de 
30,2, 30:x,30,x et 3fx,—3f,x, 35x (Mem. cit. p. 247), 
| nous aurons en IE, ant les équations (27.) du mém. cit, des équations 
(26.) et comparant le résultat aux équations (25.) ci-dessus: 


qu. ee a à pepe RE PITE 
ys: ODER A E AT M HARD ir 2.2 20 en 
et en sonstrayam (30.) de (29.) et comparant le résultat à (26.): 

32. DX as NE ARMOR oque UV PE NS Eu de 


Au contraire, en ajoutant. on à: 
aqu qoum E ROPA. 
> 9 n 


x f; AES : "m -c 
ac t ND NS due FREE ou Pops ee pn 
34, gp = C. e, 3 P r Xx ea C. By t * € c EA = = Cox, 


expressions qu ‘il est aisé de göndraliser.. 
‘On en déduit aiséinent par Vega 


35. D,x I — e X Beco 1 
er d'autres expressions de la inóme forme. et enim: 
36. 


de sorte qu'on peut exprimer. les fonctions trouvés pac Me, Olivier, 


par des Sinus et Cosinus des quantités imaginaire: 


Au reste, la seconde remarque du pag. 202, Sapplique aussi aux ex- 
ye IQS 3l, 32, 33. 34., 35., 36. | 


^ 
i 
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li est vieir qu'on peut transformer ies formules générales 6, et 7. 
de beaucoup de manières différentes, pour parvenir à des expressions des 
we y^. 

diverses séries; nous en allons présenter un exemple, 


En gb 


ur 


F, oU ow GL i f* mn nn ioa "A ie 

j ( dba 3— T 3....2n Jan ct +5 37 Jin Te 

nme 4 uni LEE: i an 

fem ml fe pe cu ARE I 
és À 1 mer rz Sete? 

ius = "€ ht ERTL ET NE NE het enter) 


ete. ete. 
2 nm: ern apnd 
F ln . 
- aiden ay 9. etd m "m halo pn 3. mov 2,3....9ntTm: 23. 5pm mme 


il est aisé de transformer ces formules par des dillérentiations et intégea- 
tious de manière à renfermer les mêmes puissances de a. En effet, s 
fon prend le premier coéfficient différentiel de F,x, le second de F,x, ic 
troisième de #,x et ainsi de*suite, et ajoutant ensemble Fix et les équa- 
tions ainsi trouvées, ou trouve: 

Fox + Bla + For... ox | 


SM (i AS Urne He 
+ (fon Fons + fonte + ev "P asa) TY Tee 3b 


De méme en diflérentiant F,x une fois, Ff, deux fois, et intégrant . 
Fix, et prenant ensuite la somme des résultats et F,æ,.on trouve: 


JExdx + Ex + Flex TER RED 


n 


zu 


1 


= nU been Un ft RER. 


gg 


+... * 
€ 


Æ ee + Sent: fat er Fame) SITE 
Intégrant sa deux fois, F,x une fois, et différentiant Fa une fois, Fix 
deux fois et ainsi de suite, et ajoutant à F, v, on trouve: 

JFF; wba fF, 0x + Lx + Fax B Ft... + 
(Urb bez Ez 5 + fot Sat fit et he) De REESE pre 


E 


xs (San + fix ptet fon) Mr Ho) 


et ainsi de suite: 


ES Mr 
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WP, xoa + ffF 28x +, [Fe Fo E, CP, Oe PEE 
ppm | 


ETT Ei Use fc ln) TETE 
" ments 
+ ar ML. > SEE NES 4 


etc. ete. 


T SNC pf à rst wp SNL Mmes at Fx 

amen , 

ali + RR HD xà tt Ue Hd nm À 
pU 


«+ (fan + fua + for + pote ee grae Po acm pon À... e 


Ni EU oF roa pf" Fr9x ges o + noU. BE er m e Fr 


bd 
zt FT Hrn Hd 3 Od fus Aud funis e 


d. S 3... ndm 
x” notre 


+ (far A fas Sings + RERO q 3... 9n4m pre : 
Ajoutant maintenant toutes ces équations et Absignant pour abréger tes var 
leurs à gauche par: à 

b. a Di c cd M LU 
Seth th tert ee 
ie f. + fans Page Ho ce + p = S em) 

Fart Petit Sn: ok edo fe e 


Bin} 


Dax? 4m 


et faisant : 


dp trouve: 


+ (Sot x, HR he HE J =, ERE 8. ax 


| Sk Bee T oy 
+ Sim GS woe sic sn at: en 3.; nmn 
: amt s rt : gèn+m 
rt PES ns mur mete TEL 


+ ete. 


Pour appliquer cette formule :à un exemple ‘simple ^ supposons quon ' de- 
mande Pexpression de i série suivante : 


Ai a? dier 
S — haces 2 vit asas 2 etz. 23.9 


Er 
see 


mia A 
+53 deti 


En la multipliant par 3, ea la séduira à la forme ci dessus, lorsqu on choi- 
sit une fonction f(a), peur l«quelle on a: - 
5° = je — 13 =: etc. = 3, 
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puisqu'on doi faire 
xe oue 
V MEN e* y répond. à cette condition, car on a alors 


LR = À = f = ete. = d, 
donc en posant i 2-2; 


ei = ere = efe. = 3. 
I reste maintenant a trouver 
nz=4 conduit 4 Péquatión 


dont les racines sont: . 
av, atm—4, de Vi, t= +1, 


Boe exo et g 34 £go 2c0$x Here”, 
Fog = —f—i oF *—e* A: v-t ccs  2sinx + e* —e™, 
Fr=— 0 634 £e xK— px — — Jose eX + e7*, 


On a ensuite: . 

F aco km PT = fn 
Hero æ = p^» FE, 
If, BOX = FETE P. X. 


Au moyen de ces valeurs on trouve: 


Ze = —Geosr + 3 + LP 


done 
13 +2, +2) = 1(Bsine -4-9e*--3e [s 
Divisant done seite expression par 3, on pad 
S = i(Qsine + 3e te” 
xpression qu'il est aisé de vérifer par le Re 
En terminant ces remarques, nous ferons seulemont observer, qu'on 
rendra la formule ci-dessus (pag. 208.) plus gen nérale en ajoutant des con— 
stantes arbitraires aux intégrales. 1 
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| TR hte 
Aufgaben und Lehrsäize, | 


erstere zu beweisen, letztere aufzulösen. 


N D "(Lehrsátze ‚vom Herrn Professor Pkicker zu Bonn.) 

1. Wenn nach ailen, einer beliebigen geraden Linie parallelen Tangen- 
ten irgend einer gegebenen algebraischen Curve beliebige, unter einander 
gleiche Kräfte wirken, so geht die Mittelkroft aus allen diesen Kräften 
beständig durch einen festen Punct, wie sich die Richtung der parallelen 
Tangenten auch ändern mag. NC. à 
| Es giebt noch einige Süize, die dem vorstehenden analog sind. 

2. Wenn man auf einer geraden Linie OPQ‘, welche irgend eiue 
 gegebene, stetig gekrümmie, in sich selbst geschlossene Linie berührt, in 
sleichen Abständen vom Berührungspuncte P, zu beiden Seiten desselben 
zwei Puncté Q und. Q' beliebig annimmt, und dann diese gerade Linie 
sich so bewegen läfst, dafs sie fortwährend im Puncte P die gegebene . 
Curve berührt,.so beschreibt jeder der beiden Puncte Q und Q' eine in 
sich selbst Zurückkehrende Curve. Der Flächen-Inhalt dieser beiden Cur- 
‚ven ist derseibe. Der zwischen jeder dieser beiden Curvea und der gege- 
. benen Curve legende Ring behslt denselben Flächenraum, was für eine 
Cnvve die gegebene auch sein mag, und dieser Flächenraum ist dem In- 
‘halte eines Kreises gleich, der PO zum Radius hat. Ki 

3. Neue. Construction des Apollonischen Problems der Tactionen. 

(Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wolien wir anneh- 
men, dafs die drei gegebenen Kreise aulser einander und so liegen, dafs. 
es einen Berübrungs-Kreis giebt. der die gegebenen Kreise alie drei um- 
büllt, und einen andern, der keinen derseiben umhiülit; die beiden eben 
‚genannten Berührungs-Kreise sind. és, die wir construiren wollen,» 
-  Man'bestimme auf der Central-Linie des ersten und zweiten, ge- 
gebenen Kreises die Mitten zwischen den beiden innern und den beiden 
äufsern Rändern dieser beiden Kreise, construire die Polaren dieser Mitten 
in Beziehung auf-den ersten gegebenen Kreis und einen neuen. Kreis, der 
diese beiden Polaren berührt und. dessen Mittelpunct auf der Central - Linie 
jener beiden. gegebenen. Kreise liegt. Man ‚erhält einen zweiten ganz 
"analogen. Kreis, wenn man in der eben angezeigten Construction den drit- 
ten gegebenen Kreis an die Stelle des zweiten setzt. . Die Pole der äulsern 
gemeiuschaftlichen Tangenten der beiden Constructions- Kreise, genommen 
in Beziehung auf den ersten gegehenen Kreis, sind die Mittelpuncte der. 
beiden gesuchten Kreise, - Ws ccn. xt a e E 

‚Dieselbe Construction behält ihre Anwendbarkeit, went an die Stelle 

von einem oder von zwei gegebenen Kreisen gerade Linien oder Puncte treten. 
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4. Wenn irgend eine algebraische Curve, und auf dem Umfange 
derselben irgend ein Punct gegeben ist, und man beschreibt in diesem 
Puncte die Tangente und die Normale; legt ferner an die Curve 1) alie 
Tangenten die dieser Normalen parailel sind, und nennt die Abstände je- 
ner Tangenten von der Normalen #,,n,, #,, ..:. 1,, 2) alle Tangenten 
die der Taugente im gegebenen Puncte parallel sind, und nenni die Ab- 
stände von dieser Tangente &,, £,, €,, .... E, ,, und 3) alle Tangen- 
ten dic durch den gegebenen Punct gehen (die Tangente in diesem Puncie 
selbst nicht mitgerechnet), und nennt die Winkel, welche diese Tangenten 
mit der Tangente im gegebenen Puncte bilden w,, w,, &,, .... Ay, SO 
erhült man für den Krümmungshalbmesser der gesebenen Curve in dem 
gegebenen Puncte folgenden Ausdruck: | 

Rer m tango aur di). fanire tang o 
im — 1 PT ce ARE BU 5 Le ee dt ne ve 

5. In allen Hyperbeln, welche auf einer gemeiuschaftlichei: Asymp- 
tote, in unendlicher Entfernung, einen dreipunetigen Contact haben, ist 
dasjenige Dreieck, welches dureh eine .beliebige Tangente von dem jedes- 
maligen Asymptoten= Winkel abgeschnitten wird, von constantem Inhalte. 
Diesen Inhalt können wir das Maafs der Krümmung der Hyperbel in 
unendlicher Entfernung nennen; je grófser derselbe, ist, desto langsamer 
nähert sich die Hyperbel ihren Asymptoten. | 

Wenn irgend eine beliebige algebraiselie Curve und eine reelle 
Asymptote derselben gegeben sind, so giebt, es unendlich viele Hyperbein, 
welche mit der Curve auf der gegebenen Asymptote einen Contact zwei-. 
ter Ordnung und dieselbe Krümmung haben. Für das Maafs dieser Krüm- 
mung erhalten wir folgenden Ausdruck : 


m-—1 UP uU PREX REA 


2 ary at sms 
wenn wir voraussetzen, dafs die gegebene Curve nach einer beliebigen 
Richtung 7 parallele Tangenten iat und 1) die Winkel, welehe die durch 
einen beliebigen Punet der gegebenen Asymptote an die Curve gelegten 
Tangenten mit dieser Asymptote bilden, »,, &,, «+++ %m—1 nennen, 2) die 
Abstinde dieses beliebigen Punctes vog denjenigen Tangenten, welche | auf 
der Asymptote senkrecht stehen, durch #,, 1,, se An, und endlich 3) die 
Abstände derjenigen Tangenten, die der Asymptote parallel sind, durch 
Es E,ss-se Ene bezeichnen. A HE 

6. Wenn irgend: eine algebraische Curve einen parabolischen Zweig 
hat, so kann man für das Maals der Krümmung dieses parabolischeu 
Zweiges in unendlicher Entfernung, den Parameter einer osculirenden Pa- 
rabel nehmen. Wenn man irgend einen Punct beliebig annimmt, und 
sich von diesem Puhete 73 Tangenten. (reelle oder imaginäre) au cine solche 
Curve legen lassen; so. giebt es eine ‚Richtung, nach welcher sich nur 
m — 2 parallele Tangenten an die Curve legen lassen: M it wollen die 
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Abstände rod Tun von den beliebig 1 angenommenen Punote durch 
ue usce tt imos bezeichnen , ferner die Winkel, welche die durch die- 
sen beliebig angenommenen Punct gehenden Tangenten mit der Richtung 
jener Tangenten bilden, .&,, x5; 2... w, neunen, und endlich die Ab- 
stünde derjenigen "Tangenten, ae auf dieser Richtung senkrecht. stehen 
und deren es (7—1) giebt: £,£,, our. Emu” Alsdann ist jener Krüm- 
mungs - Parameter gleich: | 


] 4 &: Den Lj vx. e + Em- ze 
m— 1° L^ » 9, evi 
(Die Forisetzung folgt.) 


. fango, . tango, » + «+ tango. 


(Par M, €. G. T. Jacobi, prof. en math. à Kôuigsberg. ) 


~ 


7. Probiéme d' analyse. Soit donnée l'équation 9 OK, y) 


Ox 
ou pourra trouv er successivement ies différentielles des ordres supérieurs : 
jy OF e A 
2,7 ete, On demande l'expression générale dem, 
One ox . i: y 97. : Ox 


8. Problème d'analyse indéterminée. Soient r, 7^ reed 
So 7 des nombres irraüonnels donnés par autant de décimales quon | 
voudra, et soit donnée l'équation: : 


Arf Ali! + Art AU = 0, 


A, A’, A", ser A” étant des nombres entiers inconnus. On. demande - 
une méthode générale et directe de trouver ces nombres. | 


(Lehrsatze von Hrn. roi. Gudermann zu Cleve.) 


9. Wenn man die drei Seiten eines. sphärischen Dreiecks ABC 
(Vai. EL Vig. 21.) durch die Puncie E, F, D halbirt, und durch die bei- 
den ersten einen Hauptkreis legt, so wird die verlängerte Grundlinie 4B 
davon in emem Puncte X so geschnitten, dals DX = 90 Grad ist, 

Wenn man ferner XY == FE und XM == BD macht, und den Bo- _ 
gen MN eines größsten Kreises zieht, so ist immer das Dreieck XMN an. 
M rechtwinklig und der Bogen MN das Maals für den halben Inhalt 
des Dreiecks ABC. Bezeichnet . man nemich den Überschuls der Summe 
der drei Winkel desselben über 180 Grad mit ‚E, 80 ist: e==2.MN. Con- 
siruirt man ferner über der Grundlinie AB ein zweites Dreieck ABC’ mit 
einem gegebenen Winkel BAC’ so, dals B/C’ = E\4 ist, so ist jedesmal 
auch PU = FB und BP os RP C 

Endlich ist auch das Dreieck :2B0C'-4BO und Dreieck CC 4— COR. 

Man kann auch die Construction des Dreiecks ABC", stati wie vor- 
hin, dadurch bedingen, dafs HE’ = P" sein müsse, 


-Es wird ein möglichst einfacher oder elementarer Beweis dieses 
Theorems verlangt, 
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Hinzugefügt kann noch werden, dais wenn man in J sin Perpen- 
dikel aufsteigen lälst, wovon EX in Y geschnitten wird, und man die Ver. 


längerung YZ = 90 Grad macht, der Punct Z der Mitteipunct des dem - 


Dreiecke ABC oder ABC’ zugehörigen Lexellschen Kreises ist, und 
also ZC = ZC’ den Radius dieses kleinen Kreises ausdrückt. _ 


10. Beschreibt man über den drei Diagonalen eines vollständigen 
ebenen Vierecks, als Durchmesser, ähnliche und ähnlich liegende Ellipsen, 


so schneiden sie sich zweimal in einem und demselben Puncte. 


(Par un: anonyme.) 


11. Théorème de géométrie. Supposons qu'un angle mobile 
et de grandeur donnée touche constamment une même courbe donnée; 
soit P un des points de la courbe décrite par le sommet de l'angle et 


A, B les points de contact de la courbe donnée qui répondent à ce point: 
la normale menée au point P à la courbe décrite par le sommet de l'an- 


gle mobile passera par le centre du cercle circonscrit au triangle PAB. 

Si l'angle mobile est droit, la normale passera par le milieu de 
la eorde de contact AB. On en tire aisément le théorème connu, que 
la courbe décrite par le sommet d'un angle mobile droi, dont les co- 
íós touchent constamment une conique, est un cercle concentrique à 
cette courbe. ; 


(Aufgaben von Anderen.) 


12. Nachdem nachgewiesen worden, dafs ein geradliniges Dreieck 


ABC (Fig. 22.) durch die drei geraden Linien 4P, BQ, CR, die, durch die. 
Ecken desselben gehend, in einem und demselben Punct sich schneiden, » 


bestimmt wird, so dafs mit gegebenen drei Scheitellinien nur Ein Drei- 


eck möglich ist, käme es darauf an, die Seiten, Winkel und den Inhalt | 
des Dreiecks 4BC durch die Scheitel - Linien ZP, BQ, CR auszudrücken, 
desgleichen die Abstände ihrer Durchschnitie mit den Seiten von den. 


Ecken des Dreiecks, und die Wiukel- Abstände der Scheitel- Linien von: 
Jen Seiten des Dreiecks, für weiche bekanntlich die Gleichungen 
AR BP,C0 = BR.CP, 40, undi. 
| sin BAP.smCBO.sin ACR = sin CA4P.sin 4BQ. BCR 
Stati finden. B i xn ; 
. Aus einem allgemeinen Ausdrucke des Inhalts. A des Dreiecks 
durch die Scheitel- Linien 4P=p, BQ=—9g, CR=r würden sich z. B. 
unmittelbar die bekannten, dem Ausdrucke des Inhalts durch die Seiten 


analogen Ausdrücke desselben für die Fälle ergeben, wenn die Scheitel- 


Linien auf den Seiten senkrecht stehen oder sie halbiren, nemlich: 


A Luby c E ARE Coo C SLE, Pal e à ots aati N " = 1M 
M iG 1 QUE i ae 15541 a 1 )] 
"II TN ee JE, 
It trl Age toe Oe (+5 dV ET RHI 


EST 
$ Y 


de AS d Bee I. “Aufgaben und Lehrsatze, 


fur den csten Fall, und 


à = aviv Er DO Due net, a 


fiir’ den zweiten, die sich einzeln bewiesen in den Elementen finden. (z. B. 
in dem Lehrbuche der Geometrie des Herausgebers, Berlin 1826., Ister 
Baud S. 144.); desgleichen der Ausdruck für den dritten élementaren 
Fall, wenn die Scheitel-Liuien die Winkél des Dreiecks halbiren, welcher 
Ausdruck noch. nicht in den Elementen angetroffen wird. 


Die Theorie der Scheitel-Linien im Dreieck dürfte überhaupt noch 
manche interessante Sätze geben. Man findet einiges Frühere dahin Gehö- 
rige in Kästner’ s „geometrischen Abhandlungen,” in Puissant ,, Recueil 
. de diverses propositions de géometrie " und in einer kleinen Schrift des Her- 
ausgebers, unter dem Titel »Über einige Eigenschaften des ebenen gerad- 
linigen Dreiecks, rücksichtlich dreier durch die Winkel - Spitzen gezoge- 
“ner gerader Linien, Berlin 1816.” 


13. Es käme auf die Sätze von den grölsten Ru an, die, durch 
die Spitzen eines Kugel-Dreiecks gehend, ‚in einem und. demselben 
Puncte sich schneiden. 


14: Ks sei eine der vier RER Seitem- Ebenen. einer dreisei- 
tigen Pyramide » pegeben, nebst. einer der drei Kanten aus der vierten 
Ecke mach der gegebenen Seiten-Ebene: man sol die beiden andern nicht 
gegebenen Kanten ı imter der Bedingung finden, dafs das sphärische Dreieck, 
weiches von den drei nicht gegebenen Seiten - Ebenen der Pyramide be- 
. grenzt wird, ein Maximum sei. _ 


15. Aus fünf vou den sechs Winkeln zwischen den Seiten - Kbenen 
einer dreiseitigen Pyramide den sechsten Winkel zu finden. 


TD IUS Aus den nemlichen fünf Winkeln und der Kante am sechsten 
den kérperlichen Inhalt der Pyramide zu finden. 


17. Wenn zwei Polyeder eine gleiche Zahl dreieckiger Seiten-Ebe- 
nen haben, und die Winkel, welche "diese Seiten- Ebenen mit einander 
„machen in beiden. Folyädern die nemlichen sind: sind dann diese Polyë- | 
der- einander ähnlich? und wenn sie es sind: wie viel Winkel zu ischen 
den Seiten - Ebenen werden durch die übrigen bestimmt ? 
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19. | 
Beitrage zu der Lehre von den Keuenbrüchen, nebst 
einem Anhange dioptrischen Inhalts. 
(Von dem Herrn Prof. 4. F, Mobius zu Leipzig.) 


Be Abfassung des im 2ten Heft des 5ten Bandes befindlichen Aufsatzes tiber 
die Haupt - Eigenschaften eines Systems von Linsengliisern, wo ich diese Ei- 
genschaften aus denen der Kettenbriiche zu entwickeln suchte, führte mich 
der innige Zusammenhang der Lehre von den Kettenbrüchen mit den Eigen- 
schaften der Linsensysteme zu verschiedenen Bemerkungen über die ersteren, 
welche mir neu, und, wenn auch nur den Elementen angehörend, einer 
spätern Mittheilung nicht ganz unwerth schienen. Der in der erwiihnten 
Abhandlung erwiesene Satz, dafs die Wirkung jedes Systems von Glüsern, 
eben so wie die Jedes einzelnen Glases, durch zwei gegebene Puncte (die 
Brennpuncte) und durch eine Linie von gegebener Länge (die Brennweite) 
vollkommen bestimmt ist, und die leicht auszumittelnde Art, nach der, 
wenn ein Glisersystem in mehrere einzelne Systeme zertheilt wird, aus 
den Wirkungen und der gegenseitigen Lage der einzeluen die Wirkung 
des ganzen beurtheilt werden kann, veranlafsten mich, auf analoge Weise 
einen Kettenbruch in mehrere einzelne zu zerlegen, um somit nach Be- 
rechnung dieser einzelnen und ihrer Wiedervereinigung zu einer kürzern 
Form des anfünglichen, so wie zu merkwiirdigen Eigenschaften der Ket- 
tenbrüche überhaupt zu gelangen. 

Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind in den nachfolgenden 
Blättern enthalten. Voran geht die Entwicklung der Haupt-Eigenschaf- 
ten der Kettenbrüche, so wie der für diese Lehre besonders wichtigen, 
aus beliebigen Elementen gebildeten ganzen rationalen Zusammensetzun- 
gen (sie sind hier, so wie in dem oben gedachten Aufsatze durch Ein- 
schliefsung der Elemente mit Klammern angedeutet), deren gegenseitige 
Relationen schon Euler in einer besondern Abhandlung (Specimen algo- 
rithmi singularis in Nov. comment. Petrop. Tom. LX.) untersucht hat. , 
Doch glaube ich hier ($. 5. — 7.) diese Relationen etwas schärfer, als Eu - 
ler, der sich oft nur der Induction bedient, erwiesen zu haben. Dies 

Crelle’s Journal d, M. VI. Bd. 3. H&. 29 


216 . 19. Mobius, von Kettenbrüchen. 


gelang ‘mir theils durch die vorhin erwähnte Zerlegung eines Kettenbruches 
in zwei oder mehrere Theile, theils dadurch, dafs ich ähnlicher Weise 
wie Euler für jene Zusammensetzungen einen Algorithmus für die Ket- 
tenbrüche selbst zu bilden suchte, womit aber nicht blofs dem Erweis 
jener von Euler entdeekten Relationen, sondern der Elementarlehre von 
den Kettenbrüchen überhaupt einiger Nutzen gebracht sein dürfte. 

Zum Schlusse habe ich noch die oben gedachten Sätze von den 
bei jedem Gläsersystem im Allgemeinen angebbaren zwei Brennpuncten 
und Brennweiten und von den daraus zu berechnenden Wirkungen des 
Systems, so wie auch die Haupt- Eigenschaften der Fernróhre auf eine 
neue, der Einfachheit dieser Sätze entsprechende, ganz elementare Weise 
dargethan. 


$. 1. Ei Kettenbruch entsteht, wenn man von emer Reihe auf 
einander folgender Brüche zu dem Nenner des ersten Bruchs den zweiten 
addirt, sodann in diesem Aggregate den Nenner des zweiten um den drit- 
ten Bruch vermehrt, u. s. w. Hieraus folgt sogleich, dafs ein Kettenbruch 
seinen Werth nicht ändert, wenn Zähler und Nenner irgend eines der ein-. 
zelnen Brüche, so wie der Zähler des nächstfolgenden Bruchs mit einer 
und derselben Zahl multiplicirt werden. Sind daher 

(a.) 2 Date 2 


P 9. ae ieu Aie eo + € 
die einzelnen Brüche, welche den Kettenbruch ausmachen, so werden auch 


e ry  rsó 
(5.) E rae TE, A. LE bk py Mond 
in Verbindung denselben Kettenbruch erzeugen, was für Werthe auch p, gs 
r, $, +++ haben mögen. Man kann hiernach die anfiinglichen Brüche (a.) 
immer so umbilden, dafs in den neuen Brüchen (b.) die Zähler (oder die 
Nenner) irgend gegebene Werthe 4, B, C, D, .. .. haben, indem man 
die willkürlichen p, 7, r, .... aus den Gleichungen pa —.4, pg — B, 
gry = C, etc. (oder pa = 4, gb — B, re — C, ete.) bestimmt. 

Ohne daher der Allgemeinheit Abbruch zu thun, kann man immer 
die Zähler sämmtlicher einzelnen Brüche der positiven Einheit gleich setzen, 
_ wie dies auch bei Elementar-Untersuchungen über Kettenbriiche zu ge- 
schehen pflegt. Im Gegenwärtigen sollen aber aus weiterhin sich erge- 
benden Gründen nur der Zähler des ersten Bruchs — +1, die der übri- 
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gen dagegen — — 1 gesetzt werden, so dafs in der Reihe (a.): «— 1, 
peyHi=....=—I1. Wird alsdann pz 1, y=—1, r=1, s=—1, 
„und so fort abwechselnd genommen, so wird die umgeformte Reihe (2.): 
1 1 1 1 


QU tL odis "fs? 

woraus erhellet, dafs man in der hier anzuwendenden Form mit negativen 
Zühlern die Nenner des 2ten, 4ten, 6ten etc. Bruchs negativ zu nehmen : 
hat, um diese Form auf die gewóhnliche, wo jeder Zühler = + 1 ist, 
zu reduciren. | . 


Der Raum-Ersparnils willen mögen nun die Kettenbrüche von der 

besagten Form, wie 
1 1 1 f 

"T , 1 ? 

pe 

| C Sy) Md 

YE 
durch (a), (a, b), (a, 5, c), (a, 6, 6 d), U.S W. ae werden. Hier- 


nach ist: 


1 : 
1. (a, b) —— I (a, b, c) ==. a (8,0)? (a, b, C, d) =— Cd Us S, Wey 
so wie . | 


a — (b) = a —(b,c) = 


TE KU 
| (a, d)?- (a, 5, c) 
Eben so ist, wenn man (c,d,e,....)=p setzt: | 
2. (ab,c,d,e,....) == (a,b—p) = (a, b—(c d,e,....)), 
und ouf gleiche Art: | 
= (a,b,c—(d,e,....)) = (a, bc, d—(6&....)), u.s. We 


i Ferner leuchtet ein, dafs, wenn z.B. in (a, 5, c, d) das letzte Ele- 
ment d unendlich grofs genommen wird, der Kettenbruch in (2,5, c) uber- 
geht. Setzt man aber d — 0, so füllt nicht nur das letzte, sondern auch 
das vorletzte Element weg, d.h. es ist: 
(a,b,c,0)=(a,b), und eben so (a,b,c,d,0) = (a,b,c), u.s. We, 
so wie (a,b, c, oo) = (a,b,c), u. s. W. 


$. 2. Aufgabe. + ist durch y und die Constanten a, 5, c, d, e, 
mittelst des Kettenbruchs | 
4 x = (a,b, ¢,d,e, Y) 
gegeben. Man soll onere y, dureh x ausgedrückt, m 
: 2 
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Auflósung. Aus (4.) folgt nach (1.): 


1 . - 3 ^ í 
x = mun PRE TR ET (5, . soe y) — eres = a — (x); oder 
1 : à 
an = eX) guy MR (> N 


1 1 
Grape) en Vat Cue rca 
und hieraus eben so: 
UD = (d,e,y), SR : E wee = (e, y), RTS — (y), oder 
>. y = = (e, d, c, b, ay x). i 
$. 3. Aufgabe. Die im vorigen $. angenommene Relation zwi- 
schen x und y durch eine Gleichung darzustellen, in der weder x noch 
y, in Kettenbrüchen enthalten, vorkommen. 
Auflösung. Da von den zwei identischen Gleichungen 
4. «x= (a,b,c,d,e, y) und 5. vy = (ed,c, b, a, a), 
vermige der ersten, jedem Werth von y nur ein Werth von x, und ver- 
möge der zweiten, jedem x nur ein y zukommt, so muls die gesuchte 
Gleichung zwischen x und y von der Form sein: 
(a) A+Bx+Cy + Dry = 
Nach (3.) wird nun, wenn man in (4), y=x% setzt: x —(a,b,c, d,e). 
Für denselben Werth von y reducirt sich aber (a.) auf: C+Dxr=0. 


Mithin ist: QOO Bes (a sod ner | 
Eben so wird für y — 0, wegen (4.): x=(a,b,c,d), und wegen (a.): 
4+Bx=0; folglich: | 

(c) A:B= —(a, b, c, d). | 
Auf gleiche Art ergiebt sich, wenn man in (5.) und (a.) das eine Mal 
zx —oo, das andere Mal x =O setzt: | 

(d. B:D-— — (e, d, c, b, a), (e) A:C——(e, d, c, 5), 
und wenn man (5.) mit (e.) und (c.) mit (d.) multiplicirt: 

(fF) As Dix (a arene) (G rs TIU 
Hiermit haben wir zugleich eine der bemerkenswerthesten Relationen zwi- 
schen Kettenbrüchen: 

Gus (ass. o pes ow es (ede MOTTO 
erhalten, in welcher, wenn sie auf eine beliebige Anzahl von Elementen 
ausgedelint wird, e und à das erste und zweite, e uud d das letzte und 
vorletzte Element bezeichnen. 


19. Mobius, von Kettenbrüchen. | 219 


Substituiren wir jetzt die gefundenen Verhjitnifswerthe von 4, B, 
C, D in (a.), so kommmt: 
CPE) CPP) IE Ge) — (8, ....6)y + wy = 0, oder 
Ke, «. 2) (a. ...d) — (6... a) — (4,.:.. 0) y + my = 0, 
zwei Gleichungen, denen man auch die Form: 
2 f a : 
7 0 [x — (8,....6)] [5 — (6e, «... a)] I Küste) [(e .... 0) — (e... à)] 
= (e se QU LG v» oc€) —(G,.... 0)] 
geben kann. | E bi 4 
$. 4. Zusätze und Folgerungen. c) Setzt man in (7*.) für 
æ seinen Werth aus (4.), so kommt die identische Gleichung: 
ner) laine) 
[6 ..., @) 


ie tiui] Ny. eve) a PY 


1 bd o> , 
wo noch — — für y—(e,....@) gesetzt worden (1.). 


LG's Cy rer a) 
Man schreibe jetzt f statt y und bezeichne die Differenzen: 
(Oye tar te) ta; 18) — (a; 1d); so ves 
mit A(a,....6), A(aj.... d), u.s. w., so hat man: 
NOS ray (651.5 0)2x(0, ives 0)j 
und eben so: 
Zn ee (Us ....0)(d 0) AUS bc) 
& (a, b, c) = Ans (c, 6, a) Ata, 5), 
A (a, 5) = (cba) (b,a) A(a), 
folglich, weil (2,5) ==, (,0)= 5°, und daher A(e) (2,5) — (2) 
== (b,a)(a)? wird: 
A (a, b) = (e, b, a) (b, a)’ (a), 
A (a, b, c) = (d, c, 5, e) (c, b, a)’ (b, a)? (a), 
And) (65 7, 09 a) (dy... ed) (c; bya)? (58) (a) 
u. 8 We | 
5) Die Gleichung (7*.) liifst sich daher auch so darstelleu: — 
Data eli — (Cease O)| == (6). 6008) (d; 9.0) «2 (a), 
woraus wir den Schlufs ziehen: Wenn von zwei veränderlichen Grölsen 
x und y, die eine von der andern so abhängt, dafs x = (a,.... e, y), folg- 
lich auch y —(e,.,..4,x), so ist, je nachdem x > oder «(2,....e) ge- 
nommen wird, auch y > oder < fe,....@), indem das Product aus den 
Differeuzen x—-(2,....€) und y —(e,....a) einem, von x oder y übrigens 
unabhängigen Quadrate gleich ist. 


8. 
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. €) Von den zwei nach (7*.) identischen Ausdrücken: 

(es 0) [(a5 6) —(8,-...d)] und (2,....e)[(6 . ... 2) — (6... 2)] 
entsteht der eine aus dem andern, indem man die Elemente a, 5, c, d, e 
in umgekehrter Folge nimmt. Es wird daher auch das dem erstern die- 
ser Ausdrücke gleich gefundene, aus Quadraten zusammengesetzte Product 
durch Vertauschung der Elemente o, ....e mit e,....a seinen Werth 
nicht ändern; also, nach Ausziehung der Wurzeln: 

(eye 2) (d, ers 0) (5,0) (à) = t (,.... €) (b, .... Chess» (430) (à. 

Um über das doppelte Vorzeichen zu entscheiden, so begreift man 
leicht, dafs, wenn bald das eine, bald das andere Stait finden sollte, ein 
solcher Wechsel nur bei Änderung der Elementenzahl eintreten könnte, 
nicht aber bei Ánderung der Werthe der Elemente, wührend ihre Anzahl 
dieselbe bleibt. Nimmt man nun alle Elemente einander gleich an, so wird 
(e,...,a)=(a,. vr e), (d,.... a) (b, .. 6), u. s, w., (5, a) — (d, e), (2)— (6), 
welches auch die Zahl der Elemente sem mag. Mithin kann immer nur 
das obere Zeichen in Jener Gleiehung Statt haben, also: 

109.0 (6,5 ead, url eds a)(a)=(a,....e)(b,....e). i. aH D. 


d) Dasselbe Resultat lifst sich auch unmittelbar aus der Gleichung 
(6.) und den ihr analogen herleiten, wie jeder ohne Schwierigkeit finden 
wird. Auch hätte man durch dieselbe Gleichung selbst zu den Gleichun- 
gen (7. und 7*.) geradezu gelangen kónnen. Es ist nemlich nach (6.), . 
wenn y als neues Element zu 2,....e hinzugefügt wird: 

(anne Y (ves nes) = Kr a) (af TEN 
oder nach (1.): ERU A 
(&.. y—(s-. a 

Setzt man eri x für re y), so Hat man die erste der Glei- 

chungen (7.) und damit auch zugleich die übrigen gefunden. 


§. 5. Man setze die uM den Elementen a, . . . . e gebildete F unction :- 


11. (sd estare) ca ICT PIC: CRO SS [ay b, 6, dre 
so ist t zufolge der Gleichung ao): 
12.  [a, b, c, d, e] = [e, d, c, 5 a], | 
und eben so bei jeder kleinern oder grófsern Zahl von Elementen. 
Diese neuen durch Klammern angedeuteten Zusammensetzungen 
der Elemente c, 5, c, .... spielen in der Lehre von. den Kettenbrüchen 
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eine sehr wichtige Rolle und besitzen eine nicht geringe Anzahl merkwür- 
diger Eigenschaften. 
Die aus dem Bisberigen unmittelbar fliefsenden Eigenschaften der- 
selben sind folgende. 
a) Der Werth einer solchen Function ändert sich nicht, wenn die 
Elemente in umgekehrter Folge genommen werden (12.). 
; 1 
b) Weil nach (11.): TON dote TER 
wenn man diese Gleichung durch (11.) dividirt: 
13. (@,-...€) = en so wie (e,....0) — [ned une, 
wonaeh daher jeder Kettenbruch von der in $. 1. angenommenen Form 
als der Quotient zweier dergleichen in einander dividirten Functionen ~ 
dargestellt werden kann. 


c) Eben so ist: Lol EIL Mit diesen. Werthen für 


(e,....a) und (d,....@) verwandelt sich die Gleichung (1.): (e,....2) = 
1 


[5 .... e] ist, so kommt, 


ain) in. 
Ium er, 28 |O—|2yen00C], 
und auf gleiche Art hat man: 
[a,.-.-d] = [95,0] 2 — [0,5], [0,5 c] = [a,b]c—[e], wo [el — 
y. E 

Endlich ist [e,5] = DIO! 
mit den vorhergehenden Formeln [a, 4] — [2] à — [ ] sein sollte, wir schlie- 
fsen können, dafs, wenn innerhalb der Klammern kein Element mehr vor- 
kommt, ein solcher Ausdruck der Einheit selbst gleich ist. 

Die neuen Functionen sind demnach insgesammt rationale und ganze 
Funetionen ihrer Elemente, nemlich: 

[e] 2 «4, .[e,5] 224 6 —1, [a,b,c] 2 abe—a—c, u.s.w., . 
. und mit Hülfe derselben kann ict (13.) jeder Kettenbruch in einen ge- 

wôhnlichen Bruch mit USE, und ganzeın Zähler und Nenner ver- 

wandelt werden. 

d) Werden in den Gleichungen (8.) die eingeklammerten Aus- 
drücke statt der Kettenbrüche eingeführt, so erhält man: 


ia 
E ES 


—cb—1, so dafs daher, weil analog 


2 Cass a 1 
CE DR sdes ER) CE TE i alla... se] 
— À ir Le s d 
[qum (ass) — (0, 4d) = MNT [5 ] 


pud re] lead 
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und damit die merkwürdige Relation: 
15... [dm d] [0556] — [eyes use] [da ESSERE 
Endlich kann der Gleichung (9.) zwischen x und y die sehr ein- 
fache Form gegeben werden: 


16.  [xr—(a,.... 0] fy —(e,....] = em 


oder, wenn man die Kettenbrüche durch PS He. Klammern aus- 
drückt, und mit Anwendung von (15.); 


16*, = [a,....e]xy — [a,....d] x — [5,.... e] y + [0 ..., d] = G. 


$. 6. Um etwas verborgener liegende Eigenschaften der .Ketten- 
brüche und der ‘mit ihnen verwandten Functionen zu entdecken, wollen 
wir in der Gleichung (4.), wo eine beliebige Anzahl constanter Elemente 
und ein veründerliches Element y, zu einem Kettenbruche verbunden, den 
Werth einer andern Veränderlichen x bestimmten, die Reihe der Elemente 
als aus zwei Gruppen bestehend uns denken und demzufolge 

(a), | € = (0,0, «45. def, sa 

schreiben. Hierbei sind nemlich a, 5 und a’, b’ die zwei ersten Elemente, 
d, e, f und a’, e’, y die drei letzten Elemente der ersten und zweiten Gruppe. 
Die Anzahl der Elemente in jeder der beiden Gruppen ist willkürlich, 

Man setze nun 

(b.) 1o qas Ne: 

so wird nach (2.): x=(a,....e,f—w); also wenn man 


*) Bei Euler, welcher die einzelnen Brüche zs = Er .«.. nicht durch Sub- 


traction, wie hier geschehen, sondern durch Addition zu einem Kettenbruche vereinigt, 
haben deshalb auch die Ausdrücke [a, b, c,....] eine etwas andere Bedeutung. Statt 
dafs nemlich hier die Producte, in welche SI diese Ausdrücke auflüsen lassen, durch 
Addition und Subtraction wechselsweise mit einander verbunden sind, sind sie es dort 
blofs durch Addition; und eben so werden sich auch die zwischen solchen Ausdrücken 
selbst hier aufgestellten Relationen von den dortigen rücksichtlich der Vorzeichen vn- 
terscheiden, So ist zwar die Formel (12.) auch bei Euler ganz dieselbe. Dagegen 
aussen in den Formeln (14.), um sie in die Eulerschen zu übertragen, statt der Mi- 
auszeichen rechter Hand, Pluszeichen gesetzt werden. In (15.) aber ist statt der 1 
zur Rechten, +14 zu setzen, +1 bei einer ungeraden, — 1 bei einer geraden Anzahl 
der Elemente a,.... 2. Ee so mufs auch in den später folgenden Formeln (20. 
und 24.) das Glied zur Rechten nach Beschaffenheit der Elementenzahl bald positiv bald 
negativ genominen werden. 

Diese depre: ten Vorzeichen fallen nun bei der von mir angenommenen Bildung 
der Kettenbrüche durch Subtraction überall hinweg, daher ich ev Bildung, der nis 


durch für das Folgende bewirkten grölseren Einfachheit willen, den Vorzug. geben zu 
müssen geglaubt habe. 
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(e) fmuv+w setzt: 
(uU xe STA Mes D), 
Die Gleichung (a.) kann hiernach, als durch Elimination von v und 
w aus (b., c. und d.) entstanden, angesehen werden. Um diese Elimina- 
tion jetzt auszuführen, setze man: 
(m... .e) m a, (6....0) = D, 1:[0,,...e] = y, 
Ra Ke, an =P, 1: [05 el vy 
so gehen die Gleichungen (d. und 4.) nach (16.) über in: 
[r—«][v—8] = y, [w—«'] [r—07] = y^ 
und man erhält in Verbindung mit (c.): 
(e.) v Hire — 0, wo d=f—B—«’, 
als das gesuchte Resultat der Elimination. 


Zu einer Gleichung zwischen x und y, wo keine dieser beiden 
Veränderlichen in einen Kettenbruch mehr verwickelt ist, führt aber (a.) 
unmittelbar, wenn man 

Eee s.a) D 1212, «eC € | z& y^ 
setzt, indem dann | 

() [x—«"][y—B"] = y". 
(e. und f.) müssen daher zwei identische Gleichungen sein. Es folgt aber 
aus (f.): y — oo für x — 4^", und r=oo für y=”. Substituirt man 
diese zwei Paare zusammengehöriger Werthe von x und y in (e.), so kommt: 
6) y —[a"—2]0, y"-—[9"—8/]9. 

Da ferner « und ß’ zwei zusammengehirige Werthe von x und y 

in der Gleichung (e.) sind, so hat man wegen (f.): 
(h) Lea] [BP] = y^. 

Mittelst der drei Gleichungen (g. und ^.) werden die drei Con- 
stanten «^, Q^, ^ in (f.) durch die Constanten in (e.) bestimmt, und es 
können daher aus der Vergleichung von (e.) mit (/.) nicht noch andere, 
aus (g.) und (7.) nicht schon fliefsende Gleichungen hervorgehen. 


‘ Durch Verbindung der drei Gleichungen (g. und 4.) erhält man 

leicht folgende: 
() [«"—as]]| = 
Zieht man aus diesen die Quadratwurzeln, und behült, was bald 


nachher gerechtfertigt werden wird, blofs die positiven Vorzeichen bei, 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 3. HA. 30 


2,11? 1% „1% 35/ 
237 2 
EE] = Ur E 
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und setzt endlich für a, «^, Q^, 9", y, . ... Ô aus dem Vorigen ihre 
Werthe, so ergeben sich die Relationen: 


17. (8, .... 6) — (a, .... 6) = m 
18. (6%, cae 8) — (en. oo ee ee, 
19. fee Sea (ees pes la, ome | 


[e 5 Malle, [a7 ..e]? 
yon denen sich die beiden ersten nur durch die éntgepen cease Folge 
ibrer Elemente, also nicht wesentlich von einander unterscheiden. 


. Drückt, man die in (17. und 19.) noch vorkommenden Kettenbrüche 
nach (13.) durch Functionen mit Klammern aus, so kommt nach leichter 
Reduction: i 

20.  [2,.... e] [b .... e^] — [a,....€/] [b,..--€] == [aoe de 

21." [me .el f las PE a enone. ne VS 

une: OT La a Beane re 6] 105 en 
oder noch einfacher, weil [a, LA ad la, ARE om 

22.  [e,....f] [4^ .... e^] — [a,....€] == fo, el ID 

Um uns noch von der Richtigkeit der bei Ausziehung der Wurzeln an- 
genommenen Vorzeichen zu überzeugen, so ist es, wie schon in $. 4. erinnert 
worden, hinreichend, diese Richtigkeit für bestimmte Werthe der Elemente, 
aber für eine unbestimmte Anzahl derselben darzuthun, Man setze daher 
sämmtliche Elemente einander gleich, jedes == 2, so erhält man nach (14.): 

[2] — 2, [2, 2] 2-3, [2, 23,2] — 4, i235 25252] = 5; shave, 


und nach (13.), (2,2, 2,....) — = T j» wenn z die Anzahl der Elemente 


bezeichnet; also (2,2,2,....) = einem positiven echtenBruche, der sich 
desto mehr der Einheit nähert, je grölser die Elementenzahl ist. Hiermit 
übersieht man nun sogleich, dafs (wenn jedes | Element = 2 ist, welches 
übrigens auch ihre Anzahl sein mag) das in jeder der Gleichungen (17. — 
19.) zu beiden Seiten des (=) Zeichens Befindliche eine positive Grófse 
ist, dafs folglich diese Gleichungen, mithin auch die daraus abgeleiteten 
(20. und 21.), hinsichtlich der Vorzeichen ihrer Glieder, richtig sind. 


$. 7. Die Gleichung (20.) kann als eine Verallgemeinerung von 
(15.) angesehen werden, indem die erstere Gleichung in letztere über- 
geht, wenn man auf e unmittelbar e’ folgen lüfst. Man kann aber die 
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Gleichung (20.) selbst noch sehr verallgemeinern, wenn man die Reihe 
der Elemente in noch mehr als zwei Gruppen zerlegt. 

Bestehe.sie zuerst aus drei Gruppen und sei sie daher nach einer, 
der vorigen analogen Bezeichnungsart: 


EONS D o veli af deis, vel 
so ist wie in (17.): 


Re 
Vete (ae: = Cede LETT À ean 
rere = late anse? 
p 348 PT HD MAU ee Vu ee 
olglich 
2 en af, a IRINA. anne 
Zi [o »... e] [a - ef] ran [a,.. [a,....e] [o. [e; . M [CN Bella. se 2 etc oder 
24. e e'][a,. yt € e" |] — [a,.. . aM PME cler elle rer 


eine Relation, deren Bildungsgesetz, wenn man sie mit der oben stehen- . 
den Reihenfolge der Elemente zusammenhält, sehr leicht erkannt wird, 
und daher keiner weitern Erörterung bedarf. 


Von dieser allgemeinen Relation kommt man auf (20.) wieder zu- 
rück durch Weglassung der Elemente c, .... e, so dafs noch f, a^, ... e', 
f, a", .... e" übrig bleiben. Hiermit wird [e,....e]=1 (vergl. $. 5.), 
und (24.) geht über in: 
[A elle‘... e' He D oswat eit] at, ae ie" Bina) 
Eben so gelangt man wieder zu (20.), wenn man die letzten Ele- 
mente G^, .... €'" streicht und die noch übrigen in umgekehrter Folge 
nimmt. 
Vernichtet man aber die mittlern Elemente a’, . .. . e' und lüfst daher 
"gro Vt cole d SM UU eil es 
die Reihenfolge der.Elemente sein, 30 ist [2/, ... . e^] — 1 zu setzen, und 
(24.) verwandelt sich in: 
Le, ..--/1 Lf, .--.e]-—[¢,....e”] = [a,..-- el[o^, .... els 
welches auf (22.) hinauskommt. 
| Die Gleichung (22.) kaun insbesondere dienen, um Producte aus 
Functionen mit Klammern in Summen dersolben aufzulósen, eben so, wie 
ein Product aus Sinussen und Cosinussen in eine aus diesen Linien beste- 


hende Summe verwandelt worden kann. So ist z. D. 
30* 
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[e, b, c] [a^ 5^, e^] = [a, 5, c, a’, ^, c'] + Le, 51 [d', c]; 
Le, à] [4’, c^] = [a, 6, d/, c*] + [a] [c]; 
[e] [e^] = fe, c^] 4- 1, folglich 
[a, 2, c] [4^ 6, c] = [e,b, c, a^, 0^, e] + fa, 5, ^, e] + [a,e] +1. 
Werde jetzt das System der Elemente in vier Gruppen zerlegt und 
sey es daher 
Zee, yr o en dim ES TUS 
so erhalten wir auf ganz ähnliche Art, wie wir vorhin zu (23.) gelangteu, 
die Relation: 


a“! 4 
er 


— ee Le, .... e'"] 
eu [a,....e][a,....e] x Ia. nella nett + [e,.. e^] [e «om eek 
[a', & eur] 


= EMRE reU 
woraus sich die bei noch mehreren Gruppen Statt findenden Gleichungen 
von selbst abnehmen lassen. 


$. 8. Nachdem in dem Bisherigen die merkwürdigsten Relationen 

zwischen Kettenbrüchen und den mit ihnen verwandten Functionen ent- 
wickelt worden sind, will ich noch zeigen, wie die Zerlegung der Ele- 
mente eines Kettenbruchs in mehrere Gruppen nicht selten zur Verein- 
fachung seiner Form und seiner ioc mit Nutzen angewendet wer- 
den kann. Sei zu dem Ende, wie in (4.), x durch y und mehrere con- 
stante Elemente mittelst eines Kettenbruchs gegeben. Man bilde aus den 
Elementen mehrere, z. B. vier, Gruppen, und nehme daher an: 

26. aim (a, see Oy, fy al case's f^, ail, eG shhh tg M 
Man setze nun: | 

(né rer ent, CORPS) tre i y e son €, Pal To AE 

(ul Msc rd y) = a", 

so ist nach (2.): 
x eem (5400-0, f —x)), xz (Oye eee f'— x), at s (a se, ae 
und nach (16.), wenn man noch (2,....6) — «, (e,.... a) =f, 1 : [0545€] 
ey, (05,....e^) — a5 ui sc We. setzt: 

(4). [x—al[f—2’—B]=y, [x/— o] [/— x"—9'] 2 y", usw. 

[z^ — a [y —B"] = be. 


y^ 


folglich x = « +75 = ty res u. S, We, und wenn man 


daraus x‘, a’, a’ successive eliminirt: 
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= & NL Re 
IR —L 
f— '— a! — niea le ae fs lH 5 773 a 
"HaT LES 

Y | e —£ œ y— ZZ $ 

Hiermit erscheint der Werth von x wieder in der Gestalt eines 
Kettenbruchs, der jedoch nur aus so vielen Gliedern besteht, als in wie 
viel Gruppen man die. Elemente des anfünglichen vertheilt hatte. 

Es lüfst sich aber dieser neue Kettenbruch auf eine für die Berech- 
nung noch bequemere Form bringen. Man setze x—«—z, x'—x= 2, 
u. 8. We, so werden die Gleichungen (a.): 

G) z[f—B8—a«—xz]myy xL Bay, ws ve 
PAU [y — — 3) = pile ‘ 
Es ‘ist aber nach (19.): 
/ 
f—B—a! =f le, 
4 4 
und eben so: f/— Q— x” = Hs, ü. at w. Ferner war 
[a^^ E AR S bsti 
[a’”, re ar u 
tuirt man alles dieses in (^.), und setzt.hierauf noch der Kürze willen: 
fa, 1E B las sez te Te Se Wey 

. so verwandeln sich die Gleichungen (6.) in: 
VO t[a, LEE e! ]—[c, vw... e] v’ } = Fon ely 
v PRET , el '] — [o*, . ec &]v" ) = Io: eeee e^] s. 
v" at. n e] — [o^ obi v^ fat Cat. et : 


pas A eel "ly res [e^ ts d' = 1, 


Endlich ist za am pb eese] +0), und wenn man 


Del vO) wi; Dim (dl) — 


darin den aus den vorhergehenden Gleichungen, nach Elimination von v, 
v', v'', flielsenden Werth von v substituirt : 
de a = 

[o^ ....e] 

Las E PERTE ; ..e][a^, ....e"/] 
[e,. c donee e La’, ...-e^]f« mu el", .. e] 

La”, me] DD 77228977 
- a Ir — [27 a" 
$. 9. Von dieser Formel, deren Fortgang bei einer noch grölsern 


Anzahl von Gruppen von selbst erhellet, wird sich der Nutzen am besten 
durch Anwendung derselben auf einige besondere Fülle erórtern lassen. 


228 19. Mobius, von Keltenbrüchen. 


Nimmt man, was bisher unbestimmt blieb, die Anzahl der Elemente in 
jeder Gruppe, gleich grofs an, =m, so ist in (27.) die Aufgabe gelöst: 
_ einen Kettenbruch von der in 6. 1. angenommenen Form in einen andern 
zu verwandeln, der 7 mal weniger Glieder hat. 
Soll daher z. B. der Kettenbruch | 
(ay f, a’, fy a^^ f", at 5. uu) 

in einen andern mit halb so viel Gliedern umgeformt werden; so bat man 
in Vergleich mit (26.) die Elemente 5,....e, 55, ne, 0", ,... e", u.s. We 
als weggelassen zu betrachten, und es wird [5,....e] — 1, [¢,....e] — e; 
[a^ .... e/] =a’, u. s. Wey [ae] = [o, f, o] = afa! — a— a' (8. 5. c), 
[a', ... .&'^] — a^ f' a^ — a'— a", u. s. w.; folglich nach (27.): 


1 1 : 
28. 1 = TR (tr 2 XN aa‘! 
a — i af a/— a — a'— oa 
f— a! f! a/!—a'—a BERN . nn. > 
aci] das 1 al fl a! —a''—a''! — etc. 
f'— etc, 
also auch, wenn man f, f*, f", .... mit den bu telo Zeichen nimmt: 
1 1 d 
29. 1 a u-* ; DM 
an ah asta Hal ER ee ee 
ae m. 
+ etc. 
So ist z. B., wenn wir a mis Qm f'zz....-22 setzen, nach (29.): 
1 
na 1 MX pete Su etc. 
FE etc. 


wobei daher die Berechnung von ÿ 2 durch den letztern Kettenbr uch nur 
' halb so viel Glieder zu berücksichtigen erfordert, als wenn ÿ 2 durch den 
erstern berechnet werden soll, Da ferner nach (28.): 


: | ee 
LA - +1 . SO ist Vaart IY Rue 
pet 6 1 94 12 1 
6-———, 34— . 34— —— 
Gus 1 34 1 34 — etc. 
6 — etc. 7 34 — ete. 


und damit von Neuem eine doppelt so schnelle Convergenz, also eine vier- 
mal schnellere als bei dem anfänglichen Kettenbruche bewirkt. 

Um. einen Kettenbruch auf einen andern mit einer dreimal gerin- 
gern Zabl von Gliedern zu reduciren, so kommt, wenn man in (26. und 
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27.) die Elemente c,....e, €, ....e', u.s. We weglüfst und der Kürze wil- 
len [4,6] =ab—1=a, [a',5/] — a", [a", b"]— ac, u. s. w., [e, 5, f, a’, b'] 
= abfa'b’—aa‘b'— ab b'—abf—fa'b'+a+f+ =A, [a', b', f! , a^, b^] 
ec Mun PA bU] uc, us 8: ues vam 

1 


30. 1 EU is — €. Mis ac! 
Q —— nn 
1 aa! 
— LE LE OE, Im 
B f— 1 4 AN etc. 
a‘— etc. 


Will man in dem Kettenbruche zur Linken die einzelnen Briiche 
durch Addition verbunden haben, so nehme man die Elemente von ge- 
rader Stellenzahl, d. i. 5, a’, f', 6”, a‘, f", .... mit entgegengesetzten 
Zeichen. Sei demnach [a, — 2] — — ab —1=—Pß, [—e’, $^] = [o^, —b’] 
=—(’, [a”’, —b”“]=—f", ws.w. Da ferner, wie leicht ersichtlich, 
die Entwickelungen von [a, —b, f, —a‘, »^| und [— e, b, — f, o, — b'] ge- 
funden werden, wenn man in obiger Entwickelung von [e, 5, f, a’, 5'] alle 
Glieder das eine Mal mit positiven, das andere Mal mit negativen Zeichen 
ninmt, so setze man: 


a, —— b, f, eves] == B, [— a, b, ev «sl = — [a’, — "ye ced = — B’, 
ae O45 | == B uns. w., 
und es wird die vorige Cine: 
1 1 p tí, 
d „au 0 N eee 
SE ru ir À s PP BUT BR 
a + 1 1 LIH DR gr gi B pt 
b+ 1 —B 7 qv BL À 
+ Du BA A AN B + etc. 
a! -]- etc. — BA ete. 


Mit Anwendung auf das obige numerische Beispiel, wo jedes der 
Elemente — 2 war, ergiebt sich Q 22 0/2 .... 225, Biz B/=....= 70, 
und daher: | 


1 16,5 16.1 
V2=1+ —, = 14 fo ES ee 
NT. Pre de és 
tar etc +7 -+ etc 14+ etc 


wodurch wir einen Kettenbruch erhalten haben, von welchem die ersten 
m Glieder den Werth von ÿ ? mit derselben Genauigkeit darstellen, als 
ihn die ersten 37m Glieder des anfünglichen geben. 


$. 10. Nicht selten tritt der Fall ein, dafs in einem Kettenbruche, 
wie (26.), zwischen gewissen willkürlich zu nehmenden Elementen die an- 
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dern stets auf dieselbe Weise wiederkehren, Seien f, f', /", .... die 
erstern Elemente, zwischen denen die übrigen sich periodisch wiederholen, 
so dafs a==a's=0"=,,.05 bem b ee bi m NS aso ee 
und daher [2,....6] 2 [0^ ....e/] = [0^ ....e^"] — .... In diesem Falle 
lüfst sich der reducirte Kettenbruch (27.), bei welchem mit jeder neuen 
Periode ein neues Glied anhebt, noch etwas einfacher darstellen, Es wird 
nemlich nach (21.): | | 
la... e] = [25 «eT f — {Leo d] + [5 el} La, 6] = 4 [4f —D —B], 
wenn wir [e,...e]=4, [5,....e] — B, [a,...d] — D setzen; und eben 
so [a',....e]=A[Af—D—B]; u s. w., folglich nach leichter Reduction: 
32. (a 00056, Li nec OR CRT EI 


Sd ra 
Af—D—B— — 

| | AL Bree ste, 

So fliefst z. B. schon aus (28. und 29.): | 
1 
S T a Y 1 
a 4- i af +2— i | 
de + 1 is af'' F2— etc. 
at etc. 


Ferner ist für die Entwickelung von (a, 6, f, e, b, f,a,b, f^, ....), 4= 
[a,b] =ab—1, B=b5, D=a, und mithin 


1 1 
34, = Pree oe Peet b Et 
a— 1 (ab—1) f—a—b.— —_—_——_- aay 
b me 1 | (ab—1)f!—a—b— (5 i) felt. 
a — etc, | 


Sollen in dem Kettenbruche zur Linken blofs positive Zeichen vor- 
kommen, soll also der Kettenbruch (a, —4, f, — a, b, — f', a, — b, fi”, ....) 
reducirt werden, so scheint es wegen des Wechsels der Zeichen :von « 
und 5 nöthig, zu der allgemeinern Formel (31.) zurückzukehren, um damit 
zu erfahren, welche @ und welche 4 in (34.) zur Linken mit entgegen- 
gesetzten Zeichen zu nehinen sind. Indessen kann man das gesuchte Re- 
sultat auch aus (34.) unmittelbar auf folgende Weise erhalten. Es ist, 
wie man leicht findet: 


* » b LI d : Li D 


für jeden beliebigen Werth von i, Setzt man nun erstlich i = ÿ — 1, so 
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. 1 5 
wird -=—i, und, 
(a, 5,c,d, 6, ....) = i(ai, —bi, ci, —di,ei,,...), 
und wenn man 4, d, f, .... mit entgegengesetzten Zeichen nimmt: 


(a, — b, C, — d, e, sed = (at, bi, xn di, en ied 
Setzt man ferner 7== — 1, so kommt: 
(a, be, d, ret == — (— a, — bd, — c, — d, V 6e). 


und bei negativen Werthen von à, d, f; ....: 
(a, —b, ¢, — d, ....) = —(—a,b, —e, d, ..... 
Man multiplicire daher die Gleichung (34.) beiderseits mit 7, — y —1, 
schreibe darin ai, bi, fi, f'i, .... statt a, à, f, f", ...., und es ergiebt 
sich mit Hülfe der eben aufgestellten Relationen: | 


ps 1 1 1 
35. = aa + ———— 
m - zzi (ab-+1)fta+b+ LEER rated ete. 
b-+-— | ; 
FT + etc. 


$. 11. Wenn in (32.) die immer wiederkehrenden Elemente a, .. .. e, 
in umgekehrter Folge genommen werden, so bleibt 4 = [a,.... e] —[6; - -. - o] 
ungeündert; B — [5,....e] geht über in [d,....a] — [e,....d] — D, und 
eben so D in B. So wie daher 


a 1 » | 
(0... Oy fy 05 6 f, e) mop {B+ ULF— D -— D, Af— D — B, b 
so hat man auf gleiche Art: « 

1 | 
(60 fe. fy vee.) =F {D+(4f—-B—D, Af—B—P, Cned ie 
folglich ist die Differenz: 


Shoes o veo CIO ELA PEERS 
= p ex (Oye, oe) ler. 
also diese Differenz merkwürdiger Weise ganz unabhüngig von den Wer- 
then der Elemente f, f’, f", .... Nur mufs die Anzahl derselben, was 
wohi zu bemerken, unendlich sein; d. i, die zwei Kettenbrüche zur Lin- 
ken dürfen nie abbrechen. 

Sind auch die Elemente f, /^, ./", .... in inf. einauder gleich, ist 
also der Kettenbruch ein vollkommen periodischer, so läfst er sich, wie 
bekamnt, als die Wurzel einer quadratischen Gleichung betrachten, deren 
Coëfficienten rationale Functionen seiner Elemente a, ....£, f sind. Setzt 
man nemlich: 

Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 3. Hit. 3l 


(GREE OE, PNE N à) 
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: 37. | (4,....6 f Oy oan lyf, I, voce) = m, 
so ist nach (2.) auch: a = (a,.... e, / — x), und daher nach (16.), wem 


man f— x für das dortige y schreibt: 
i 


38. [x — (85: «TELA (ee. eq) = are 
oder weil f—(6....)-— 1E ! je pum, und (si) ud 


39.. ([23,.... e] x — [5; . -. eat Ta, f 1— 125.6 r] nn 
oder auch mit Hülfe der Relation (15.): . 

40. [a,....e]a*— {[e,...f] + [5, ... . el] v + [8, ZI A — 11} 
eine quadratische Gleichung, woraus nach (39.) rückwärts und überein- — 
stimmend mit (32.): 3 


Bea e LA APERIT EE | 


= [5, eevee e] pA dar ES: 
| [a, ....£] — [5 .- ullis 
fliefst. 

Die Summe der zwei Wurzeln ist zufolge-(38.): 

== (ee) +f—(e, .... a). 
Da nun die eine Wurzel — == (a, ....e, f, 4,....), so ist die andere 

DRE (Gien. e) — CRE a) — (a, €, f, Gy one) 
also nach (36.): ' 

se fy en Oy fy by eee MH 5...) = CHR SES ah)" 

Wir folgern hieraus: Die quadratische Gleiches , zu welcher ein 
periodischer Kettenbruch von der Form (37.) führt, von welcher also der- 
selbe die eine Wurzel ist, hat zur andern Wurzeln den reciproken Werth 
des periodischen Kettenbruchs, welcher durch Umkehrung der Elemente 
des erstern entsteht. 

Dasselbe Theorem läfst sich auch unmittelbar aus der Betrachtung 
von (40.) ableiten. Denn da von dieser Gleichung der Werth von x in 
(37.) die eine Wurzel ist, so mufs auch, wenn a, .... e, f mit f, e, ....@ 
vertauscht werden, ( f, e, .... 4, a, f €, «ee 0, a, f. ....) die eine Wurzel der 
ar ah 

ef 1Y'— [e -....] TO ntt AN LES 
sein. D dud wie man sogleich sieht, die Wurzeln dieser ms den 
reciproken Werthen der Wurzeln von (40.) gleich sind, so muls auch das 
Reciproke von (f,....4,f,....a,....) eine Wurzel von (40.) sein. 
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Das Product aus i beiden Wurzeln der Gleichung (40.) ist 
[by] __[b,....fT fo. SI (a, -...f) 
ele fl let D an, "T 
miuder does Lan 

DEM nn Ran...) = N), 


Dea we athe s , C ci WEE 


Ist der Re ei brach von der Form (a, —5, c, eui ose), Sind 
also die einzelnen Brüche durch Addition mit den Nennern der ee 
vorhergehenden verbunden , so unterscheide man, ob die Anzahl der die 
Perioden bildenden Elemente gerade oder ungerade ist. Im erstern Falle 
- kehren in gedachter Form die gleichnamigen Elemente immer mit denselben 
Zeichen zurück, und das letzte Element f jeder Periode hat das negative Zei- 
chen. Zu (a, — 55... 6, —h 2, —b, ....) gehört daher als zweite Wurzel: 

1 —1 

TR Eh of el.) "e (ECT NN III te M 

Dasselbe findet aber auch statt, wenn zweitens die Anzahl der pe- 
riodischen Glieder ungerade ist. Man mufs nämlich alsdann immer zwei 
Perioden für eine rechnen, damit die Elemente nicht nur ihrem absoluten 
Werthe, sondern auch ihrem Vorzeichen nach periodisch wiederkehren. 

Yon der quadratischen Gleichung, zu welcher ein periodischer Ket- 
tenbruch mit blofs positiven Zeichen führt, wird daher die andere Wurzel 
gefunden, indem man die Elemente in umgekehrter Folge nimmt und 


hierauf den Kettenbruch in die negative Einheit dividirt. So sind z. B. 
1 


, und man hat daher die nicht 


HE und = — fof 


1 
RT, etc, 
die zwei Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
(ab - 1)? L(abc+ta—b+c)x—bc—1 = 0. 

Werden für a, b, c, wie gewöhnlich, positive ganze Zahlen genom- 
men, so ist die Wurzel x’ ein positiver echter Bruch, und x“ negativ und 
absolut grófser als die Einheit. 

Die reciproken Werthe von x’ und x" sind: 

y a4 i und y" = —> 
‘ ir TE 1 
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und diese die Wurzeln der Gleichung: 4 
(bc+1)y®— (abc+a—b+c)y—ab—1 = 0. 

Nimmt man auch hier für e, b, c positive ganze Zahlen, so ist » grófser 

als 1, und y" zwischen O und — 1 enthalten. 


6. 12. Die hiermit erörterte Art und Weise, nach welcher zwei 
periodische Kettenbrüche als Wurzeln einer quadratischen Gleichung zu- 
sammengehören, ist von einem Herrn Galois entdeckt und in Gergon- 
ne's Annalen, Tom. XIX., bekannt gemacht worden. Doch ist mir da- 
von nur die Anzeige in de Férussac Bulletin des scienc. mathém. Avril 
1829. pag. 254. zu Gesicht gekommen, 

Wird die von Hrn. Galois gemachte, wenn auch nicht ausdeiele 
lich a. a. O. beigefügte Bedingung, dafs e, 4, c, .... positive ganze Zah- 
len sind, weggelassen, so kónnen die Wurzeln einer quadratischen Glei- 
chung, wenn sie anders möglich sind, stets durch zwei Kettenbrüche von 
der gedachten Form annäherungsweise gefunden werden. 

So folgt, um dieses auf die möglich einfachste Weise zu Late 
stelligen, aus der quadratischen Gleichung: x°— px + 9 — 0, unmittelbar: 

Mond. E CURL ERA. ce (2 p 


gq? Ps q? P REAR, 


g 
p— etc. 


pi 
Hat nun die Gleichung zwei mögliche Wurzeln, ist also p* >4g, so con- 


vergirt dieser Kettenbruch, und giebt so genau, als man will, die absolut 
kleinere der beiden Wurzeln. Die absolut grölsere ist: 


1:(p, 2 grr Sp fat pe tee) = pt 
P pres etc. 
Um dieses Verhalten der Wurzeln darzuthun, so heifsen sie selbst: 
aund 4. Alsdann ist p—e + b, ;—2 b, und der erstere Kettenbruch wird: 
Hes QE — aM, 
apo— — 1m — 
ira a+b—.etc. Er 
wenn man noch 4==am, und den Kettenbruch, durch a dividirt, — M 
setzt. Die angenäherten Werthe von M werden in ihrer Folge sein: 


M— —_ TRES CURES IS SIE . 
i — 1 + m? ML 14-m— M? M = tm? Ue Ws 


folglich, wenn man M/=1—WN’, M"=1— N", M"=1—N", ws. w. 
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setzt : met. 1 Ur ter. N’ Tae N’ 
= ang 14-5? N Forse m-]- N^? N — m + N"? u. S. Wi; 
woraus sich weiter ergiebt: 
H 1 1 
Nx — à N= WT — ET. ain Ar: 
1-+-m? De N 1--m--m? + ms? 


und nach diesem Gesetz weiter fort. Sei nun à die absolut grifsere der 
beiden Wurzeln, also 2 absolut gröfser als 1, so werden sich die ZV':**: 
in ihrem Fortgange immer mehr und ohne Grenzen der Null, folglich die 
M'!':::: der positiven Einheit nähern, so dafs M selbst — 1 ist. Der 
Grenzwerth, dem obiger Kettenbruch immer näher kommt, ist daher 
= «M = a = der absolut kleinern von beiden Wurzeln. 

$. 13. Unter den Kettenbrüchen mit wiederkehrenden Elementen 
dürften diejenigen noch einige Aufmerksamkeit verdienen, bei denen das 
w VR RG Element die Einheit selbst ist, Ei findet leicht, ae 


(1, y) = mL (1,1, y) 2 1—y, (51,1, y) —— —, (51,1, 1, y) = FE 
und so jn zu dreien abwechselnd. Es folgt “pes 
(1, 1, 2, 1, 1, 5) = (1,1, a — (1, 1, b)) = * 1,a+-b5—1) = 2—a—J, 
und eben so: 
(1,1, ¢, 1,1, 4,1,1,c) = 3—a—b—c, u.s. w. 
Man hat ferner: 
(2, 5,1, 15 1, c, d, e) == (a, b — (1,1, 1, c— (d, e))) 


1 . 
= (a, b— —7—) = (ce, b—(c, d,e)) = (a,b,c,d,e). 


Kommen daher in dem Ausdrucke eines Kettenbruchs drei der Ein- 
heit gleiche Elemente unmittelbar hintereinander vor, so kann man sie, 
ohne den Werth des Kettenbruchs zu ändern, auch weglassen. So ist z. B.: 

CAD Gy late 1,0, 1, 4, 5c) — (0, 0, c). 

Dafs mehrere aufeinander folgende Elemente in dem Ausdrucke eines 
Kettenbruchs ohne Änderung seines Werthes gestrichen werden können, 
ist noch auf unzählig viel andere Arten möglich, Denn, wie schon aus dem 
vorigen speciellen Falle erhellet, ist überhaupt zur Weglassung der Elemente 
&, By y, e000 Ay My v in einem Kettenbruche, wie (2,5, «, D... .v, 0, d, ... .), 
nur nóthig, dafs für jeden Werth von y 

(LB... y) = (y) = 
sei, also wenn diese Gleichung nach (16*. ) entwickelt wird: 


[ay e+e] — [os ee Bey + IB i] = 05 
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woraus wegen der Unbestimmtheit von y die drei Bedingungsgleichungen: 
(a) Le, ...- v] -F IB... 4] = 0, (8) [e ....4] — 0, (eo) [B ....v] = 0 
fliefsen, die sich aber für die Anwendung folgendergestalt noch bequemer 
einrichten lassen. Nach (15.) ist: 
[es TOU (Cem Ep eO ETAT 
folglich wegen (a.), (5.), (c.): 
(4)  [B,....u] = +1. 
Hiermit wird wegen (b.): 
lid [ste sau] zal, u. — fs... Bl = 
Vd (e) «ti... 
und eben so wegen (c.) : 
(f) v-tl8....M. 


Man wähle daher von den Elementen 6, .... #, eines ausgenom- 
men, die übrigen nach Belieben, und bestimme dieses eine mit Hülfe der 
Gleichung (d.), worauf sich dann & und v durch (e.) und (f.) ergeben. 

So ist z. B. bei 5 Elementen a, ß, y, 0, e, wenn man ß und 9 
willkürlich nimmt, und von den doppelten Zeichen blofs die obern bei- 


behält: a 
| nn BE ve E LE NS 


Setzt man daher Q.— 0 — 1, so wird y=3, «—s— 2, und es ist: 
(0, 5,2, 1, 3, 1,2, 0, d, ....) em (06. CRDI C, d; EE 


Anwendung der Lehre von den Kettenbrüchen auf 
die Dioptrik, 

$. 14. Bei einem System von drei Linsenglisern, welche eine ge- 
meinschaftliche Axe haben, sei & das Reciproke der Brennweite des er- 
sten, d. i. das Licht zuerst empfangenden Glases; c und e die Reciproken 
des zweiten und dritten Glases ; 6 der Abstand des zweiten Glases vom 
ersten; d der Abstand des dritten vom zweiten. Beide Abstände sind positiv, 
indem die positive Richtung der Achse der Glüser diejenige sein soll, nach 
welcher das Licht fortgeht. e, c, e sind positiv oder negativ, nachdem die . 
Gläser, denen sie zugehören, erhaben oder hohl sind. Sei endlich noch ' 
x der Abstand des ersten Glases von einem Objecte, y der Abstand des 
durch die drei Glüser gemachten Bildes vom letzten Glase, so folgt aus 
den Grundformeln der Dioptrik (vergl. meinen Aufsatz „über die Haupt- 
Eigenschaften eines Systems von Linsengläsern ” $. 3.): 
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S NT NAT AE à À 
und auf ühnliche Weise verhiilt sich die Gleichung zwischen x und y bei 
‘jeder andern Zahl von Glüsern. Man kann aber dieser Gleichung auch 
noch die Gestalt geben: 

16. [x—a][y—0] = y, 
wo a&-(a,....€), P=(e...0), y==1:[2,..:.e]. Bezeichnet daher P 
den Mittelpunct des ersten Glases, Q den Mittelpunct des letzten, X den 
Ort des Objects, Y den Ort des Bildes, und bestimmt man zwei Puncte 
. F, G in der Axe so, dafs FP — a, QG.— 0: so wird x —« = XP—FP 
Ar, y—-ß= QG GY, und (16.) geht über in: 

EG: 

Ist also X in F, so liegt Y unendlich weit entfernt, und wird X in 
das Unendliche entfernt, so rückt Y nach G. Überhaupt aber ist das 
negative Product aus den Abständen des ‚Objects und des 
Bildes von den Puncten Fund G (negativ, weil XF.GY——FX.GY) 
einem constanten Quadrate gleich. Analog mit den Eigenschaf- 
ten einer einzigen Linse hatte ich daher in jenem Aufsatze ($. 8.) F und 
G die beiden Brennpuncte, y die Brennweite des Linsensystems 
genannt. Statt dafs aber dort / der erste, G der zweite Brennpunct ge- 
heifsen hatte, michte es wohl bezeichnender und daher angemessener sein, 
F, als den Ort des Objects für ein unendlich entferntes Bild, den Brenn- 
punct des Objects und eben so G den Brennpunct des Bildes 
zu nennen. | | 


Sei Jetzt Q nicht mehr das letzte Glas, sondern folge darauf an 
derselben Axe ein zweites Glüsersystem, welches eben so durch die Con- 
stanten @’,.... e’, als das erste System durch a, .... e, bestimmt werde. 
Die Mittelpuncte des ersten und letzten Glases des zweiten Systems hei- 
fsen P/ und Q', die Brennpuncte dieses Systems seien F’, G‘, und die 
Brennweite = y’, so ist 

n cen 6 Ga ono) t mts acr. dre 

a DES 8 MES o NOM oS 

ET EOS TM DEEP 

Setzt man aber noch QP', oder den Abstand des ersten Glases des 
zweiten Systems vom letzten Glase des ersten, =f, so sind a, .... e, f, 
a’, .... €' die Constanten beider Systeme, als eines einzigen betrachtet, 
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dessen Brennpuncte P", G^ und Brennweite y^ durch die Gleichungen 
JP (yeaa, Q'G' (esses) s Y= oia esse 
bestimmt werden, 

Diese Brennpuncte und Brennweite des ganzen Systems lassen sich 
nun, sobald die Brennpuncte und Brennweiten der beiden einzelnen Sy- 
steme gegeben sind, mittelst der in $. 6. erhaltenen Relationen zwischen 
a, By y, al, «eee y" sehr leicht finden. Man hat nemlich: 
d= f—8—«- QP'— QG —F'P' = GF, a" —a = F“P—FP = I", 

Gasp = OG Q'G! = G'G", 
und hiermit werden die dope E und (4.) in $. 6.: 


pp, GG" — AB =y(F'F, G' G^) 2 


wodurch der vorgesetzte Zweck erreicht wird. 

$..15. Es sind diese Gleichungen so einfach, dafs man wohl hof- 
feu darf, sie auch ohne Zuhülfenahme jener aus der Theorie der Ketten- 
brüche entlehnten Relationen zu finden. In der That seien von einem ein- 
fachen Glase F, G die beiden Brennpuncte, y die Brennweite, in X das 
Object, in Y das Bild, so folgt ohne Schwierigkeit aus der für ein ein- 
faches Glas bekannten Grundformel (Haupt- Eigensch. $. 8.): 

(CHANGE, 

Dofs y bei einem einzigen Glase = 4/G braucht nicht berück- 
sichtigt zu werden, Das von diesem Glase ausgehende Licht falle auf ein 
zweites Glas, das mit dem ersten eine gemeinschaftliche Axe hat, und des- 
sen Brennpuncte und Brennweite werden durch 7", G^ und y’ bezeichnet 
werden. Für dieses zweite Glas dient Y als Object; das durch das zweite 
von Y oder durch beide Glüser von .X gemachte Bild sei Z, so hat man: 

(b.) . YF. G'Z = y^. 

Heifsen nun für beide Gläser, als ein System betrachtet, die beiden 
Brenupuncte 7", G", so muls nach der oben davon gegebenen Definition, 
wenn X in F ist, Z unendlich entfernt liegen, also wegen (5.), Y mit 
I” zusammenfallen; folglich wegen (c.): 

(e) ER EN FEN 

Ist zweitens X unendlich entfernt, kommt also, wegen (a.), 

nach G, so mufs Z in G^ sein, und hiermit wird nach (6.): 
(4) / GF.G'G" = y". 
Aus (c.) und (c) i in Verbindung flee aber: 
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(e) - AP: GE = EF: GY = XF — Ups GF— GY = XF":YF', 
und eben so aus (2.) und (d.): 
(A) YF':G'G"zGF':G'Z = GI'—YF':G'Z—G'G"— GY:G"Z, 
und daraus weiter: 
F"F:XF" — GY: YP’ IL G"Z: GG, 
folglich: — (5) XF“. G/Z = r'r.G'G"— I. 

Ein System von zwei Gläsern besitzt daher ebenfalls die Eigenschaft 
eines einzigen Glases, dafs das negative Product aus den Abstünden des 
Objeets und Bildes von ihren Brennpuncten einem constanten Quadrate 
gleich ist. Nennen wir daher die Wurzel dieses Quadrats, der Analogie 
nach, die Brennweite des Systems, und bezeichnen sie mit y‘’, so ist 

(h.) F"F, BiG! == v 

Hiermit ist aber unser Satz für ein System nicht blofs von zwei, 
sondern auch von jeder grüfsern Anzahl von Glüsern dargethan. Denn 
nach dem von zwei Gläsern Erwiesenen können nunmehr F, G, y in (a.) 
die Brennpuncte und Brennweite eines Systems von zwei Glüsern bezeich- 
nen, und F‘, G’, y‘ einem dritten auf erstere zwei folgendem Glase, oder 
einem dritten und vierten Glase in Vereinigung angehören; und somit gilt 
der Satz auch für ein System von drei oder vier Gläsern; u. s. W. 

Überhaupt elso kann man F, G, y auf ein System von Gläsern in 
beliebiger Anzahl beziehen, und eben so 7", G’, y’ auf ein dergleichen 
zweites, auf das erste folgendes System. Die Brennpuncte P", G^ und 
die Brennweite y‘’ für beide Systeme in Verbindung werden sich alsdann 
mittelst der Formeln (c.), (d.) und (A.) ergeben, derselben, welche. wir 
zu Ende des vorigen Paragraphs durch die Theorie der Kettenbrüche ge- 
funden hatten. > " 

Sollen drei aufeinander folgende Systeme mit einander verbunden 
werden, so kaun dies geschehen, indem man zuerst das erste mit dem 
zweiten verbindet und zu dieser Vereinigung das dritte setzt, oder auch, 
indem man mit der Verbindung des zweiten und dritten anfüngt und mit 
der Hinzufügung des ersten schliefst. Auf beiden Wegen müssen für alle 
drei Systeme, als ein einziges betrachtet, dieselben Brennpuncte und die- 
selbe Brennweite gefunden werden, Sind der zu verbindenden Systeme 
noch mehrere, so mehrt sich auch die Anzahl der Wege, auf denen man 
zur Verknüpfung aller Systeme gelangen kann; nur darf dabei nicht aufser 
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Acht gelassen werden, dafs zwischen den zwei zu verbindenden Systemen 
niemals ein zu ihnen nicht gehöriges Glas liegen darf. 

$. 16. Es haben diese Zusammensetzungen von Systemen einige 
Ähnlichkeit mit der Art und Weise, nach welcher von einem Systeme 
gewichtiger Puncte der Schwerpunct bestimmt wird. Was dort einzelne 
Puncte sind, sind hier Paare von Puncten, nemlich je zwei zusammenge- 
hórige Brennpuncte; den dortigen Gewichten der Puncte entsprechen hier 
die den Paaren von Brennpuncten zugehórigen Brennweiten, und so wie 
durch allmälige Combination der gewichtigen Puncte, in welcher Ordnung 
sie auch vorgenommen werden mag, man doch immer denselben Sehwer- 
punct mit demselben Gewicht findet, so gelangt man auch hier bei den 
verschiedenen möglichen Arten der Verbindung stets zu denselben zwei 
Brennpuncten und zu derselben Brennweite. Dem Falle, in welchem die 
Summe der Gewichte, die sowohl negativ als positiv sein kónnen, gleich 
Null ist, und wo daher der Schwerpunct unendlich entfernt liegt, entspricht 
ein Fernrohr, indem von einem System von Gläsern, welche ein Fern- 
rohr bilden, die beiden Brennpuncte ebenfalls unendlich entfernt sind. Mit 
dem noch speciellern Falle endlich, wo zwischen den positiven und negativen 
Gewichten Gleichgewicht herrscht, kann ein Fernrohr verglichen werden, 
dessen Vergrößerungszahl — 1 ist, und welches daher nahe und ferne Gegen- 
stände in ihrer natürlichen Grölse zeigt, indem, eben so wie dort, die Wirkun- 
gen der Kräfte, so hier die Wirkungen der Glaser sich gegenseitig aufheben. 

Ein solches dioptrisches Gleichgewieht findet, wenn auch nicht ganz 
vollkommen, bei einem System zweier Gläser statt, welche gleiche posi- 
tive Brennweiten haben und um das Doppelte dieser Brennweite von ein- 
ander entfernt sind. Denn hier ist das Bild mit dem Object immer von 
gleicher Grófse, allein verkehrt und dem Auge stets um das Vierfache der 
Brennweite des einen oder andern Glases näher als das Object. 

Ein vollkommnerés Gleichgewicht, so dafs Bild und Object nicht 
nur gleiche Grófse, sondern auch von dem Auge gleiche Entfernung ha- 
ben, lälst sieh hervorbringen, wenn man zwischen jene zwei Gläser in die 
Mitte ein drittes setzt, dessen Brennweite viermal kürzer als die Brenn- 
weite der erstern ist; oder noch allgemeiner: Werden bei einem System 
von drei Linsen die Buchstaben e, 6, c, d, e,*x, y in derselben Bedeu- 
tung, wie in $. 14. genommen, so ist der Abstand des Bildes vom Object 
=ax-+b+d-+y. Giebt man daher der Gleichung x = (a,....e,y) die 
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. Form (16*.), und setzt darin, weil das Bild mit dem Object immer zu- 
sammenfallen soll, y — — (5 -]- d -- x), so kommt eine nach x quadratische 
Gleichung, aus der, weil sie für jeden Werth von x bestehen aus die 
drei Bedingungs- Gleichungen hervorgehen: | 

.[a,....e]=0, [a,....d]—[6,....e]=0, [6,....e][6 + d]+-[6,....d]=0, 
welche sich vermöge der Relation (15.) auf: 

| [a,....d]=[b,....e]—=+1, b+d+(b,....d] = 0 
reduciren. Nimmt man darin die untern Vorzeichen, indem die obern, 
wie man leicht findet, auf ein System von drei Plangläsern führen, so er- 
‘halt man nach weiterer Entwickelung die Brennweiten der drei Gläser 
durch ihre a ee von einander ausgedrückt: | 


_b+d) 1 bd 1 __d(b+d) 


a 2d. -* eo  2(b+-d)’? e Dom? 
wodurch man, wenn die Entfernungen 4 und d gegeben sind, die Brenn- 
weiten 1:a, u.s. w. finden kann. Eliminirt man à und d,.so ergiebt sich 
zwischen den Brennweiten allein die nicht uninteressante Relation: 

^o e id + an! 
Mega) v (ac), = Vloe)! 

Dieses System von Gläsern ist, weil vermóge der Relation x +6 
+d+y=0, für x = auch y — co wird, ein Fernrohr, wie auch die 
Gleichung [a, ....e] — O zu erkennen giebt (H. E. $. 11.). Das Verhält- 
nifs zwischen den Durchmessern des Objects und des Bildes ist bei einem 
aus den Elementen @,.... e construirten Fernrohr = —[b,....e]:(—1} 
(H. E. $. 13.), also bei gegenwartigem — 1:— 1, d.h. das Bild ist mit 
dem Object von gleicher Grüfse, aber verkehrt. 

Sollen die Wirkungen der Gläser sich vollkommen aufheben, so 
dafs das Bild mit dem Objecte stets nicht nur von gleicher Grófse und in 
gleicher Entfernung vom Auge, sondern auch in. derselben Lage wie das 
Object erscheint, so werden, wenn anders keine der gegenseitigen Entfer- 
nungen der Gläser = O sein soll, zum wenigsten vier Gläser erfordert. 


$. 17. Auch der (in H. E. $. 9. erwiesene) allgemeine Satz, dafs 
bei einem System von Gläsern, welche kein Fernrohr bil- 
den, die Durchmesser von Object und Bild sich wie dieQua- 
dratwurzeln aus den Entfernungen des Objects und Bildes 
von ihren Brennpuncten verhalten, läfst sich mittelst des vorhin 


Entwickelten sehr einfach darthun. 
32* 
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Für ein einziges Glas fliefst er leicht aus den Grundformeln der - 
Dioptrik (H. E. $. 8.). Sind also, wie vorhin, F, G und 7", G‘ die Brenn- 
puncte zweier. Gläser, x, y, z die resp. Durchmesser des Objects in X, 
des vom ersten Glase in Y, und des von beiden zugleich in Z gemachten 
Bildes, so hat man: 
c:iycey(XF)y93y(GY), y:2 = vV(YF^):y (G'Z), 

(.) "xumte-yOESYPSCOYIUCGUZS 

Sind aber 7”, G^ die Brennpuncte des von den zwei Gläsern ge- 
bildeten Systems, so verhält sich zufolge (e.) und (f.) in $. 15.: 

XF; GF 2 XF";YP', und GF': G'Z = GY:G"Z, 

XF:G'Z = XF", GY: YF’. G"Z, und 

(E) wiz = V(XF^:vY(6"2. 
Unser Satz ist daher auch für ein System von zwei Gläsern richtig, folg- 
lich auch für ein System von drei, vier, u. s. w. Gläsern, wenn man 7, 
G nach und nach als die Brennpuncte eines Systems, von zwei, drei, 
u. sw. Gläsern nimmt. 


folglich: 


 mithin 


$. 18. Sollen zwei Systeme von Gliisern, welche durch F, G, y 
und P", G', y‘ bestimmt werden, ein Fernrohr bilden, so mufs, wenn 
das Object (Bild) unendlich entfernt ist, der Ort G^ (F^) des Bildes (Ob- 
jects) ebenfalls unendlich entfernt sein. Die Brennpuncte P", G” eines 
Fernrohrs sind also zwei unendlich entfernte Puncte, und dabo vermöge 
(c.) oder (d.), GF" — 0, d.h.: Von zwei Systemen, welche in ihrer Ver- 
einigung ein Fernrohr et fällt des Bildes Brennpunct beim er- 
sten System mit des Objectes Brennpunct beim zweiten System zusammen, 

Hiermit wird Yi’= YG — — GY, und daher zufolge der Gleichun- 
gen (2.) und (b.): 

LAR ZG oe ye en, 
also auch, wenn X’, Z' zwei andere zusammengehörige Örter von Object 
und Bild sind: | 
XX: ZZ! = fi ye 
Die Proportion (7.) aber wird: 
! z = V(XF):y (ZG^ = ty:y. j 
Wir folgern hieraus die (in H. E. $. 13. bewiesenen) Siitze: 

Beim Fernrohr ist das Verhültnifs (y':y) zwischen den 

wahren (nicht scheiubaren) Durchmessern des Bildes und Ob- - 
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jects, so wie das Verhältnifs (y^":y*) zwischen den Gesch win- 
digkeiten beider, wenn das Object längs der Axe bewegt - 
wird, von constanter Grüfse, und zwar ist letzteres Verhält- 
nifs dem Zweifachen des erstern gleich. 

Das Verhältnils zwischen den scheinbaren Durchmessern von Bild 
und Object ist zusammengesetzt aus dem Verhältnifs der wahren Durch- 
messer und dem umgekehrten Verhältnils ihrer Entfernungen vom Auge, 
und daher die Vergrófserung des Fernrohrs, oder das Verhältnifs der 
scheinbaren Durchmesser von Bild und Object in dem Falle, wenn beide 
unendlich entfernt sind, und wo daher die Entfernungen der Puncte F, 
G! vom Auge gegen die Entfernungen der Puncte X und Z verschwin- 
den, = (y':y):(y'iy)-y:y. Die Vergrófserung eines Fern- 
rohrs ist daher dem umgekehrten Verhältnifs der wahren 
Durehmessep von Bild und Object gleich. 

Zusütze. a) Denkt man sich ein System von Ginvern: 
welehe ein Fernrohr bilden, in zweiSysteme zerlegt (welches 
auf 7 — 1 Arten geschehen kann, wenn das Fernrohr aus 7 Gläsern be- 
steht), so fällt immer des Bildes Brennpunct beim ersten Sy- 
stem mit des Objectes Brennpunct beim zweiten zusammen, 
und immer ist die Brennweite des ersten Systems, dividirt 
durch die Brennweite des zweiten, der Vergrölserung gleich: 
zwei Eigenschaften, ganz denen analog, welche man schon längst bei einem 
nur aus zwei Gläsern bestehendem Fernrohr kannte. Es wird also auch 
bei einem Fernrohr mit zwei oder mehrern Oculargläsern die Vergröfse- 
rung gefunden, wenn man die Brennweite des Objectivs durch die Brenn- 
weite des Systems der Oculare dividirt. 

b) Ist die Vergrölserung eines Fernrohrs — 1, so ist y=’, also 
c=z und XF — ZG*^, d.h. das Bild ist mit dem Object immer von glei- 
cher Grófse und von ihm stets um einen Abstand = FG’ entfernt. Soll 
daher überdies das Bild mit dem Object immer zusammenfallen, so mufs 
FG‘ —0 sein. Wird demnach ein solches Fernrohr (vergl. $. 16.) in zwei 
Systeme zerlegt, so haben diese immer einander gleiche Brennweiten, und 
die Breunpuncte des einen Systems coincidiren mit den ungleichnamigen 
des andern, Z// mit G und G^ mit P. 


244 20. Gudermann, über die analytische Spharik. 


20. 
Über die analytische Sphärik. 


(Von Hrn. Prof, Gudermann zu Cleve.) 


Fir die Lehre von den Constructionen auf der Oberfläche der Kugel mag 
der Name „Sphärik” eintreten, so wie sie sich überhaupt der Planime- 
trie gegénüber stellt; dort ist die Kugelfláche das Constructionsfeld, hier 
ist es die Ebene. Obgleich die analytische Geometrie so vielseitig aus- 
gebildet worden ist, so hat man sie dennoch bisher zu wenig auf die Un- 
tersuchung der Gesetze sphärischer Construetionen ausgedehnt, und nur in 
Einzelnheiten die Grenzen der sphürischen Trigonomptrie, des ele- 
mentaren Abschnittes der analytischen Sphärik überschritten, geleitet von 
der Analogie, welche zwischen ebenen und sphürischen Constructionen 
Statt findet. Diese Analogie des Stoffes nun auch in der analytischen Be- 
handlung selbst auf die vollkommenste Weise darzustellen und: weiter zu 
verfolgen, war der Grundgedanke, welcher mich bei der Abfassung eines 
im Verlage des Hrn. Dumont-Schauberg in Cólln erscheinenden Wer- 
kes unter dem Titel: ,, Grundrifs der analytischen Sphärik” lei- 
tete. Diese Analogie der Behandlung wird auf die vollstándigste Weise 
dureh den ausschliefslichen Gebrauch sphärischer Coordinaten erreicht, de- 
ren Theorie denn also zuerst entworfen werden mulste. Eingeführt von 
diesem Grundrisse wird man bald das Urtheil gewinnen, dafs die analy- 
tische Sphürik einer im Ganzen eben so einfachen und allgemeinen Dar- 
stellung fühig ist, als die analytische Planimetrie, und dafs man nur selten 
auf eine grófsere Schwierigkeit stófst. 

Die Sphärik läfst sich als eine verallgemeinerte Planimetrie, aber 
nicht umgekehrt, darstellen; jene enthält diese gleichsam eingeschlossen, 
denn in den Formeln und Gleichungen jener lessen sich ohne Weiteres 
die Specialisirungen für den Fall angeben, dafs der Radius der Kugel un- 
endlich grofs angenommen wird, wobei sich also die Kugelfläche in eine 
Ebene und so auch die behandelte sphärische Construction selbst in eine 
ebene verwandelt. Wird daher ein Theorem aus der Planimetrie in die 
Sphürik übertragen, so ist dieses jedesmal ein Schritt zum Allgemeineren, 
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Zahllose Lehrsätze gestatten eine. solche Übertragung, zu deren Ausfüh- 
rung das angeführte Werk die nöthige Anleitung giebt, und es bedarf der 
Erinnerung kaum, dafs die bei einer solchen Übertragung nöthigen Modi- 
ficationen in der Regel desto geringer sind, je grölsere Allgemeinheit das 
planimetrische Theorem selbst’ hat. 

Das Interesse an der Sphärik wird sehr gesteigert durch die grofse 
Mannigfaltipkeit dieser Modificationen, welche nicht selten sehr auffallend 
sind. So ist z. B. der geometrische Ort für die Mittelpunete aller (sphä- 
rischen) Kegelschnitte, welche durch vier gegebene Puncte geschrieben 
werden, nicht, wie in der Planimetrie, wieder ein Kegelschnitt, sondern 
eine Linie der dritten Ordnung, die aber durch, dem Begriffe nach, 
dieselben neun Puncte geht, wie in der Planimetrie. Diese Veränderlich- 
keit in der Analogie wird man auch in den nachfolgenden Lehrsätzen er- 
kennen, welche ich hier als Problem analytischer Behandlung spärischer 
Objecte vorzulegen wage, zu deren besserem Verständnils ich jedoch auf 
das Werk selbst verweisen muls, dem sie als Nachtrag dienen können. 


| 1. 

: In der Planimetrie ist der geometrische Ort für die Fufspuncte der 
Perpendikel, welche von einem Brennpuncte einer Ellipse auf ihre Tan- 
genten gefüllt werden, ein über der grofsen Axe beschriebener Kreis; was 
ist das Analogon in der Sphürik? - 

Es werde (Taf. III. Fig. 1.) der Brennpunct F zum Anfangspuncte 
genommen, die grofse Axe 4B = 2a diene als Abscissenlinie, die Excen- 
trieität sei CF =e, der Parameter sei p; die trigonometrischen Tangenten 
der rechtwinkligen Axen-Coordinaten eines Punctes der Ellipse seien x 
. und y; dann ist die Gleichung an den Kegelschnitt: 

VG EY) = mns, 


wenn wir zur Abkürzung setzen: 
sin 2e 


sin2a* 


m = tangp und n = 

Ziehen wir nach einem Puncte M oder (/,u) vom Brennpuncte aus 

die Linie FM, so ist ihre Gleichung yem oder u x —£ y — 0, und die 
Gleichung an ein in M darauf errichtetes Perpendikel ist: 


acu t RC C.x = £* us. 
TT a oder u.y + + 


Soll dieses eine Berührungslinie der Curve sein, so erhält man zur Be- 
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dingungsgleichung : 
||) d-nd).(?+ u) = 92mnt+m. 

Der geometrische Ort des Punctes M ist also wieder ein Kegelschnitt, 
Setzt man u==0, so hat man die Gleichung: 

2mn (m 


d. h. es ist | 
ja pe D und £ = eS 

Da aber tang FA = und tang FB — ——— ist, so ist die Ortscurve ein 

Kegelschnitt, weleher mit dem gegebenen die Axe 4B gemein hat. 

Fällt man die Applicate MP — z auf 4B und wird FP = x gesetzt, 
so ist tangz z-u,cosx und £=tangx; daher verwandelt sich die Glei- 
chung in: | 

(1—n*)tangz? = m*'cosx*-]-2mnsinx cosæ — (1—7°)sinx* oder 
(1 — 7°) tang = (mcosx + nsin x)* — sina*, 

Um die Axe D'E'— 20 zu finden, dient nun die Bemerkung, dafs 
za ist, für «=e, Also hat man: 

(1— 5)tang a^* = (mcose + nsine)’— sine’, 
sine cose 


substituirt, 


" are : cos e? — cosa? 
Werden hierin die Werthe m  ——————— und » = — 
f d t sin a cosa sina cosa 
so nndet man: 
sin a? - 'sin a 
tanga? = ;——-—; oder sine’ = —_, 
cos e? — sina cose 


Wird die zweite Axe DE des gegebenen Kegelschnitts mit 25 be- 

zeichnet, so ist cosa = cose.cosó, und also: 

sina’ = tanga. cos b, 
Da D'E'—.4B ist, so liegen die beiden Brennpuncte des Kegelschnitts 
AD'BE' in der Axe D'E', und wenn seine Excentricitit mit e^ bezeichnet 
wird, so ist cose’== cose’. cosa, und daher findet man: 

sine’ — tange. tanga. 

Der Kürze wegen brechen wir hier schon ab und wenden uns zu 
einer zweiten Aufgabe. | | 

| il. 

Werden in einen spärischen Kegelschnitt Dreiecke beschrieben, so 
dafs zwei Seiten immer durch feste Puncte gehen, so beriihrt die dritte 
Seite allemal einen Kegelschnitt, welcher mit dem ersten einen zweifachen 
Contact hat, und die beiden Berübrungspuncte liegen in derjenigen (sphä- 


20. Gudermann, über die analytische Sphärik, 247 


risch-) geraden Linie, welche durch die beiden festen Puncte geht. Die- 
ses Theorem, ursprünglich planimetrisch, gilt fast ohne alle Modification 
von den sphürischen Kegelschnitten. Sobald. wir es aber specialisiren, tre- 
ten namhafte Modificationen ein; daher werden wir der Kürze wegen hier 
nur einen solchen Specialfall behandeln, 

In den Kegelschnitt 4C'BD' (Fig. 2.), dessen Hauptaxen .4B = 2 a/ 
und C/D‘ = 2b‘ sein mögen, werden Dreiecke RPO beschrieben; die Seite 
PR gehe immer durch den Mittelpunet M und die Seite RQ durch einen 
festen Punct N der grofsen Axe AB, und es sei tangMN= e, 

Die Gleichung an den Kegelschnitt, wenn M zum Anfangspuncte ge- 
nommen wird, sei: aa + By" = 1, und es ist dann « — cote"; B= coté”, 
Der Punct À werde bezeichnet mit (/, u), also ist auch: 

at -d- But = 1 

Die Gleichung an den Kegelschnitt läfst sich unter folgende Form 
bringen: — 

B(y —uy + 2B (y —u).u + «(x —ty + 2a (x—10.1 — 0. 


Die Gleichung an RNQ ist: y—u = — (x —t), und wird sie mit 


der vorigen Gleichung yerbunden, so erhält man zur Bestimmung des 
Punctes Q die Ausdrücke: 
£—1)(1— ost —2u(1— ast 
VIVAS und y" 1+« FE Tr : 
uH. 36—t—uect _—u(t— oe?) 
~~ d+ ae?—2Qeet 1+ ae—2QeEr’ 
Setzt man hierin e = 0, so findet man zur Bestimmung des Punctes P die 


Ausdrücke: = —t und y'- —u. 


Die Gleichung an PQ ist nun — (x/— x^) y + (y'— y") z 4- x! y"— y= 0, 
und werden die angegebenen vier Werthe substituirt, so erhält man au 


PQ die Gleichung: Qu,y 4- «(t ——s)z = aet—1. 


oder 


x'"——f-— 


x undi, y = 


Die Differentialgleichung ist: Q. Le, Y+Hax—=ue, und da aus der Glei- 


chung «+ Qut=1 folgt = e = = SS; so verwandelt sie sich in:' 


Wird diese Gleichung mit der vorigen verbunden, so erhält man die Werthe 
von x und y zur Bestimmung des Berührungspunctes =, in welchem die 
Tangente PQ von der nüchst folgenden geschnitten wird. 
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Man kann daraus aber auch rückwärts ziehen die Ausdrücke: 
"ue (x — €)(a@ex—t) y (a $2 —41) 

By? + «(x - XU By? d e (x — 2)? 
welche der Gleichung «#*-++-@u*=1 Genüge leisten müssen, und, darin 
substituirt, die folgende einfache Bedingungsgleichung: ()y*-- «(x —e) = 
(«ex— 1)’ geben. Diese gehört nun der Ortscurve des Punctes = an und 
lifst sich noch zusammenziehen auf: 


m Var = 1, 


— ue? 
Diese Gleichung gehórt einem Kegelschnitte an, und wenn wir seine bei- 
den Axen mit 2« und 25 bezeichnen, so ist: 


und u — 


B 


— ae” 
Man hat also a — a’, d. h. die beiden Kegelschnitte haben die Axe 4B 
gemein und berühren sich auch in den Puncten 4 und B. 
Wird nun noch MN — e gesetzt, so hat man: 

2 Sin (a! -]- e). sin Karo, 

‘sin a’? cose? 
Errichtet man in JV die Applicate NY’ — c senkrecht auf AB, so ist: 
tang b/? 
sin of? 


cot a* — # und cots? = ; 


tangó* = tang ^, 


tangc* = . sin(a^-]- e) . sin ia '— 6), 


und also: 

tangb.cose = tangc; | 
d. h. wenn man von 7 das Loth VC auf C'D' füllt, so ist MC — die 
gesuchte kleine Halb- Axe des Kegelschnitts 4CBD, welcher immer von 
der dritten Seite PQ des Dreiecks RPQ berührt wird. 

Stellen wir nun eine Vergleichung mit dem planimetrischen Ana- 

logon an, indem wir uns erinnern, dafs, wenn (in der Ebene) 4C'BD' 
ein Kreis ist, der Punct IV gerade ein Brennpunct der Ellipse ACBD ist. 
Setzen wir zu dem Ende j/—o'— a, so finden wir: 

tang 6° = tang a^— tange’, 
woraus leicht erhellet, dafs nun der Punct JV night, wie in der Planime- 
trie, der Brennpunot der Ellipse 4CBD ist. 

Stellen wir uns aber die Ellipse ACBD als gegeben vor, so ent- 
steht die Frage, wie der Kegelschnitt 4C'BD' potiua sein müsse, wenn 
der Punct der Brennpunct der gegebenen Ellipse sein soll, da der Kreis 
diese Bedingung nicht befriedigt. Da immer « = a’ ist, so kommt es also 
nur noch auf die Ermittelung von 5’ an. Dazu dient die Formel: 


ce 
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^ 
‘ sin a’“—— sin e* cos e? — COS a 
tang db? = tang © = tangb^,—— — — —. 
| sina/?. cos e? sina’. CcOSe 


Soll e die Excentricitit sein, so ist cose = cose.cosó —cosa”. Elimini- 
ren wir e, so erhalten wir: 

sin a 
cos 5 
Es ist also à'«76'; auch kann 5’ durch eine einfache Construction gefun- 
den werden. Man errichte nur im Brennpuncte JV der Ellipse 4CBD auf 
AB das Loth VV, mache es gleich MB= MA, und errichte in 77. das 
Loth WC’ auf NF, so schneidet es CD in einem Puncte C’ so, dafs 
MC'= b' ist. 


tang b! = 


oder tang ’ = tang a..cose = tang o*. cos e. 


iif. 

Die drei Seiten eines Dreiecks QFR (Fig. 3.) drehen sich um die 
drei festen Puncte 4, P, E, wührend zwei Ecken und A desselben sich 
in den sphürisch- geraden Linien QCD und RCB bewegen; man sucht den 
Ort des Punctes 7, der dritten Ecke des Dreiecks. 

Wir nehmen PE und PA zu Coordinaten-Axen, in Beziehung auf 
welche die fünf Puncte 4, B, C, D, E gegeben oder bestimmt sein mö- 
gen, "i folgt: 

== (6, 0): D (0,0); 4 x (0,0); B=(0, 5); C= (0m, n). 
Die vineis an CD ist dann: y(m—d)—nx——nd; an BC: my — 
(n—b)e=mb. Die Gleichung an QPR hat, weil diese Linie durch den 
Anfangspunet geht, die Form: y=v.x. Daher findet man für ihre Durch- 
schnittspuncte Q und R die Bestimmungen: 


—nd d mb 
= — a MES SR 
LATTES 3 mv--5—n " 
qeu dE " für Q, und ihe für R. 
eg v(m—d)—n SA ms mu+b—n 


Daher ist die Gleichung an 04: 
ndy + [an — v(nd ]-ma-—d«a)]x = and; 
eben so ist die Gleichung an RE: 


[m«— mper] y + mbx == mbe. 


v 
Aus der ersten Gleichung ziehen wir: 
v(nd-+-+-ma—da)x = n(dy +ax—ad), 
aus der zweiten: 
L(mb—eb+ne)y = mey+bs—b0) 
33* 
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Indem wir die beiden Gleichungen multipliciren, wird v eliminirt, und eine 
Bedingungsgleichung für den Durchschnittspunct } oder (x, y) gefunden: 
(nd -- ma —da)(mb —eb A-ne).x y = mn(dy -]- ax —ad)(ey + bx — be). 
Dieser Gleichung leistet man Genüge, wenn man setzt: =0, y=a; 
æ=0, y= bs x=e, y—=0; x=d, y=0, und x=m, y=n. Da- 
her ist die Ortscurve des Punctes F ein Kegelschnitt, welcher, wie in der 
Planimetrie, durch die fiinf Puncte 4, B, C, D, E geht. Durch Entwicke- 
lung wird die Gleichung: | 
desy"— pe nde) mere) eb ed oy ta bat 


mn s 
— de(a+6)y—cab(d+e)x + abde = 0. 
Der Satz kann, wie in der Planimetrie, auch so ausgesprochen werden: 
Wenn man jede zwei Gegenseiten eines in einen (sphiirischen) Kegel- 
schnitt geschriebenen Sechsecks verlängert bis zum Schneiden, so liegen 
die drei Durchschnittspuncte in einer (sphärisch-) geraden Linie. Die- 
ses Theorem ist aber für die Sphärik eben so folgenreich, als für die 
Planimetrie. . 
| IV. 
Eine von zwei Tangenten RM und RJV intercipirte dritte Tangente 
Pa Q (Fig. 4.) eines sphärischen Kegelschnitts wird vom Brennpuncte F aus 
unter dem Winkel QFP gesehen, dessen Grófse Q ermittelt werden soll. 
Nehmen wir die grofse Axe .4B zur ersten Coordinaten- Axe und 
F zum Anfangspuncte, so ist die Gleichung zwischen rechtwinkligen Co- 
ordinaten : V (a*4-5*) = m- nx, oder 
l. y'd4-(ü-—m»)xa—2mnx-m*:-O. 
Der Punct R sei bezeichnet mit (p, 9); dann ist die Gleichung an 
das System der beiden Tangenten RM und RN: 
2. m'(y—qgy + Qr—4)(gz—pyy— 2mn (y—9)(ga—py) + m*(p—ax 0. 
Die Gleichung an die dritte Tangente PrQ sei c y--Qx zz 1; in 
Hinsicht auf sie hat man die Bedingungsgleichung : 
9. mnm —1-4-2mnQ + m*p-- mia? = 0. 
Die Gleichung an FQ sei y — a.x, die an FP sei y —'.x, dann 
a'—a 
Um den Durchschnittspunct Q zu finden, substituire man y — ax 


in der Gleichung ay-+Bx=1, wodurch man erhält x = + $ und 


ist tang @ = 
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und YEA Diese Werthe müssen aber der Gleichung (2.) Genüge 


leisten; daher hat man zur Bestimmung von a die Gleichung: 
m’(a —aag— 9) ++ (n° —1)(¢—ap)'—2mn(a—aag—B9)(g—2p) 
“ym (Gap Bp—1) = 0, 
Dieselbe Gleichung erhiilt man aber auch zur Bestimmung von a’. Folg- 
lich sind @ und o! ihre Wurzeln. Durch Fes erhült sie die gi 
| A. —2B.a-- C = 
und es ist dann: 
AZ m(1—ag) + op T2mn(l—ag)p-+ mp, 
B=m 
C=m.ße#+@—1g+ mn om (1 — pp}. 
Setzen wir aber {—« 7 —[ p — £, und substituiren wir also 1—ag=k-+Bp; 
1—Pp=k-+.ap, so erhalten wir: 
A= mk(mk--2mp-4-2np)-4- p (LE me *-E2mn( 4 n* —1), 
B = mk(Bgm t ng+ map) + prm jT ms +2mnb+n—1), 
C = mk(mk+2mag) + g (mg + me? + 2mnß tr —1). 
Weil aber der Gleichung (3.) gemiifs m?Q?-+ ma +-2mnß- rm —1=0 
ist, und auch der gemeiuschaftliche Factor 7? £ wegbleiben darf, so haben 
wir die einfachen Ausdrücke: 
A = m+(mß-+2n)p — mag, 
B= (mb+n)g + map, 
C zm + mag—mBp. 
Da aber @ und a’ die Wurzeln der Gleichung 4. a*—2 B.a -- € — 0 sind, 
so ist a+ a! = =, und ao/— 5 . Hieraus folgt: = E 


daher ist dann auch: 2Y'(Bi— AC) 
tang? = eet Cour 


<1— Bp) ap, 


Man findet aber 
At+C=2(n-+np)s und B'—4C-p-4-g-—(m--npy, 
Y (p? — (m4 np? 1 mn 
ne, usd cos = ty. 
Dieser Ausdruck ist unabhängig von « und Q, d. h. der Winkel @ bleibt 
derselbe, wie auch die dritte Tangente Pr von deu beiden anderen RM 
und RW intercipirt werden mag. 

Wenn daher in Fig. 5. sich die Tangente PQ gehörig drehet, so 
füllt P mit W, und Q mit R zusammen; dabei rückt der Berührungspunet 5 


also 
tang = 
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selbst nach M; daher ist der Winkel RFM— PFQ. Eben so erhellet, 
dafs der Winkel NFR = PFO ist, und also 
REM = RFN. 
Werden Aba von einem Puncte R zwei Tangenten RM und RN an einen 
Kegelschnitt gezogen, so wird der Winkel MFNV der beiden von einem 
Brennpuncte nach den Berührungspuncten gezogenen Leitstrahlen von der 
sphärisch-geraden Linie halbirt, welche den A AD mit dem Puncte 
R verbindet. 
Daher ist dann auch der Winkel MFN —2Q-—2.PFQ. 
Werden die beiden Tangenten RM und RN verlängert, so schnei- 
den sie sich noch im Gegenpuncte R’ von R, und wird die Tangente P'z' Q' 
von ihnen intercipirt, so ist eben so auch der Winkel P'/FQ', welcher mit 
Q' bezeichnet werden mag, constant, dergestalt, dafs 
P+®' = 180, 
und also cosQ — —cosQ@ ist. Hierdurch ist zugleich die Zweideutigkeit 
in gefundenen Ausdrucke für cos® erklürt. | 
Wir künnen den Winkel endlich auch noch von der individuel- 
len Lage des Punctes À unabhängig machen, wobei wir (Fig. 6.) als geo- 
metrischen Ort des Punctes À, unter der Voraussetzung der Beständigkeit 
des Winkels Q, einen Kegelschnitt finden, welcher mit dem gegebenen 
APQB denselben Brennpunct F hat, in Beziehung auf welchen der Winkel 
® bestimmt wird. Denn, bezeichnen wir den Punct R mit (x, y), so ist: 


apie EOE Lt Sat nap) WES em ein 
cos Q = Vat by)? oder V (x*-Fy*) = m'+n!x, 
wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 


" n 


= und nf = * 
cos & cos p 


Es ist dieser Gleichung gemäls AB selbst ein Theil der grofsen Axe 
A'B' des neuen Kegelschnitts. Werden die Parameter der beiden Kegel- 
sehnitte mit p und p/, die grofsen Halb-Axen mit a und a‘, die beiden 
Excentricitäten mit e und e' bezeichnet, so ist: 
1. tang p = fangp'.cosQ, 


9 sin 2e Las sin 2 ef 


sin2a ^ sin2a’* cos, 
und Won h ist die Beschaffenheit des Kegelschnitts ARB’ A! bestimmt. 
Die in den Scheiteln 4 und B der gegebenen Curve errichteten 
Perpendikel 4M — 4m und BV = Bn sind der Länge nach dadurch be- 
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stimmt, dafs der Winkel FM = BFN — Q ist. Die Applicate FG, wo- 
von die gegebene Curve in g geschnitten wird, ist =p’, und Fg — p. 

Die auf diese Siitze zu gründende organische Beschreibung der Ke- 
gelschnitte ist also dieselbe, wie in der Planimetrie, wenn nur Hauptkreise 
statt der geraden Linien genommen werden. 


V. 

Der in Beziehung auf den Brennpunct F bestimmte constante Vec- 
torwinkel p Fg = ist nicht derselbe mit dem in Beziehung auf den an- 
deren Brennpunct f bestimmten Vectorwinkel pfo zs. Bod der Zusam- 
menhang zwischen diesen beiden constanten Winkeln soll jetzt ermittelt 
‘werden. Um die Lage des Punctes R dabei zu bezeichnen, dienen uns 
die beiden Winkel RFB = v und RfA = w. 


Auch setzen wir tang FR — A, und tang g/R= : Demgemäls ha- 


ben wir: 
Rcos® = m--nRcosv, und reosy = m nrcosw,' 


also: m m 
R= —— N und r=- DE aes 
cos —ncosv“  . COS Y — n cos ww” 


Da nun Acosv — tang Fa und rcosw=tangf« ist, wenn Ra senkrecht 
auf 4B d wird, und da auch noch Fa +af — ff — 2e ist, so hat man: 


__ 7m cos v (cos 4j — n cos w)+- m cosw gu (cop — 7 cos v) 
(cos p — n cos v) (cos y—z cosw) — m° cosv cos w 
Hes m (cos v cos Y + cos w cos f) — Imn cos v cos w 
cos2e ^ cosq cosq — n(cosv cos y/-]-cosw cos p) + (n? — m?) cos v cos w " 
Durch Fortschaffung der N enner erhält man also: 
sin 2e cos Q cos d — (nsin2 e + m cos 2 e) (cos v cos xb + cos w cos Q) 
+ ((n®— m?) sin 2e + 2m n cos2 e) cosv cosw = 0, 


> oder 


Bedenkt man nun, dafs n = awe *, und 7 LEE itg ist, so hat man: 
à 1 — cos 2e cos 2 a 
nsin?e + mcos2e = en 
+ (n* — m?) sin2 e + 2mncos2e = sine, 
und also: 
cos (p cos W -]- cos v cos 1v ie 1—cos2e.cos2a __ sin uude ue 
COS U cos v + cos w cos p sin2e.sin2a ^ sin2a.sin2e 


Werden also v, w und ® als gegeben angesehen, so kann Y daraus ge- 
funden werden. 
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VI. 

Wenn sich zwei sphärisch- gerade Linien, deren Gleichungen y—9 
—a(x—p) und y—g — Q(x-—p) sein mögen, und die also beide durch 
den Punct (p, 9) gehen, unter einem Winkel Q schneiden, so ist bei der 
Voraussetzung rechtwinkliger Axen-Coordinaten : 


tang ® = ED VU pe) 


Sind die beiden Linién Tangenten eines Kepelachniten dessen Glei- 
2 y- , : 
o How. PORTS ——  — 
chun ; + pP ER 1 sein mag, so ist 


—2 à tang b? —q? 
a +B mm g nt und ap — re 


tang? = ee tang a? p? tang b? — tang a?. tang b?) . Y (1+ p? add 
| tang a? -tangb? — (1-l-tang a?) q? ee 
* Soll der Winkel $ ein rechter sein, so hat man: | | 
(1 + tang a°).9° + (1 + tang b*) p* = tang o* + tang b*. 

Daher ist der Ort des Punctes (p, 9), von welchem aus an eine sphärische 
Ellipse jedesmal zwei auf einander senkrechte Tangenten gezogen wer- 
den kónnen, wieder eine Ellipse, welche mit der gegebenen denselben Mit- 

telpunct hat, Werden ihre Axen mit 2.4 und 2B bezeichnet, so ist: 
tang 4° = (tang a* + tang?) cos?*, und tang B^ = (tanga? + tang 4”) cos a’. 
In der Planimetrie ist die analoge Ortscurve bekanntlich ein Kreis, 
hier aber nur in dem Falle, wenn die gegebene Curve selbst ein Kreis ist. 


Cleve, den 1. Juny 1830. 
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21. 
Elementarer Beweis eines in der Differenzen-Rechnung 


‚vorkommenden Ausdrucks. 
(Von Herrn E. Köhlau, Lieut. im Königl. Preufs. 26sten Inf. - Reg.) 


V Van u — x" ist, und es wird der Ausdruck A"u gebildet, Ax con- 
stant gleich 2 angenommen, so ist das allgemeine Glied desselben: 


m (m—1 m-—r-4-1). ,,, n Dale 
p? x „m Ed hr (m jet: T 3 (—2) — ete.). 


Bei Bildung der successiven Differenzen Au, A?’u, Adu etc. zeigt sich 
U iL 1 r ; a 

aber, dafs A"u keine Potenzen von 7 enthalten kann, deren Exponent 

kleiner ist als 2; es mufs also, wenn 27r: 


1. m—n(n—1»y au, (2— 9) — ete. = 0 
sein. Eben so findet man, dafs A" constant und dem Product der na- 


türlichen Zahlen von 1 bis 72 in x” gleich ist, es muls also: 


9. mn — ma (m—1)* + AD m 2)" — ete. = 1.2.3....m 


sein. Beide Ausdrücke lassen sich nun auch auf folgende Art, ohne Dif- 
ferenzen-Rechnung zu gebrauchen, beweisen. 


So lange 271, ist immer: 
(1—1) = 1—(— 104 CES ED + ete. = 0. 
Multiplicirt man diese Gleichung mit 7, so ist auch: 
onu green ee ER N 
Wird hier z mit 2 —1 vertauscht, so wird: 
(SD Du D m (ge 3 oto. = O, 
wenn 7—1>1 oder n>2 ist. Addirt man nun diese Gleichung zur vo- 
rigen, ordnet die Summe und multiplicirt sie mit 7, so wird, wenn 72> 2: 
n — n(n— 1y + ee = (n— 2)? —etc. = 0. 
Eben so findet man, dafs | 
n— n(n—414yP + de (n—9Ÿ — etc = 0 
ist, wenn n>3. Gesetzt nun, fe Ausdruck hátte sich als richtig be- 


währt, wenn der Exponent r, und 2>r ist, und es wäre: 
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nt n(n—1y + EI m 2y — ete, = 0, 

so wäre auch, wenn n—17r sake n>r-+1: 

a1 — (aa 27 | © OS), Ta — eto, e De 
Werden nun diese beiden Gleichungen Berto und die Summe mit n mul- 
Gplicirt, so ist: : 

nho aa —1y + D n — Oye nln—M(n—2) (n — 3)" L etc, — 0, 

und die Richtigkeit des Ausdrucks (1.) hiciera allgemein erwiesen. 

Der Beweis für den Ausdruck (2.) folgt aus (1.) unmittelbar; denn 
setzt man: n" — n(n—1) + Aa Bonn MATE : 
und addirt: j 
(n L 1Y—(n + 1) nu EE Dare (n— Le (fr prod (n + € etc, = 
so wird der Werth von " (n) nicht geündert, eek es bleibt: | 

(n y — nnt 4-2 (n — y ZN (nay + ete. = fin). 

Werden nun YT Theile der een mit (2 4- 1) multiplieirt, so 
wird der erste so von (2-]- 1) abhängig, wie es f(n) von 2 war, mithin 
f(2+1) sein. Es wird daher: f(2+1)=(2-+1)f(”). 

Setzt man nun 7 — 1, so wird /(2) auch der Einheit gleich, daher 
f2Q)=2f0) =1.2,. f3B)=— 3/2) 51.2.3 und Jr 

Lüfst man nun den Exponent zunehmen, und geht zu den Reihen 
über, deren Anfangsglieder n"*, 77, .... n"*" etc. sind, so werden zwar - 
die Ausdrücke für dieselben zusammengesetzter, doch ist das Gesetz, nach 
welchem sie nach und nach aus einander abgeleitet werden EE ganz 
einfach. Denn setzt man: 

nr —n(n—1yt iE 1) (n— yer — etc. = f(n, r), und 


p n(g Dre OD (s atn eto, = f(y r—1) 
multiplicirt die zweite Gleichung mit 7, und zieht sie von der ersten ab, so er- 
hält man: x 

‘3 TM] n-Fr-r bars: n—2)} ur, k 
na — 1 un AN po ap 
= f{n,r)—nf(n,r—1). | 
Der erste Theil der Gleichung ist aber, wenn er analog mit den vorigen 
Ausdrücken bezeichnet wird: zf(r—1,r); es ist demnach: 


fon) = nf(n —4, 1) + nf(n, r— 1). 
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22 


De resolutione aequationum per series infinitas. 
(Auct, C. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom.) 


Theoriam resolutionis aequationum per series infinitas principiis novis su- 
perstruam, quae maxime in eo versantur, ut indagetur seriei eruendae 
functio generatrix sive functio, in cuius evolutione certa quadam ra- 
tione instituta inveniamus seriem, quae radicem exprimat, ut certi cuius- 
dam termini coéfficientem. Ita videbimus, proposita aequatione f(x) = 0, 
series, quibus radix eius adeoque potestates radicis exprimantur, erui ex 
evolutione singulari expressionis log f(x) vel etiam | Lor propositis inter 
duas variabiles x, y duabus aequationibus f(x, y) — 0, O(a, y) — 0, series, 
quibus radices x, y earumque potestates et producta exprimantur, erui ex 
evolutione singulari expressionis 
FH) e Qr) — FI P@ ER: 

| f.9 

propositis inter tres variabiles x, y, = tribus aequationibus 
f(x, y,2) = 0, Q(x,y,2) = 0, (x, y,2) = 0, 
series, quibus radices x, y, z earumque dignitates et producta expriman- 
tur, erui ex evolutione singulari expressionis 
SE Ow ()— 9 ()w NH G2 L9 (2) Et CAGE AO] Ge) Qn) (Nv (20)] El vol, 
f.q 

quae iam facile patet, quomodo ulterius continuentur. 


Adnotare convenit, iam olim Ill. Lagrange in initio ipsius com- 
menfationis celeberrimae, qua theorema, quod ab eo nomen refert, con- 
didit (Hist. de l'Acad, de Berlin a. 1768.), generationem illam seriei, per 
quam radix aequationis f(x) — 0 exprimitur, animadvertisse, sed postea 
viam illam, qua theorema suum invenerat, dereliquisse. Namque et ipse 
et alii ejus, quam tum dederat, demonstrationis desiderabant rigorem. Aliis 
est principiis demonstratio nostra superstructa, quibus tamen magna inter- 
cedit similitudo cuni iis, quibus sagacissimus Cauch y in calculo, quem vo- 
cavit residuorum, usus est. Attamen cum a nobis haud pauca adiecta, 
atque principia illa multo latius extensa adeoque ad resolutionem duarum 
34* 
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vel plurium aequationum plures variabiles involventium applicata sint, hoc 
ipsum ad calculum illum residuorum, quo fam feliciter autor uti solet, ul- 
terius promovendum facere potest. 


Quia vero in sequentibus seriebus, de quibus quaeritur, invenimus ut 
certarum expressionum certa quadam ratione evolutarum coëfficientes, no- 
tatione nobis opus erit, qua evolutionis propositae singuli coëfficientes ex- 
primantur. Quem in finem eandem adhibebo, qua olim in commentatiun- 
cula ,,de fractionibus simplicibus" (Berol. 1825) usus eram. De- 
signante enim f(x) functionem certa quadam ratione ad dignitates ipsius x 
evolutam, coéfficientem dignitatis x" in ea evolutione designaho per cha- 


racterem [ flw)] hy 


Nec non functione plurium variabilium f(x, y, z, ....) ad dignitates earum 
evoluta, coéfficientem termini x" y"zP?.... designabo per characterem 

LS (5 Ys 9 200 od m y BP i 
Observari quidem potest, quoties functio Sod nonnisi positivas integras 
variabilium contineat, in locum notationis nostrae usitatam differentialium 


notationem restitui posse. Eo enim casu fit e. g. 


0" f(x 
Jobs = ae 


posito post differentiationem x==0, et designante IIz productum 1.2.3... 7. 
Idem locum habet, ubi f(x) negativas adeo dignitates ipsius x» continet, 
neque íamen in infinitum. Ubi enim functione ea per x" multiplicata, 


dignitates omnes positivae evadunt, fit 


h omtn, „gm mtn, ai" f( 3) 
VOIE = II (m 7) Lm «nie aeu? 


posito post differentiationem a — 0. Eadem de pluribus variabilibus va- 
lent. At in sequentibus etiam evolutiones, quae utrinque in infinitum ex- 
currunt, considerabuntur, sive quae variabilium et positivas et negativas 
dignitates in infimtum continent, quarum coëfficientes per differentialium 
nofationem exhiberi non possunt. Unde maxime ad notationem novam 
confugiendum erat. 


Adnotandum autem est, in genere expressioni [./(x)],» certam no- 
tionem non subesse, nisi antea, quem evelutionis modum adhibere eonve- 
definitum erit. Fit enim, ut quoties de evolutione functionis agi- 
tur, euius argumentum pluribus nominibus seu terminis constat, .veluti 
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, log(a+b-+c-+.-..), aliam aliamque seriem eruas, ubi 


EFC 
secundum “us nominis d, 5, c, .... dignitates descendentes evolutionem 
instituis. Unde nisi definito evolutionis modo coefficientes determinatae 
non erunt. is casibus, ut ipse adspectus doceat, quem evolutionis mo- 
dum adhibere placet, nomen illud, secundum cuius dignitates descendentes 
evolutionem fieri supponitur, primum ordine exhibebo, sicuti in commen- 
tatione anteriore ,,de singulari discerptione fractionum etc." feci- 
mus. Interim tamen, ubi commodum judicabitur, quem evolutionis mo- 
dum adhibere conveniat, diserte adiiciétur. 

Jam principia, de quibus diximus, sequentibus lemmatibus exponemus. 


Lemma l. 
Ponamus functionem f(x) certo quodam modo evolutam alios ter- 
minos non continere, nisi qui ipsius æ dignitates sint neque igitur loga- 


Of (x) 
Ox 


. - [I jl. . . . 1 e e e 
rithmum ipsius x; differentiale eius termino — carebit, quippe qui 


nonnisi e differentiatione termini logæ provenire potuisset, qui in f(x) non 
invenitur, Erit igitur 
] Kat = 0 
^ Qo da 2 
» = 1 m 
unde etiam, posito — ri f(y"? loco f(x): 


2. [/e» Ze. D. 


Formula 2. exceptionis casum habet, qui considerationem sibi peculiarem 
Y , Lies oo . . . 1 " 
poscit, casum quo 7 — —1. Quaeramus igitur coéfficientem ipsius P n 

expressione 07 DP ee 0g gf (x) 


OLE Zu dx 
Sit terminus ipsius f(x), secundum cuius dignitates descendentes log f(x) 
evolvatur, a, x^ et ponatur: 
f(a) = a we (1 +0), 
unde Blog f(a) __ ER DD), 
Ox Pu 


Jam expressio P 
log -U) = V- +R — +... 


e solis dignitatibus ipsius x constat, unde 


Bas 
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ideoque 


| el en 


7} æ e A à . e LA [] e 
Videmus igitur, ubi dignitates functionis f(x) secundum dignita- 
tes descendentes termini 2,x" evolvantur, quem ponimus 
unum esse e terminis iv f(x), in expressione 


es L] e. . .® s 1 . 7 " 4 Z 
coéfficientem termini — esse u sive expressionem illam 
P 1 e T e | " ; 
termino — omnino carere, nisi sit 7z — —1, quo casu termi- 
i -4 te . . . e 
nus — coéfficientem nanciscitur p. 


In applicationibus huius lemmatis, quas infra faciemus ad resolutio- 
nem aequationis per series, erit terminus, secundum cuius dignitates descen- 
dentes evolutio instituenda est, ax sive prima potestas variabilis; quo igi- 
tur casu statuemus: 

[259] 2: 


J (c) 9 ac] 
Ponamus F(x) esse eliam functionem, quae evoluta et ipsa e solis 
dignitatibus ipsius x constet , erit e 1.: 


| Ets], =o, 
pM DE piece eC. 
sive generalius j i 


s [FO] = ro). 


Qa" 


qua formula interdum commode uteris. 


Lemma IL 
Ponamus, functiones f(x, y), @(x, y) certo quodam modo evolutas 
alios terminos non continere nisi qui ipsarum x, y dignitates dignitatum- 
que producta sint, ideoque carere terminis logz, m y: sequitur e lem- 
mate I., in expressionibus | 
8.[pf(O] 2. [9] 
dy. Ses. Ox 


*) Ubi commodum duco, differentialium paral pa as quam Ill, La- 
grange proposuit, adhibebo, 
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in altera terminos in = ductos, in altera terminos in = ductos deficere; 
unde in neutra invenietur terminus —-. Quarum igitur differentia quoque - 
e. pf o]. 8. of _ | | 
ER uou = feet —fo)e o 
. 1 : | £ 
cum termino b carent, eruimus theorema novum ac memorabile: 
6. Ue (62) er (I. nya = 0 
Unde etiam, posito = i Er 10e: loco f, » sequitur : 
7. nese) v0) TOTER ac 
' Quae formula exceptionis casum habet, ubi a — —1, 2 — — 1, qui seor- 
sim examinandus est. 


Ac primum observo, ubi alter tantum numerus e. ge 7m -— —1, 
formulam 7. non mutari, sive etiam expressionem 


f^ vU (2) O(N — f(y) O'(x)] = v E SUA (y)— 9 STE Q' (x )| 


. 1 y Li 
termino jy carere, Ponamus enim, esse aa" y" terminum ipsius f(x, y), 


secundum cuius dignitates descendentes dignitates vel logarithmus eius evol- 
vantur, continebit log f(x, y) terminos logarithmicos. u logx +vlogy; e 
Z rm, E = ) abeunt logarithmi, unde etiam expressiones 
fe? po, ES AW 
e solis dignitatibus et productis ipsarum x, y constant. Hinc sequitur, in 
differentialibus earum | 
8.[f Pf (x)  9.[f£79""f"' GI 
dy 4 Ox 
respective terminos in 35 M E ductos deficere; unde neutra habebit termi- 


differentialibus autem 


num = , ideoque nec differentia earum 
(n4- ^ 9" Df G) OS HOT AO) 
sive erit: | 
8. (foe [f 0) e 0) —f 0) 9' Glos y = 0, 


quod demonstrandum erat. | 
Jam vero videamus, quaenam evadat formula 7., ubi simul 71 —— 1, 


ee e e . 1 e e 
n — —1, sive quaeramus coéfficientem termini "P expressione 


F(x) P(N—S' (NG (x) —_ Glogf olo  Ologf dlose 
f. | "dx. By “Hoye Om” 


262 22 C. G. J. Jacobi, de resolutione aequationum per series infinitas, 


Ponamus, esse aay’, bx" y" terminos ipsarum f(a, y), O(a, y), secun- 
duro quorum dignitates descendentes potestates earum et logarithmi evol- 
vantur, ac sit: 

f(x, yp aunty A+), Pay) = ba" y" (+ PF), 


Ponatur porro brevitatis causa 


2 3 | 
L == log (1 + 7) = U—vupme us 
RON ABN AL 
M = log + VY) = PP — +. Le 
quae expressiones 'e solis dignitatibus ipsarum x, y constant: invenitur 
Ologf dlogy — Glogf dlogep 
Bor Wo M OY vera 
— {fe LOI (vL 9My pr  OE) (we doni 
pm e t$: "y x E t5) (E er an)" 
In aequationis dextra parte, uncis solutis, inveniuntur expressiones 
oL oM eL oM 1 oL 1 ON 1 oL 1 oM 


Ba dy ap 855 y ORIS QUIDNE 


. . Q 1 . 
quae ex theorematibus antecedentibus termino ee carent omnes, undein ex- 


Inn " a md 1 T 'e e a£ 
pressione antecedente coéfficientem ipsius zy nanciscimur simpliciter py’— p’y; 
sive fit: . | 
9 [SZ Ologp log sd di [^ (x)! (y) —f' ) pe) 
í dx ' oy Oy ' Om Anny f. x 
= py— gy. 


Ay 
Videmus igitur, ubi dignitates functionum f(x, y), O(a, y), quae e 
solis dignitatibus variabilium x, y constant, secundum digni- 
tates descendentes terminorum 
a x" y", b x!" yt 
evolvuntur, quos in functionibus illis inveniri supponimus, 
in expressione : 
/ { / / 
J^ Q" LF (v) Oy) — fi Q) 0' ()] 
e^ f (9 rs . LI 1 . í e. 1 
coëfficientem termini 6838 — 0, sive termino a eam 
omnino carere; nisi sit simul n=—1, = —1, quo casu ter- 
e 1 effici # e L] / 4 
minis y coefiicientem nanciscitur uy' — py. 


In applicationibus huius theorematis, quas infra faciemus, evolutio- 
nes secundum dignitates descendentes terminorum 2x, ^y insfituentur, 
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quo igitur casu p — y'— 1, p'= y — 0 ideoque 
[26 g'() —P (x) 9' e UT 

TUR ir : 

Assumta tertia functione F(x, y), facile probatur, esse: 


xy 
10, F[f()9 P0) PI = Se ) 23071 — CD 


Ex LAE nl fpe. 5 + £0! (x) F ^ + Of (y) F(a). 


Jam quoties 7 id - et ipsa e solis variabilium x, y dignitatibus eonstat, 
e theorematibus antecedentibus expressiones 


d. ra mn\0:[pFl 9. [£o P'(9)] 
Re er een 
termino = carent, € e 10. prodit: 
11. ee ()—f' (2 (2]] 4, u 
= Le. Io oro) eror Ol, 
cuius theorematis infra usus erit. Adnotandum, quoties F ER abire 


11. in 6, Lemma III. 
Ut similia eruamus de tribus functionibus, tres variabiles x, y, z 
involventibus, f(a, y, 2), P (x, y, 2), SL (x, y, =), adnotetur aequatio identica: 


0 .[g' (y) w' (x) — v' (z)w' Q2] 4. 9-[o' (2) v' (x) —9' (2) v'(z)] 
n MU Re eh ya: 
LOUE À 0 


quam differentiationibus exactis d probas. E qua, posito brevitatis causa 
V = f'(0) IO) 6 — 0 G2 OI + POP OY (3) — 0 (2 9" @] 
TO) AC AO ACER CIE 


fluit sequens: 

TRUM 0 lp re iov M 9 . f [qz we — qo] 4 9 . f [qoc Wr — y sac] 

Ox Gy Oz 
| VS 
Ponamus, in functione f(x, y, z) evoluta praeter dignitates ipsarum x, o 
alios terminos non inveniri, ideoque eam'et a logarithmis earum vacuam 
esse; porro duas reliquas functiones Q(x, y, z), xL (x, y, =) evolutas sive et 
ipsas solis dignitatibus variabilium x, y, z constare, sive praeter illas adhuc 
continere terminos logarithmicos 
p/logz + v'logy + 9'logz, p"logzx -v'logy + o" logs, 
designantibus p', y” etc. constantes, Patet, expressiones certe 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 3. Hft. 35 
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PL — € G) y), (2, (0) — PRIV, 0 00) / y) — 9" (y) / o) 
a logarithmis vacuas esse, ideoque etiam expressionum 
9 fg aiia 0 f (qz 'ac—q'a iz) | 0. f (q'ac ^y —qytp'ac) N 
Ox Oy ; Oz 


e .e . 1 e 1 e . 1 e 
primam terminis in —, secundam in = tertiam in — ductis carere; unde 


earum nulla continebit terminum zu ideoque nec summa earum, quam 
e 13. vidimus esse — V.  Nanciscimur igitur theorema fundamentale: 
14. [V]. yii = 0. 
Ponamus iam, etiam primam Mie. f (x, y, =) terminos loga- 
rithmicos continere &loga--vlogy-l alogs, EV p, v, 9 con- 
stantes, ita ut posito 


f(x, y, 2) = plogzx + vlog Yin bee IAEA 
U solis variabilium x, y, x dignitatibus constet. bs expressione loco 
f uo » z) substituta in jue m Day 


£2 OY /5— VV YE (s/n V0) + ST (pe y — Q y V2) 
E (^y Ve Qs y) + = (Qs Qn 2) +2 (e y — y V2: 


Jam e 14. pars prima is expressionis 
QU oU oU 


es (Pris Vet y+ (Qs ele) +5 


termin 


x py — Q'y f'2) 


et; porro e lemmate II. facile iud in expressionibus 


Q (y)V/s— sy, Pay Par, Q'xq/y —GQ'y Vex 


ps 1 1 1 | H 
coéfficientes terminorum —, -—, — respective esse 
x a pero b oy | 


y‘ ai y! o, o u^ — DA 7 y i. (TATE 
unde prodit theorema, siquidem functiones f, Q, 4 evolutae prae- 
ter dignitates variabilium x, y, z adhuc contineant termi- 
nos logarithmicos 
Hloga + vlogy + slogz, p'loga + v'logy pr c'log 3, 
vlog a + y “logy + o'logz, 

fore 

15. [Vas = patte) + vou e" w^) + (ul v — p" y). 
| Rursus ponamns, functiones f (x ye. "x y, €) b (x, y x) certo 
quodam modo evolutas solis variabilium x», y, = dignitatibus constare, ea- 
rumque dignitates et logarithmos ad dignitates descendentes terminorum 
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Gore quee ato dee T PE ny az 
qui in iis inveniri supponuntur, evolvi: logarithmi earum evoluti praeter 


dignitates variabilium continebunt terminos 


plogx + vlogy + @logz, p‘logx + logy + ‘logs, 
a logx + “log y + a logz. 
Hinc ubi in ipsa V es f; 9,  substituimus vel f", Q", LP vel log f, 
log ®, logy, e 14., 15. Huit theorema, siquidem non simul m —n-— 


pi, fieri 
101: [£^ arena yat = 0; 


quoties vero simul Pu ME fieri 
173 E. p(y’ os! egy’ e) + v(o' pi — on) ]- e (aly — u" y^. 


In applicationibus, quas infra faciemus, evolutiones ad dignitates descen- 
dentes terminorum ax, by, cz M n RE We igitur casu. u — y! = o" 
= 1, reliqui autem p! = p= y^ — y = a= a’ — 0, ideoque 


E — A 
= -— se 
JPY x yz 


Ut formulae 11. lemmatis II. similem eruam, assumta quarta func- 
tione Z'(x, y, =), quae et ipsa solis variabilium dignitatibus constat, trans- 


formo expressionem [F.V],-ı yor? in aliam [P], 5,5 , in qua P diffe- 


_rentialia functionis f secundum x, funcüonis Q secundum y, functionis 4 


secundum z sumía non contineat. , Quod transigitur hunc in modum. Po- 
sito enim ff loco f in expressione ipsius V, formula 14. in hanc abit: 
[P V] ya = LSP (x) Oy d'a VV) T FF) Ga d'a De VO) 
EF (Q'x Jy —À Q'y px) | sont 3glz; e 
Porro e 11. sequitur: j 
FF (2) (0 y TE Er sya = 
32, F'( [pe C, " Fi 

lou [ f. FEN op VE ( EI 4 ue UT. E —] 


Oy Oz ly 


nec non e 4.: 
—[fF'(y) B(x): 
— [J£ (3 0e Q) V Gola = le elt M = e 


Quibus in aequationem superiorem substitutis, prodit: 


4 


z 


(SE (y) g* 
(a = DEAPLUOLAON 


39% 
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DES D» EC. + fF'y "OP ee pty taste | 


Quae HIER facile in hanc dts 


18. | —[F. V], ya; = 
rie 
0.[pw] 0°F cu er 9. uc OF 
Apes e E. oru: zd pe Oz  OxÓy 


+ Flo Ve "mo r Vea fy] 
Py Iw az f + age A fees] 
Pare Zo, efe y oye] ma 


E formulis 11., 18. videbimus infra theoremata, quae fil. Y'a pito 
de resolutione duarum aequationum inter duas, trium inter tres variabiles 
propositarum olim exhibuit, sponte demanare, quas igitur hoc loco ante- 
mittere placuit, quo facilius nostra cum illius inventis conciliari possint. 

Indicata via, quae de duabus, tribus functionibus eruimus, ad maio- 
rem functionum numerum facile extenduntur. 


De reversione serierum, 
sive resolutione aequationis propositae per series infinitas. 


Lemmatum traditorum primam applicationem ad casum simplicissi- 
mum ac saepius tractatum faciamus, quo de radice aequationis proposifae 
in seriem evolvenda quaeritur. Videbimus, ex evolutione logarithmi ipsius 
expressionis, quae nihilo aequatur, certa quadam ratione instituta, seriem 
quaesitam eiusque et potestates et logarithmos profluere, quippe quae in 
evolutione illa ut coéfficientes invenientur. 

Quaestio de radice aequationis in seriem evolvenda omnibus casibus 
ad reversionem serierum revocari potest, qua id agitur, ut proposita 


serie = : j 
X = axa +ax ax +...., 
alia indagetur series, qua vice versa x per X exprimatur: 


LI b, X -- b, X? + bs X? + ba X* + eco 
unde proposita aequatione 
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yz=ax +,” +, 2° +0,x+...., 
invenitur radıx | 
= by +hy thy + yy? +... 
Aequatione identica 
x = bX4+6,X°+),X54 5,X'°+...., 
differentiata et post differentiationem per .X" divisa, obtinetur: 
== 22x. T VA ee HE Gui duse]. 
Evolvamus in hac aequatione singulas dignitates ipsius X ad dignitates 
ascendentes ipsius x ideoque ad dignitates descendentes termini 2, x, qui 


in ipsa À invenitur: sequitur e lemmate I., in altera parte aequationis, 
CPs 
"XO x 


[2 . e 1 ee 8 . 
dictum in modum evoluta, terminum = nonni) m-expressione 7 b 
inveniri; porro ex eodem lemmate fit 


EN 


MIS s e o [tf 
[c]. 7 sive s m Lll 


Quae est determinatio generalis coëfficientium evolutionis quaesitae. 


unde iam 


Eadem omnino methodo, posito 


" e y" [b + by 4-6? Hb? +), 
coéfficientes b, determinas.  Differentiata enim aequatione, quae identica 
fieri Er 
es X^ 4b, Xm + b, Xn b, ACE adea dio 
et post AU aue divisione facta per Xt": altera pars aequatio- 


> 


x 1 
nis e lemmate I. in unica FRERES (m + n —1) dn xg, terminum — 
habet, unde fit: 


m AMI inet (m 4- n —1)5, COT — (m + n — 1; 0 
Real ni PRECIOS HG ee Pa PT S 


sive cum generaliter git : 


[x7 fus = aller; 


fit: sii 
" m m : 
LUN M ies m-di-^— lee jar ders 
Quoties 7 est integer negativus et z; — — 77 -]- Í, quo casu 19., in- 


determinata evadit, in locum eius formulae haec substitui debet: 
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-mnm 


1890. TB, p, == 71 (lo fe, 
quod facile probatur. Eadem porro methodo, posito 


log x == logy + log, + ay + by" + 6, y? + se, 


invenitur : : 
DI OM i: ES 


n' Lx" PS. 


Ubi m est integer positivus, sequitur e 19.: 


am ym " ES yn 
= |- vm V, atroce on ms Ae 

m mn X (n + 1,2 (m-4-2) X x 
iV log X, neq ares 1 rolutae t : yo 
sive cum neque log, neque +, x, . +++ x57, evolutae terminum x 
contineant: KP 

4 acm > 
22. — = —[leg(X— y). 

Ex eadem formula, collata 20., fit: 
zT I A MS 2 Am y? ] 
mam m y C pe dde te + lg X — J... „m? 


sive cum in X"", X"*5 .... nonnisi dignitates ipsius a altiores quam 
m‘* inveniantur: 

23 — A (X—y)] om 
Porro ex 21. fit: 

log = logs, + logy + |: +25; + 3% ste] 
sive cum log5, = — loge, = — [log X],»: 
24. e = logy — [log (X —y)]yo 

In locum formularum 2 ru 24. substitui possunt hae: 

25, = = [log(y—X)—log(X—y)],-m, 

26. logx = [log(y — X) —log(X — y)],o, 
cum expressio log(y — X) positivas ipsius x dignitates omnino non conti- 
neat; unde formulam 25. valere videmus pro omnibus valoribus numeri 72 
et positivis et negativis. 

Quae ne praepostere intelligantur formmilas, revocare placet, secun- 
dum ea, quae supra monuimus, pro diverso modo, quo binomium, cuius 
logarithmus. evolvendus proponitur, scribatur siye y — X sive X = y, nos 
denotare per expressiones log(y—&), log(X— y) series diversas 

X ae X! a 


log (4 — X) = MEY Tagan An $5 
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| od: 3 y y? yi y^ 
log (X — y) LL DEN es ee ..., 


in quibus porro dignitates et logarithmus ipsius X ad dignitates ascenden- 
tes ipsius x evolvendae sunt. Quibus bene intellectis, docent formulae 25., 
26. in eadem expressione log(y—.X) —log(X—5), dictum in 
modum evoluta, in qua evolutione praeter logarithmum ipsius 
x dignitates eius et positivae et negativae in infinitum in- 
veniuntur, coéfficientes dignitatum negativarum exhibere 
dignitates positivas, dignitatum positivarum negativas, con- 
stantem logarithmum seriei, qua radix x aequationis X=y 
exprimitur. 

Ponatur 


by hy! hy d hy uu Y, 
ita ut ex aequatione X — y fiat x» — Y, e 25., 26. obtines aequationes 
identicas : 2 NP 
27. T= Dleg(y — X) — leg (X —9)].- , 


m 
28. logY = [log(y — X) —log(X—y)],o. 
E quibus formulis, ubi evolutionem expressionis log( y — X) —log(X— y) 
secundum dignitates ipsius x ordinas, invenis: 


2 : YR Y: y 
log (y —X) — log (X — y) — ge ie a AR S SEES hoc. 
GA x3 


x 
Hoi 57:7 eo 
sive quod idem est: 

29. los(y— X) —log (X—y) = log(Y—x) — log (x — Y). 
Quae formula mirae simplicitatis immutata manet, ubi x, X cum y, Y per- 
mutantur; quod pro reciprocitatis lege, quae inter aequationes y = X, 
x — Y intercedit, cum ex illa haec, ex hac illa sequatur, locum habere 
debet. Quo rectius perspiciatur, quam notionem subesse volumus formulae 
29., quae in hac theoria ut canonica spectari potest, proponamus eam ut 
Theorema. 
Proposita serie 
X-—ardoxd2,423,-4d...., 


Nez by thy’ tay + ayy +... 
series, quae e reversione propositae nascitur, ita ut posito 
X=y fiat Y= x: erit identice: 


sit 
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log(y —X) —log(X —y) = log (Y— x) — log(z — Y), 


—logX--3--Faxsctix: Rp EN — logx + — +3 m kn BR 
siquidem in aequationis parte prima south dignitates et 
logarithmus ipsius X ad ascendentes dignitates ipsius x, in 
parte secunda singulae dignitates et logarithmus ipsius Y 
ad ascendentes dignitates ipsius y evolvuntur. Quod docet 
theorema, in eadem evolutione expressionis 
log(y—X) — log(X—y) = log(Y— x) — log (x — Y), 

secundum dignitates elementi y ordinata, inveniri ut coëffi- 
cientes dignitates et logarithnum seriei propositae, secun- 
dum dignitates elementi x ordinata, dignitates et logarith- 
mum seriei inversae. 

Theorema curiosum, quod iam proposuimus, propter eam, qua gau- 
det, concinnitatem alia adhuc demonstratione maxime expedita comprobare | 
operae pretium est. 

Ponatur X — f(x), atque evolvantur LS ES 


log(fx—fy) = logfz —22 —4 (BY — +2) - UA 


x 
log (fy —fa) = logfy — 5 — 5 (F) — x(F)— ee 
ad descendentes dignitates ipsius z,, unde altera ^ fx—fy) solas posi. 
tivas dignitates ipsius y, altera log (fy —fx) soläs positivas dignitates ipsius 
x, neutra positivas ipsius ©, continebit, Quibus conditionibus evolutionis 
ratio omnino definita est. Jam sit | 


Lor — a, -- a, (x - y) + a; Hey dy). — U, 
erit 
log (fo) 7] = log(e—y) -+-logV= log 2 + log x — 2- —i4 ER 


log Lf(y)—S (x) = log(y 2) + log = log 7 + lo en ee 
In utraque expressione log 7 eodem modo evolvi debet, videlieet ad digni- 
tates descendentes ipsius @,, unde subductione facta prodit: 

30. Llog(fx—fy)—log(fy—fx) = log (x — y) — log(y —x). 
Jam in hac aequatione loco y substituatur Y, quo facto, cum sit f(Y) — y, 
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formula 30. in hanc abit: 
log (fa—y) — log(y—fa) = log(z—Y) — log (Y—2), 
quod, posito fx — X, est theorema demonstrandum. 


Ponatur 
F(x) = ae + Ax + 4x +... 
D BY 
aequatione 


log (y —X) —log(X—y) = log(Y— x) — log(x— Y), 
multiplicata per (x) invenimus coéfficientem termini e 
AY + IAT+ TAUPE EL A!!! pl 
; B^" BY 
: + Blog Y — Yn — 1 Y? Te... 
sive 
{[log (y —X) —log(X—y)] F3), = fF(Y)0 Y, 


sa _ 


vel posito F (a) = == (x), cum sit Y=x; 


31. ec) - = ([log(y — X) — log (X — y)] €' (7j ,-: 
Ubi in Q(x) invenitur constans, ea dextrae parti aequationis adiicienda erit. 


Quoties Q(x) solis positivis dignitatibus ipsius x constat, 31, sim- 
plicius ita exhibetur: . 


32. P(x) = 9(0) — IP (2) log(X—y)],,-1. 


Q(x) = P+ P'y--P'"y*t4- P'^y4...., 
fit P= Q(0) atque | 


Posito igitur 


33.7. Pin - [£e 
. ^ X^ Jr 
Sit aequatio proposita 
a—z+yf(z) = 0, 
atque evolvatur :,(z) in seriem 
LE = PE Pr + Ry Py. 
Posito z—«-l- x, aequatio proposita abit in Y=-—— Fe s s V(s) in Piotr); 
ubi igitur in 33. Ex 
3 — f(« fais: 9 » (x) = Ÿ( a +2), 
t 
po? — = |e reer] = íi Va tx) f (& d- Y] n, 
7i o Ving n 
sive e theoremate Tayloriano: 
Crelle’s Journal d. M. VI. Bd. 3. Hit, . 36 
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073, [v^« . fa] 
(7) — 2b 
SEDES rome 


"s d.[va.fa] , y* 22.[v'e.far] 
35. YE) = Ha) H- y Vas fa SERIE e Dn Pt eus 


Oa 
quae est series Lagrangiana. 


Non generalior est aequatio, quam Ill. Laplace sibi rose 


gx ce PIS & = F(a+yfs), 
quippe quae, posito z — F(u) in formam supra adhibitam redit: 
u = a + yfF(u), 

quod adnotare convenit. | 

Inventa functione generatrice seriei, qua radix aequationis proposi- 
fae sive functio radicis exprimitur, id commodi nacti sumus, ut eadem ex- 
pressio omnibus modis, quibus evolutionem ordinare placet, facile accom- 
modetur, ideoque etiam casui maxime generali, quo proposita aequatione 
f(x, y), functio (x, y) ad dignitates ipsius y evolvenda est. Data enim 
aequatione . 0=fa,y) 
= a'y + a + Lx (b ^y HUE.) Lac + c'y Holy...) 
proponatur functio I 
— A+ A'y+ Uy * et (BB! y-+B"y Ata + a (C+C'y+C'y Lies) 
in seriem evolvenda 

Vx, y) = P+ Py + Ply? 4 Py Hone od. 

ut eruatur P), observo, e formulis nostris esse 


36. Vx, y) $0, — [Yer log f(x, la; 


OV (x, y) 
Ox 


iam expressionibus {(0, y), ^ log f(x, y) ad dignitates ipsius y evo- 


lutis, sint termini generales r 
Amy, Toy" 
37. «po AD I se 
Dedit olim Ill. Laplace in ipsa commentatione, qua seriem La- 
grangianam primus rigorosa eaque elegantissima demonstratione muni- 
vit (Hist. Acad. Par. ad a. 1777), sive demonstratione theorema curiosum 
huc pertinens, quod cum attentionem Geometrarum fugisse videatur, ipsis 
autoris verbis apponam locum integrum. Postquam enim e consideratione 


. . Ox Ox e ‘ NC e 
aequationis (=) = :(), in. qua z data functio ipsius x, resolutionem 


erit 
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aequationis z — Q(a-]-2z) adeoque plurium eiusmodi aequationum inter 
plures variabiles deduxerat, haec commentationi ad calcem adiicit. 
»,Consideratis aliis aequationibus ad differentias partiales inter x, «, 
t, per methodum praecedentem functionem quamlibet u ipsius x in seriem 
evolvere liceret, et invenirentur eo modo innumerae aequationes inter x 
et a, pro quibus evolutio ista succedit; at satis longe adhuc a solutione 
abessemus problematis generalis, quaecunque sit aequatio inter x et « pro- 
posita, functionem quamlibet ipsarum x et «, si fieri possit, ad dignitates 
integras positivas ipsius & evolvere. Quod ut resolvatur problema, iam 
theorema proponam propter eam, qua gaudet, et generalitatem et simpli- 
citatem attentione Analystarum dignum." 
—. s» Bit P(x, 4) — 0 aequatio inter x et « proposita, et u functio ipsius x 
et « in seriem evolvenda; posito & — 0 abit aequatio proposita in Q (x, 0) 
—0, qua resoluta habebuntur radices inter se diversae, quibus series di- 
versae, in quas u evolvi potest, respondent; sit x — a —O una e radici- 
bus illis, expressio Q(x,0) factorem habebit potestatem positivam ipsius 
x—a, quam ponimus esse (x—«); quibus statutis, ubi nominatur «”. 7, 
terminus generalis evolutionis functionis u, quae radici x— o — 0 respon- 


det: erit | A 
or, (SH tos px, a) 
Qn, (ac —a)" ——À——————— 
satan, ^ or u e mo 3 v noc 
LT 19. 359 ndo" Io qw ncquc MM 


siquidem in altera parte aequationis 1°. binae variabiles x et « ut inde- 
pendentes considerantur, 2^ post differentiationes secundum « factas poni- 
tur « —0 et post differentiationes omnes x = a.” 


| Hoc theorema per formulam nostram 37. facile probatur casu quo 
i— 1; casu vero quo i non = 1, invenitur idem egregie falsum esse. Ko 
enim casu factori (z— 2)! respondent 7 radices aequationis Q(x, 2) = 0 in- 
ter se diversae nec nisi posito « — 0 inter se aequales; neque formula ab 
Ill. Laplace apposita ad functionem unius radicis, sed ad summam func- 
tionum, quae singulis illis 7 radicibus respondent, pertinet. Locus ille hunc 
in modum emendandus erit. 

, Sint radices aequationis' Q (x, &) — 0, quae factori (a —«) respon- 
dent, x,, 3,, 35, +... 2;3 porro valores, quos functio u induit, posito 
LS Lis Lay +++ Xi, Sint Uy Us ++. Us Siquidem ponimus 

u Hu, +03: +... Fu = ZIM’, 
| 36 * 
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I a 
ent: GE (<* logy (,)) 
Ut-—1 "Ped ut Tas doe. Ju 
38 REC GANT oni Gao In de" 
«di Ia SERO ater II (in — 1)0 x"? ^ 


post differentiationes transactas posito & — 0, x = a." 

Demonstrationem huius theorematis hoc loco praetermitto. 

Per formulam nostram 37. facile etiam problema resolvitur, data 
aequatione Q(x, y) —0, ubi y ut functionem ipsius x spectemus, exhibere 
generaliter z^ differentiale functionis (x, y); fit enim, ubi simpliciter 

at =: 
RAT or, (». rs es BP quo 
39, SY — — = MON RCE 
dan IIa — 1) 0i , 


post differentiationes posito A=0, i=0; sive generalius, ubi Y= (2), 
— (23. 
Vis eS 


en po — 


Ga" hor 5" 
post differentiationes posito 4 — 0, 7 — O0. E quibus formulis per regulas 
notas facile deducis formationes combinatorias sive terminorum formatio- 
nem, quibus expressio quaesita constat, et numeros, qui terminos illos. 
afficiunt. | | 


e. (r. O^. Ws (ath, y+i) log plat, an) 
oh” 


De resolutione duarum aequationum inter duas variabiles 
propositarum per series infinitas. 


Datis aequationibus inter duas variabiles: 
r=0x+a,y+ta "x +axy+a,yY +... 
u = b'x+b,y+b" a bay +b yt...., 
ponendo 
bao m SUO, a BM y = BO”, 0/3, — 0,0’ = 2 
b,r—av=t, a'u—br=u, 
transformo eas in has simpliciores: 
t= Arte eiayta,y tea -+.... 
us Ay + Plat + Bay By! Ba +... 
Jam ubi functio radicum f(x, y) evolvenda est in seriem 
f(x, y) = EC rw, 
posito 
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x Ax balla +t abay top ale +... 
Y A Moran fa eee es, Yok Olas b urs 


fieri debet identice 


EE 


SN) = EO X" Y, 
quod determinationem coéfficientium 0 suggerit. Quarum expressionem 


generalem per lemma II. ita invenio. 
X » 7 Y Y 
Posito enim brevitatis causa .X' — = Li eus ot Be LM Eu 
Ox Oy Ox’ oy? 
X'Y, —X, Y? 
in évolutione expressionis EG. py secundum dignitates descendentes ipsius 


m 


4 instituta, inveniuntur elementorum x, y et positivae et negativae dignitates, 


# . . . . . 1 . LJ . e 
neque tamen, uti in lemmate II, vidimus, terminus ay? nisi sit simul 7 = 1, 


m= 1, eo autem casu, in eo lemmate vidimus, ipsius y coëfficientem 
esse == 1. Itaque multiplicata aequatione identica 
| ean) je Eo X" XS 
per expressionem KP Xr 
TAF TE 
. . 1 e s . € 
e lemmate II. in altera aequationis parte terminus zy non invenietur nisi 
in ea expressione, in qua 7? —p, n==9, quae fit 
c. a AL, —X, Y' 
GE NV wid 
in qua porro ex eodem lemmate termini pL coëfficientem habes Cj”. Unde 
iam: XY.—X.Y 
XP . I I 
41. 6 MEZ: [ fe, y) xrtyrtı pue 
Qua formula generali completa problematis solutio continetur. 
Ubi f(x,y) = x" y", 41. facile in hanc formulam abit: 


€ IM X Y, —X, =] 
42. C? = PE - (mb) N)" 


Ut exemplum adsit, quomodo e formulis traditis ides eombinatoria ter- 
mini generalis evolutionis quaesitae inveniatur, formationem ipsius CP it 
42., qualem formula illa suggerit, indicabo. 

Apparebit primum, C7 formam induere: 


(c? — rdg eund A -F LA AS + A)+g-man 
— arte Arte +1 Aptis ss lI SPP mn 5 


in quibus 4, functio integra positiva coéfficientium aequationum proposita- 


4 


‘ fi LJ . “ So 
rum a, €, Gy 5 0... D", B',.... Sit terminus ipsius 4, 
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zi CAC TEE OLY Qs. os 
fieri debet: Uu ruth Tee FEMMES IN 
porro posito 


pit p" Mr emma, vy" Fr... b, undea dq-5 — A, 
Bre rb eee SM, ov’ si ys" +... = UN, 
pr, BT, Faves = n, vs, vs, eee = N, 
fieri debet: | 
M+N=p+a—m, M+<N = g+b—n. 
Coéfficientem autem numericum nancisceris : 

(nm M + mn) Re ar, wie dL r3 
Simul autem in ipsa 4, términos omnes invenis, qui conditionibus assigna= 
tis satisfaciunt. 

Observo, ubi formas pleniores adhibuissemus 
FT = ECC y d 2o" x +oxy+a,y d.... 
y = be + by + bx RAT Er Te 
formulam nostram generalem - 


(phase X" Y, —X,; Y 
CP) = |/ Ear wesen: xPeh yo x iy 


adhue locum habuisse, siquidem expressio 
A Says LEN 

ad dignitates descendentes elementorum a’, c, evoluta fuisset; tum vero 
CP e pluribus seriebus infinitis compositam fuisse, un ex evolutione ex- 
pressionis —' Ae 1 

(a’ apa, y (bj y +)? 
ad descendentes dignitates ipsarum a’, b, instituta, ortum ducunt, Quas in 
commentatione ,, de discerptione singulari etc." vidimus omnes summari posse 
per fractiones, quarum denominatores eiusdem quantitatis À = o'b, — a,b‘ 
dignitates sunt. * Cui igitur summationi per transformationem aequationum 
propositarum indicatam, qua in terminis primae dimensionis altera variabi- 
lis tollitur, omnino supersedemus, et via directa expressionem ipsius C7 
in terminis finitis obtinemus. . Ceterum idem assequeris, ubi loco x, y vas 
riabiles £, v inducis, ponendo 

w= bi—ao, y = q'u—b'é, 
unde termini lineares fiunt —— 
a'x+a,y = Oe, b'x+b,y = Av. 
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Docet formula mostra generalis 41., termini generalis evolutionis 
quaesitae p) 
C. tP ul 
functionem generatricem esse 
QUY SN VI 
fv, y) XPH yet: Zu 2 
cuius formulae ope facile etiam totius seriei, qua f(x, y) exprimitur, func- 
fionem generatricem assignas. Ubi enim evolutio quaesita nonnisi positi- 
vas dignitates ipsarum 7, u continet, tribuendo numeris p, 7 valores omnes 
a O usque ad oo obtines: 
X'Y, — X, Y 


43. f(x, y) = TE en brun er À -1 y 


Quoties vero evolutio etiam dignitatibus negativis ied t, u affecta est, 
poni debet, quae formula etiam illum casum amplectitur: 


4. fep [/empnarr—x (Gt. 
ubi e more nostro per expressionem  — he 
(xix) +) 


denotamus seriem utrinque infinitam 
, Pu 


tributis numeris p, 9 valores omnes a — oo ad + oc. (Conf. comm, supra 
cit. Posito f(x, y) — x"y", fit e 44.: 


45. x"y'— [ex P,—A, F7) (= 25 =) (= 3 peg] rate 

Inventa seriei quaesitae functione generatrice, id commodi nacti su- 
mus, ut iam eadem expressio omnibus modis accommodari possit, quibus 
evolutionem functionis radicum ordinare placet. Sint enim coéflicientes 
 aequationum propositarum .X —7—0, Y—u —0O et ipsae functiones alia- 
rum variabilium v, 2», ubi functionem radicum, quae et ipsa variabiles v, 
w involvit, Q (x, y, v, w), secundum dignitates ipsarum v, w evolvere pla- 
cet, evolvatur functio generatrix secuudum has ipsas variabiles; quo facto, 
ubi terminus generalis illius evolutionis est | 


in quo P? solas variabiles x, y Sonne: erit terminus generalis evolutio= 
nis quaesitae [p^]. aya e DP WT, 


Quae est solutio problematis maxime generalis, datis aequationibus 
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9 (6 y, 95 u) OL y. s, 
functionem f(x, JV, Ww) in seriem secundum Dee ipsarum v, W pro- 
gredientem evolvere. 

Sint series, quibus radices x, y exprimuntur: 
va E ds 
quibus loco x, y in formula 45. substitutis, obtinetur aequatio identica: 
ru -—pxn-xnGLtI— eim 


a — Y/ 147 mt) — (Cr) ? 


Y 
quae docet aecuatio, in evolutione expressionis 


1 1 1 1. 
(Gt Y, —X Y) (x— + x) yt zm 
ad dignitates ipsarum x, y ordinata, terminum generalem esse 
qmm 

im yn qna ? 
quae expressio perinde ad valores omnes positivos atque negativos nume- 
rorum 7», 2 pertinet. Tribuendo igitur numeris m, 2 valores omnes a 
— x usque ad --oo, eruimus aequationem identicam memorabilem: 


4, (xr xr cre 


1 1 1 1 
= (+ za) Get a): 
Propter correlationem, quae inter aequationes X —?2 —0, F—u=0 et 
aequationes Z'—a — 0, UY—y=0 obtinet, qua efficitur, ut ex illis hae, 
ex his illae sequuntur, in theoremate modo invento elementa x, y, X, Y 
cum elementis 7, u, 7, U permutari poterunt; quod ut ex ipso theore- 
mate appareat, haec adnoto, 


Sequitur enim e formula (tradita 46. haec: 

1 1 X 1 1 E 1 ( 1 1 )( i IN a 
(x mx yep gm > any (a pl ae yes 7-5). 
Secundum ea autem, quae iam in commentatione supra eitata observavi, 
expressionem quidem huiusmodi 

1 1 
x—T ur T—x 
non pro evanescente habemus, sed pro symbolo certae cuiusdam evolutio- 
nis; eadem autem expressio, ducta in x — 7, sive in potestatem altiorem 
ipsius x — 7° evanescet. Eodem modo expressio 


(Goat ra) Gat)» 
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ducta in expressionem eiusmodi (x— 7)"(y — ©)", in qua m, 2 numeri 


.,, © . . Li 1 * L] . 
positivi, evanescit. Hinc ubi X Y,-X,Y ad dignitates ascendentes ipsa- 


rum x— 7, y— U evolvimus, reiici poterunt dignitates et producta ipsa- 
rum x— 7, y—Z, nec remanebit nisi terminus primus evolutionis > sive 
in expressione 
A SE pl PEN Coto poet 
X' Y,— X, Y' Xx —— T ' T—x/\y—U. U—y 
1 ———— 
x ur 
HOME ToU ete ut; Y-—us'unde'posito 


oT mod oU OU. 
ot T Ou game 5 mp ee Ou 


differentiando secundum /, u eruitur: 
AC RAR (UL M TPE E UN 0, 
X' T, +17, = 0, ROLE See eGR ER 


in Puce loco x, y substitui poterit 7, U. Jam vero, po- 


=D, 


— 9 


ideoque 
; x= N: N. Y! = L————— D 
ET PE TU? 
— 7 / 
24 ze Y d 


TEL UB $5IIuA-TUeC 
E quibus formulis sequitur, ubi sit «= 7, y =, fore 


7 A 1. 
EI QN Tr m Nav ar y=TU— — TU. 
"Cuius aequationis ope obtinemus formulam: 
1 1 
ar rent): 
quae etiam e theoremate proposito 46. prodit, elementis x, y, X, Y cum 
r, u, 7, U permutatis. Quam igitur ipsum theorema docet locum habere 
posse permutationem. 
Restat, ut formula 46. 


(X'Y, — X,Y’) = ++) (+ u— —)= (— pr 7) (<a U + re) ? 


- quam pro theoremate canonico in hac quaestione habere possumus, ex 
ipsa natura evolutionum instituendarum, inter quas illa identitatem sistit, 
comprobetur. Supra quidem in quaestione de reversione serierum sive re- 
solutione aequationis singularis facile succedit idem, quia ex expressione 
fua—fy factor «—y extrahi potuit; quomodo vero in systemate duarum 
aequationum simile quid praesfari possit, non ita statim patet. Quae ta- 
men accuratius perpendenti huno in modum succedunt. 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 3. Hft. 37 


* 


sive 
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Ponatur X—J/(x,y), Y — Q (x, y), ac consideretur expressio: 


1 1 1 1 
s y)—f (v) Te, 2) G ENETICOICOETIC 5) j 
Quae expressio evolvatur ad dignitates descendentes ipsius A, ita ut 
1% 
f(x, y) — Fu) 
1 


A u) — f(x; y) 
1 


dignitates negativas unius elementi x, reliquarum positivas 


q (2, y)— (t, u) 
1 


q(t,u) — pay). 
contineant. Quibus conditionibus singulas expressiones evolvendi modus 
omnino definitus est. Jam poni poterit: 
San) — f (Gu) = 4(x—t)H- B(y —u) 
Q (x, y) —(Q(t,u) = C(x—t) + D(y —u), 
designantibus 4, B, C, D functiones integras. positivas elementorum x, y 
sive series infinitas, in quibus nonnisi positivae integrae dignitates elemen- 
torum x, y inveniuntur. Quibus Venise e praescripto SAS modo fit : 


1 1 , (cepa 
S(x,y) —-f (4 ida Jt; u)— f(x, Dm Er € MR sess = HE ap) 
1 1 n 1y 
q (x, y)— q (tv) + PEU PEN — zm Vs ees: m s ape)" 


quibus in summis numeris p, 9 tribuuntur valores omnes a 0 i ad x. 
Vix opus est, uf repetam, e nofatione, de qua convenimus, series quas 


1 1 : : 
penc een: s (s xy ——, repraesentamus, eo inter se differre, quod altera 


secundum. negativas ipsius x, altera secundum negativas ipsius £ dignitates 
procedat. Unde expressionem 
1 

e ocn 

non pro evanescente habemus, quae tamen per dignitatem ipsius æ—# | 
altiorem quam p*" multiplicata evanescit. Eodem modo expressio 


xo e NOS 
out W (u —)*? 


4» 
Tur an ies 


per dignitatem ipsius y—u altiorem quam 9"* multiplicata evanescit, Unde 
in summa: 
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tse E 


(t— a2 PT Ny — 


B^ c? 
ara pra ty ta} (— 


(iy 
is i (u— (uy) D 
$ CIM EN AV MAT 1 Lh EE 

Ge y)—F(t, v) Tr u) Tis) GE (2,7) — q (t u) T $2) ey) 


evanescent termini omnes, in quibus sive p>>g, sive 9 >p, quibus reiectis 
nonnisi remanent, in quibus p — 7. Unde expressio proposita fit 


BP G^ 1 1 
ec À Se 


== +) (— 2 —) ?. 


exi. ; 1 
Jam ex iis, quae supra observavimus, ubi ————— ad digni uil 
»g p ; PLOT d dignitates positivas 


sive 


ipsarum æ—{, y —u evolvimus, terminum primum eius evolutionis sive 


a dignitatibus earum vacuum in locum eius factoris ADC substituere 
possumus. Patet autem ex aequationibus 

So — fu) = A(w—t) + B(y — u), 

Pix, y) — Pt, u) = C(x—t) +D(y—u), 
ubi loco /, u scribimus x— (x —), y—(y—u), atque f(t, u), Q(ft, u) se- 
cundum dignitates ipsarum x —t, y—u evolvimus, terminos a x — f, y—u 
vacuos in evolutione ipsarum 4, B, C, D fore respective f'(x), f'(y), 


1 C. : 
oO‘ (2), Q' (y); unde loco AD— BC scribere licet 


i PL PN MA 
f(xw()—f()9(x) XY,—X,Y 
quo facto fit: : IM M 
1 1 1 1 
GE fe) t fu) -—f, ») G (53)—9(5) dieere vi 


TOY KT (+ =) (— T c. 
In hac aequatione loco ^, 4 ponamus series 7, U, quibus loco x, y in 
f(x, y) ASE y) substitutis, fit 
JTU)=t 04,7) = 


*) Theorema, quo hic pervenimus: 
Aen Bou) + Aa) + Buy) Da) + Ge) Duy) + Ca) 
‘i 1 1 ) 1 1 
At Ez Gar 
alio modo in commentatione supra citata probatum est. 


37%. 


* 
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ubi insuper ponitur f(x; y) =X, Q(x,y)-— U, formula anfeeederis c in se- 
AIC. abit: 


satis) toy xxn Get ee 
xu de e TER AY REX Y! a— u. pte U—Py/? 
quae per X' Y, — X, Y' multiplicata iconos probandum suggerit. 
Methodi a nobis traditae non eo.casu circumscribuntur, quo evolutio 
quaesita e solis diguitatibus ipsarum Z,.u constat, quem unum hactenus 
consideravimus. In genere autem per artificia particularia reliqui casus ad 
illum revocantur. Ponamus e. g., evolvendam esse functionem. log log y, 
quae habebit evolutio formam 
log? logu + Alogt E Blogu + C, 
designantibus 4, B, C series ad solas dignitates ipsarum 7, u progredientes. 
Jam ex. aequationibus propositis 7 — X » u = Y sequitur 
(uam v. 
logx.logy — log = xt 7 = 
logz.logu + logt log % + log x, log. + log - Y' log 
qua in expressione log 5; log X ad solas dignitates ipsarum. x, y ideoque 


etiam. ipsarum Z, u evolvi poterunt, ideoque in.casum anteriorem redeunt. 
Unde e formulis propositis obtinetur: 


zen xoi 221 ee 
A= Ha za u—Y log y xy? ix: lop tps | 
AU PEN VIT D. de 
Bus [^ ven =x) log ix] cx P log rs: 
VEN AV VEN m PA (bee 1 (— Md 
= [ax Y,- X, Y^) log log sin epe Y For 


A pio uy: TIN. 
y oc 
= log --.log —. 


uu 


Quae obiter monuisse sufficiat. 


Formulam generalem supra traditam: 


m — x bx —X, Y^ 
C. = (fe, y) SX verts Gu. 


per formulam 11. lemmatis IT. etiam hunc in modum repraesentare licet: 
AW CU | jT NN Pp AIT I | 
A14 


g. —À 


p io y? g XP Y? X yor xy 


Ó 
siquidem f, = SEE 5 pi az M, e$ . De theoremate sub illa forma 
proposito facile etiam hi » quod Ill. Laplace olim de resolutione 


€ i . . * 
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aequationum AM UM) 

e = lHa@(x, y), y-—udcdQe(ey) 
invenit. Ponatur enim x-—z--£, y=u-Fv: aequationes propositae in 
sequentes mutantur: 


& = 


v 
TG UE Dee cer 
Quoties iam functio f(x, y) = f(t-1- £j u + v) in seriem secundum diguitates 
Juge a,  progredientem evolvenda est, cuius terminus generalis 
CDs p p, 
ft e formula antecedente: 


(p) 1 p Of ur Ó 
Op = [evant ae va PER eor e 


brevitatis causa loco Q^ -- 5 u-+ 2), V vets uty), f(t4- & uty) posito 
Q, d, f. Quae e theoremate Tayloriana fit: 
er NOSE ler, ge I g? yi v of 


48, Ch er 
in qua formula Q, %, f designant functiones P(x, y), Lia, y), f (o, y), at- 
que post differentiationes exactas ponendum est x —f, y=u. Quod cum 
theoremate ab Ill. Laplace tradito convenit.  Acquationes enim, quas 
ille considerat, | ) 

x = F(t+a@(x, y) == Il(u+PßL(e,y)) 
posito «=F (x,), y —11(y;), revocantur ad formam a nobis adhibitam. 
Observo adhue, datis aequationibus Q (x, y, £u) —0, W(x, y, tu) —0, 
ubi x, y ut functiones ipsarum /, u considerantur, differentialia functionis 
f(x, y, t, u), secundum £, u sumta per formulas nostras generaliter inve- 
niri. Ponamus enim, loco /, u posito 7 ]- 7, u +5 mutari x, y in x+ H, 
y, unde aequationes propositae fiunt: A 
P(x+H, y +L, t+h, u+1)—O(a,y,t,u) = 0, 
Pa+ H, y 4-4, t+h, up) — m y, tu) = 0, 
in quibus. H,-Z ut incognitas sive radices consideramus. Quarum functio- 
nem f(x + H, y 4- Z, t -- ^, u-]-7) per methodos supra traditas in seriem 
evolvere possumus. VEG ad Haee ipsarum A, Z ordinatis, ubi ter- 
minum generalem invenis C, Su , erit 
arty 5 N 
PRES tp T 
Pauca adhuc de systemate trium aequationum iuter tres variabiles propo- 
sitarum adiiciamus. 


284 22. QC. G. J. Jacobi, de resolutione aequalionum per series infinitas. 


De resolutione trium aequationum inter tres variabiles 
Propositarum per series infinitas. 


Propositis aequationibus; 

‘= ax tbytoestdartesy te... 

Tax +by+ez+d a +exy +... 

v za" + by + c"z + dx x? d-elay 4- .... 

transformo eas in alias hujus formae: 

s= Ax ax +Pharyt yy... 
pe Ay ela nyMyy ee 
u= Arte + Bey T yy e ees 


s = (b! c"— bec + (b" c —bc')v + (b e'— b e)v, 
t = (c'a''— ce" a)o + (c"a—ca'^)« + (ca'—c'a)v, 
(a 5"— a' b^) c + (a"b—ab")r + (ab’—a'b)v, 
JAN a (b! at ee b^ c!) + b (aie ca!) + c (a/b — a"! b^). 
Jam ubi radicum x, y, = functio f(x, y,z) in seriem evolvenda est, cuius 
terminus generalis C, , ,5^/7u", ipsam C,,,, ope lemmatis III. ita invenio. 


in quibus 


& 


M 


Posito | 

0X — Azdeaxd4 Dg zydctyy-d.e. 
Y mA. ats la 
Z = Azx-la«'"x-T"x»gy HV TH os. 
OX/0Y oZ Y X /OY 0Z Yo oX/(0YOZ OYOZ 
een, (225—252) $2 (02 Se 3» da)? 
et evoluta expressione .X"J" Z^ ad dignitates descendentes ipsius A, 


V = 


= e e . e . PT oe . e € 1: 
vidimus in lemmate III, in evolutione illa coéfficientem termini PTS esse 


— 0, nisi sit 77 — n — p — — 1, quo casu terminus zu nanciscitur coéf- 
ficientem 1. Jam ubi 

f(z,y,2) = BCG, 4, stu" 

f(zx,y,2) = m06,,,X  Y'Z, 

unde e lemmate citato; 


fieri debet identice 


sais 1 ys z) V 
49. C, DIRE : IE yt" zr PAPE es 
Expressio C, ,,, cum dignitates negativas ipsius A contineat, observo, 
si loco NU transformatarum 5 — X, t= Y, u — Z formas ple- 


niores adhibuisses, quas initio proposuimus, expressionem illam C, , quam 
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formula 47. suppeditat e pluribus seriebus valde complexis compositam 
fuisse, quae ex evolutione dignitatum negativarum ipsius À proveniunt. 
Totam seriem, ubi e solis positivis ipsarum s, £, u dignitatibus con- 
stat, invenis: 
X. 
50. fens) = [nez] 
quae formula id commodi habet, quod aliis quibuslibet modis se accom- 
modet, quibus evolutionem functionis f(x, y, z) ordinare placet. 
E formula 21. lemmatis III. formulam pro C,,, . inventam etiam 
hunc in modum repraesentare licet: 
5I. pare ‚gr = 
oif QY4Z* Of, aZ7X? ef , aX?PY! af 
X'Y'Zürüyü. X'Om Wes! lay xóm zo: c0) 
iia ke (eer dX Rer ey Uu] 
T Bez Yidy Oz T7: y 
Tony MN OAI Or TT. OZ. 107 
Hp a rares + oc dm Are" 0: | 


EZ QUIC CI qo. NO ZH 
ee neo rae 25; oy ay oat oye 
Cuius formulae ope theorema ab Ill. Laplace de resolutione trium ae-. 
qnationum inter tres variabiles propositarum olim exhibitum facile proba- 
tur. Datis enim aequationibus : 

E= sctaf(5bvu9, 

v= t--069(5v, Q, 

. ¢ a u -- y v Us Qs 
quam ille ns adhibet ponatur : 
sta, v—tby, S=u+s 


unde aequationes datae in has abeunt: 
x 
* — Gore? 
B -——L————— 
(sd tar 2 
1 YF tty, ws)" 
Jam ubi ponitur esse 


F(ëv,9 = F(s+amt+yut+e) = 
e formula 5]., ponendo X =, Y, u 


ZC, gr D y, 


zc 
= et adhibita pro no- 
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tatione nostra vulgari differentialium notatione, prodit 
ION ees 
à oF 
7297 vs Ox Oy Oz 
po.giy OF re pP OS? RIED 
RE ren POL Oy Orda C DRE 


rq Q G e 
aptatr-3 eos i^ EM +0 = a a | sd 


oy 
2 [v 1 i ys. ae dis, UN ya 
0? 3» q : j à P or 
t$: [/"o ge ne ay Bu ia | 
EL Ir. gap moysa 02 a 
ubi loco f(z, y, 2), P(r, 7,2), Lx, y, 2), PF (v, y, 2) simpliciter scripsimus 
f, 9, wp, F atque post differentiationes exactas ponendum est x — 5$, y — f, 
zu. Quam dedit Ill. Laplace formulam in commentatione supra ci- 
tata p. 120.  Aequationes enim, quas ille adhibet, formam tenentes 
: = Il(s + ef (& v, Q), 
= It +606, v, O), 
ex Q(u A» (S v, 0) 
itt: E—IIE, v2 Xv', $— QC in formam supra adhibitam redeunt, 
Nec non ubi datis aequationibus 
Ff (xy ys % fu, v) = 0, 
Q (x, y, & f, uU, v) = 0, 
V(x, y, 2, f, u,v) = 0, 
x, y, 5 ideoque etiam iunetio (x, y, z, f, u, v) ut functio ipsarum p; un 
consideratur, atque ea suppositione facta differentialia partialia ipsius 7 se- 
eundum Z, u, v sumta eruenda sunt, expressionem 
DEW] UT F 
ot? EME 
per formulas nostras generaliter exhibere licet. 
Quae autem hactenus de duabus, tribus aequationibus inter duas, tres 
variabiles propositis protulimus, eadem facilitate ad numerum quemlibet 
aequationum et variabilium extenduntur. 
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93: 
Uber mechanische Quadraturen. 
| (Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


Die von Laplace Méc. cé]. T. IV. p. 207. gegebene Formel veran- 
lafste mich den allgemeinen Ausdrück für die darin enthaltenen Coëfficien- 
ten zu suchen. Man gelangt dazu auf folgendem Wege. Denkt man sich 
die gegebene Function in eine Reihe Glieder von der Form H(e^— e-**) 
entwickelt, so sieht man leicht, dafs die Interpolationsreihe, die allgemein 
- für jedes Glied von dieser Form gilt, ebenfalls für die Function gelte, und 
dafs man von den constanten Coéfficienten abstrahiren kónne. Es sei dem- 
nach die Reihe Werthe von y,, für x — 0, 1,2, 3,.... 7 folgendermalsen 
geordnet, mit ihren successiven Differenzeu: 


eh ^ o-ıh (e —1) e ak e^ (e — 1% (e^ — — ce") (e* Zn; (1 3E e) 


x 
0 | ? 5 
1 er —e* (e"—1) (1 +e") (hay (1— E 
2 
3 e^ — e? (e —1) (e°} + e 


EE NMZCO!) -(n-1)À h 
Ne 1 e -3)h AR 2 -(n- (e 1Xe 4 Te à yg yl aye — 0) pen), 


n e^ e (e—1)( pe^ 


Für diesen Werth von y, hat man also: 
A y,— A Yan = — (0 — 67) (e^—1) + (0— €) (e — 1), 
norm “| (ern (c p leeren), 
a Em AS Vn-3 LA (1 2, (g"— 1) + (1 DE, P ETUR: p 
Ya rt 2 Yaı = + d -— CA Cnm 1)—(1 — ey (ent D 


| dud 


M 
T 1 1 
Nun ist aber JA (ire 8x = = (e"*— 1) L (er 1); und 
Yo Yi + Yates Y -]- iy, nach einer leichten Reduction 
A uc RE (eii OE em 1) 


—— 


Es ist also, wenn man setzt: 
Crelle's Jouroal d. M. _VI. Bd. 3. Hft. | 38 
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JF = Yo FN TH Vat ecco Ya idee 
+ 4, (AY, — A Yu 


+ 40 Yo A yo) 
"ed. y Ay) 
+ AA y, + Ay) 
+ eeee 

PUPA : 

x F5 ae A mew (1—«* —4 e 3+ 4, 0 — e y— ete., 

oder wenn man 1— 67^ == setzt: 

Sf gd 
EN TES zi — — 4,2 + 4: — A, + A,z — ete, 


oder endlich: 
1 


1432452 +2 + +. 
Aufser den fünf von AU ce a. a. O. gegebenen Coëfficienten 
habe ich selbst noch folgende nach dieser Formel, und zur Sicherheit ge- 


gen Rechnungsfehler nach der Formel 
Ixix—1Â.x—92....x—n 


mis AMAR 44118 


EAN ET TRE TC 
berechnet. 
1 33953 
4, = +73 4; = + 56588003 
— pu A — 8183 e 
2 24? 8 ~~ 1036800? 
19 n" 3250433 
A; T 7993 Au 479001600 ? 
3 4671 
4, 60 4» = — 7355803 
863 13695779093 
A; = À 56180? Ay, = + 3615318736000! 
DEREN A, ee o 2224234463 
dm 24192? TT 475517952000 * 
Zwischen den Grenzen x — —i und n+ ist fe'*— e-** 
ei^ - e Bh Pes 
= le N) le) 
und 


E e nh DEC ER 
Yo Tire Yu Mn = ae LESE —1). 


Wenn man also 
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nth 
af Yx 0x = pA Sea met EU mt Ya «TY. 
^r B,(A ys — Ay, u) 
T BG yo AY 
+ B (Ay, — A) y, s) 
" + eeae - 
so wird 
ei^ eh B "x P Pa _hy3 2h 
Der, ;(1— 67) + B,1— ey)’ — B, (1— e 4- B, (A— e-*j^— ete., 
oder wenn man gleichfalls hier 1——-e^^ — = setzt: 
. 1 AN py E 3 "4 .5 
— Y (1—3j log nat(1 — z) = "e — B,z-- B,z — B;z + B,z — Bz +.. 
dee SRE pu s URSI 
M MEMO nd 0. LB 2° + B,z —B,z- etc 
peepee pie pie ee et 
Die numerischen Werthe dieser Coéfficienten, gleichfalls auf zwei Arten 
berechnet, habe ich gefunden: 


et, 


1 13528301 
E. n usd) B, = — 364486400? 
1 3194621 . 
B, = + 943 B, = + or’ 
B ns 223 , B= 3201305803 . 
AL TE 60? 9 — ~~ 122624409600? 
103 122002655 . 
B = + 56893 By = + 3901976384? 
D 94 02119: B 63687408047173 . 
ay 067680 . 0177 77 2678117105664000 ? 
| 1111 se: 10179163217133 
B, = - zw’ | Bo + 336352850944000 * 


392 


290 24 Clausen, solutio problematis de attract. 


24. 


Alia solutio problematis a celeberrimo G aufs in opere: 
» Demonstratio attractionis, quam etc." tractati. 
( Auct. Th. Clausen.) 


M ethodus , cujus ope summus Geometra problema hoc ad transcendentes 
. ellipticas reducit, tam est elegans, tantaque generalitate gaudet, ut. omnia 
alia hujusmodi problemata solvendi quasi typum praebeat. Si itaque finem 
tantum solutionis spectas, tanquam peracta videri potest; si vero nexum 
methodi Gaussianae comparationemque cum methodis antea usitatis re- | 
quiris, quod sane analysin clarius perspiciendam facit: non omnino super- 
fluae, ni fallor, sequentes pagellae aestimabuntur. 


1. 

Denotent 4, B, C coordinatas orthogonales puncti ab annulo elliptico 
attracti, ad axes principales centrumque ellipseos relatas, cujus semiaxis 
major a, b semiaxis minor, e excentricitas est, E autem angulus ab astro- 
nomis anomalia excentrica vocatus. Coordinatae puncti ellipseos angulo E 


respondentes sunt acosE, bsinE, 


atque desuper aa(1—ee)= bb. Jam densitas annuli elliptici, cui crassi- 
ties aequalis atque infinite parva supponitur, in quovis ellipseos puncto ce- 
leritati corporis hanc orbitam describentis inverse proportionalis statuitur, 
totaque aunuli massa unitati aequalis concipitur; quocirca particula cujus- 
*. e t e . e " 
vis annuli tempusculo 97 respondens 7p erit, designante 7’ tempus perio- 


dicum.  Desiguata igitur per e distantia puncti attracti a particula annuli 


elliptici, habetur hujus attractio 
| ee 


| eo. T 
vel, valoribus ipsorum dt et Z per E substitutis, scilicet: 


dt = a* (1— ecosE)ó E, 


3 
Ilona, 
designante m semicircumferentiam circuli cujus radius = 1, attractio haec 
Í— e cos E 


2700 9E 
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evadit, Quae in tres secundum axium directiones decomponitur, nempe: 
3 (44 —a cos E) ( —ecosE) o E 
RE nor Rm ee mel 


27 o? 

___ (B—bsin E) (ti—e cos E) OE 

1. OU = —— PRIT PRET mm. 
0g = 00, 


270° 
. Hisce aequationibus ab E — 0 usque ad. E = 27 integratis, evadunt 
& v, € attractiones totius annuli in punctum Proposita secundum directio- 
nes axium directionibus oppositas. 
2. 
Primo quidem hoc agitur, ut expressio ipsius e» ad casum ubi C= 0 
reducatur. Hunc in finem ab aequatione 
ee = aa cos E! + bb sin E'—2a4 cos E —2b B sinE + 44+ BB + CC 
subtrahitur aequatio identica 
0 = ucosE* + u sinE' — u, 
designante # quantitatem adhuc indeterminatam, quam vero ita determi- 
nare licet, ut fit: 
2. &= (aa—u)cosE? -(bà—u)sinE" —9a 4cosE—25BsinE-4-.4 44-BB +CC+u 


= (aa—u) ( 24 y + (bb—u)(sinE—, "= ) ; 
quibus valoribus comparatis, emergit: 
2044 DEE = 444 BB + CC +4, 
AA BB. CC 
| SERS US qu Ospiti ue 
quae aequatio evoluta ita se habet: 
3. u+(4A+BB+CC—aa—bbluu 
+ (aabb —aa BB— aa CC —bb AA—bb CC)u + aabb CC = 0. 
Jam observare licet, tributis u successive valoribus — 3; 0; +5); 
-- ac; redire valores aequationis — co; +aabbCC; —(aa—bb)bbBB; 
+ (ca—bb)aaAA*); unde facile concluditur radiees hujus aequationis 
omnes esse reales, earumque unam negativam, reliquas vero duas posi- 
tivas, quarum altera quantitate bb minor est, altera vero inter 55 et 
aa jacet. Quaenam vero earum ad propositum idonea sit, in sequentibus 


aa- a= a 
vel 


*) Celeb. Gaufs ín tractatu suo p. 12. methodum prolixiorem secutus est limi- 
tes radicum aequationis hujus assignandi. 
* 
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patebit; tertia certe est rejicienda, cum hac adoptata 5 b —u negative eva- 
‘dat. Scribatur nunc: 


aa—t 
ae tks bB . 
v(bb—u) zi; Rio == fsiny; 


tum aequatio transit in: 


5. M gp == (0 God E RU Vo, 'f sing)". | 
Hoc itaque modo problema ad casum C — 0, yel quo punctum attractum 
in plano ellipseos jacet, reductum est. 


Jui 
Si discerptio quantitatis. cujuslibet in. duo quadrata habetur, ¢¢ = ' 
xx -]-yy, notum est assignari posse innumeras alias, scilicet : 
ee = (x cos? — y sin Q)* + (x sinQ + y cos Q)', 
designante Q angulum quemcumque. Hinc sequitur: 
6. ee=[e’cos? cos E— b'sin Q sin E— f (a' cos Q cos u — b’ sin sin y) 
+ [4/ sin Q cos E+ b’ cos Q sin E— / (o' sin Q cosu + b' cos Q sing)]. 


Statuatur nunc | ¢ "E 
rsinQ = —'siny, 


rcosQ =~ o'cosp, 


rr = a! a! cosg? + bb’ sing’, 


vel 
tunc prodit: 
rree = [a'a' cos p. cos E-]- 5’ 5 sin p sin E— f(a! a‘ cos u^ + b b'sinp?)] 
+ [a’b! sin (E— y)”, 
vel l, reductionibus paucis factis : | | 
8. rr ee — [rr cos (E — iPad eens qus heey mm (E—p)—frr]? 
+ [a' 6! sin(E— p)". 
Faciatur nunc similis transformatio, qua : in theoria ellipseos anomalia ex- 
centrica et vera comparantur: 


Ef 
NT 1— fessi)" 


T, Y (1— sin(E — 
9. sin (Z—y) = d E mw 


tang 3 (Z—y) = VE i235) tang ; (£— 9), 


et vice versa: 
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NIAE E | cos (T —») LS 
Ser 1+/fcos(T—v)? 
D Y (1—7f)sin (T—»v 
9. sm (E—u) =; en 
a Vier 
1-4-fcos(T—»)* 
Ut vero hae substitutiones locum habere possint, necesse est ha- 
beri f «71. Videamus, an aliqua et quaenam radicum aequationis (3.) ad 
hoc sit idonea. 


Ex aequationibus (4.) sequitur: 


a a À A bb BB 
H = (aa—u)* aie pe Ge 
AA AA u BBu 


TORTE ren B ae (aa— u)? is (bb —u)? 
si aequatio (3.) A. prodit: 


= fst Greeny Ran (es GT 


Hine sequitur, si sumta fuerit radix negativa aequationis (3.), f eva- 
dere «1, sin minus >1; quapropter illa tantum assumi debet, rejectis 
duobus reliquis. | Si statim ab initio fuisset C=O atque punctum extra 
curvam situm, facile perspicitur fieri per aequationes (4.) (posito scilicet u — 0) 
f>1. Ineo casu ad aequationem (3.) regrediendum erit, quae posito C = 0 


transit in: 
u a a Pre bb—oaBB—-IAA=(, 


In eo, de quo agitur casu, est 44 445 == EA 4 ideoque terminus ultimus ne- 


gativus. Quapropter, si in ehe hane successive ipsi u valores — co, 
0, +44, +ea tribuuntur, valor hujus aequationis + 6o; negativus; 
Be X BB. -F(aa—b).4.4 evadit; unde facile tu radicum 
hujus aequationis alteram esse negativam, alteram vero inter bb et aa si- 
tam. In hoc itaque casu radix hujus aequationis negativa assumi debet, 
postea vero eodem modo progrediendum est, ac si non fuisset C — 0. 

Haë demonstratione peracta, ad aequationem (8.) regredior, quae 
aequationibus (9.) substitutis, in 

rr[14-fcos(7T—v)l ee 
= [rrcos(7— y) + V (1 — ff) sing cos « (5! b'— a" a^ sin(T— y)]? 
+ [as y (1 —/f) sin (T— 9f 


et, si eodem modo, quo aequatio (5.) transcribitur, 
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rr{i-+feos(7—y)]* ee 
—[rr cosy cos(7—v)-- v (1—/f (sing cosp(5/5'— a^a) cosq)—a'5'sinj/)sin( 7—y)]* 
+ [rr sin: cos(Z-v)+y (1—/f (sinu cosu(b'b"—a'a")sin + a'b ‘cos)sin( 7—y)]’. 
Angulus 1, nunc ita determinari potest, ut fiat: 
10, [1-+fcos(Z'—»]’ ee = MM cos 7* -- NN sin T° 
== [Mcosy cos (— y) —Msiny sin(7— y)]* 
4 + [N sinv cos (Z— y) + N cosv sin (ZW). 
Statui ita debet: 
Mcosy = r cos, 


M siny = zcv ein g cos 2 (b/b'— a'a^) eos p — ab" sin), 


11. | 
© |Weosy = YEO“ (sing cosy (0/4 — a'a*) sind + 0b" cos), 
Nsiny = rsiny; | 
unde derivatur: 
| Ah a’ a! b'b/ 4 (a’a’— b/ b^) sin u? cosu* ti a 

12. cot JU Tr 9,7% (6! b! - — a’ a’) sinu COS Lt 

43 72 

Le aequationes (9. et 10.) habetur 

ne C V GE AT SUED 
BEN 

designante ¢ quantitatem Y(MMcosT T sin Z^), atque cum sit 


A — a cos E. = 4 — a cosu cos(E— u) + a sing sin(É— 4), 
B — b sinE = B — 6 sinp cos(E— u) — b cosu sin(E— u), 
1 —e cos E = 1—ecosyucos(E—p) + e sinu sin(E—), 
facile per aequationes (9.) invenitur; - 
(an cosE)[1+fcos(T-v)]=(4-afcosu)+(4f-acosu) cos( T-») --aV (1-ff) sing sin( T-v), 
14 


(B-bsinE)[1+/cos(T-v)]= (B -bfsinu)+(Bf- b sinu) cos( T-v„—bY (1 - ff )cosusin(T-v, 
Ic [{Hfcos(T-v)]= € + Cf cos( T-»), 
(4-ecosE)[1+fcos(T-v)] = (1 -efcosu)+(f—e cosu) cos( T-v)-]- eV (1- f) singe sin(T-v), 
Cum vero sit integratione a Z — 0 usque ad 7'—2s facta 


cos T. oT 
f: #3 = 0, 


pem En 0, 


t? 
si inter eosdem limites ponatur, ' 
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ee 1707 up) 


2nt* 
sin T^. 0 T 
Om —— Q, 
invenitur : ; 
| T 
Is tà Er P + Q, 
cos(T—v)OT __ 
if 2zt! D > 
sn(T—»oT . 
7 Int? SIME 
| [= rare = Pcosy + Qsiny’, 
% Ben) ductu Cem siny cosy (Q — P), 
Js na = Psy + Q cosy. 
Ope harum aequationum facile per (13. et 14.) ex aequationibus (1,) 
derivatur : ‘ 
Fan = A af oos#)(1—efcosu)(P+ ON 
+ (A f — a cosu) (f—e cos u) (P cosy" + Qsin y*) 
+ a e(1 —ff) sing? (Psinv* + Q cosy) 
+ V (1 —f/f) sinu(4 ef 4- af — 2a e cos i) smy cosy(Q— P), 
: v Bw. imt Y ren 
vun” (B — 5 f sinu) (1—ef cos p) (P + Q) | 
+ (B f — b sin «) (f— e cos p) (Pcosy^ + Q sin v) 
— b e(1 — ff) sinz cos p (Psin v* + Q cos v) 
Fr v4 —ff) (B ef sing — bf cosu + 4 cos2 u) siny cosy (Q— P), 
Fn — C(1—ef cosu)(P+ Q)+ Cf(f ecosp)(Peosv’ + Q sin y^) 


+ Cefy (1 — ff) siu a sin y cosy(Q— P). 
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5: 
Zur Theorie der allgemeinen huppelung (Joint universel. 
Universal Joint.) der Wellen. 


(Vom Herrn Dr. Dietlein zu Berlin.) 


In Maschinen mufs öfters eine Welle länger sein, als dafs man sie aus 
einem einzigen Stücke Holz oder Metall (gewöhnlich Eisen) machen könnte, 
weshalb sie dann aus mehreren Stücken zusammengesetzt werden mufs. 
So lange die Drehachsen der einzelnen Stücke in eine und dieselbe gerade 
Linie fallen, reichen gewöhnliche Schiftungen und eiserne Ringe, wozu 
allenfalls noch Schienen und Bolzen kommen, hin; müssen aber die Dreh- 
achsen von je zwei unmittelbar auf einander folgenden Stücken zwar in 
Einer Ebene, aber nicht in Einer. geraden Linie liegen, und kann oder 
will man keine, Winkel-Räder zu Hülfe nehmen, so ist diese Art der Ver- 
bindung nicht mehr anwendbar. Man bedient sich dann derjenigen, welche 
man allgemeine Kuppelung nennt, und zwar allgemein, weil sie 
auch im ersten Fall gebraucht werden kann. An dem Ende einer der 
beiden Wellen, in dem Durchschnittspuncte ihrer Achsen, bringt man einen 
Biegel an; dieser enthält 2 Büchsen, deren Achsen in einer und derselben 
durch den Durchschnittspunct der Achsen der beiden Wellen gehenden 
geraden Linie liegen ; dann macht man entweder i im Uinfange einer kreis- 
fürmigen Scheibe, je um einen Viertelkreis von einander MESS oder 
an den Enden der vier gleichen, rechte Winkel mit einander bildenden 
Arme eines Kreuzes, 4 Zapfen, welche in die gedachten Buches) grei- 
fen, wie es (Taf. HII. Fig. 7., 8. und 10.) vorstellen. 

AC (Fig. 9.) sei die TRUM der Achse der Welle, auf deren Um- 
drehung die Kraft wirkt; BC die Richtung der Achse der Welle, deren 
Umdrehung die Last zu verhindern strebt; C der Durchschnittspunct bei- 
der; a die Ergiinzung des Winkels 4CB unter welchen sie einander schnei- 
den zu 2 Rechten. Man ziehe DFM normal auf 4C, und GXN normal 
auf BC, so ist DF die Projection der Ebene desjenigen Kreises, wel- 
chen die in den Pfaunen des an AC befestigten Biegels liegenden Za- 
pfen bei jeder Umdrehung beschreiben, auf die Ebene des Winkels 4CB; 
"^ GK dasselbe für die Welle, deren Achse BC; und MCN=c. Man be- 
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schreibe über DF, aus C, mit dem Halbmesser CD =r (der Entfernung 
des Punctes von der Drehachse 4C, in welchem die ersten beiden Zapfen 
des Kreuzes die Büchsen im Biegel von 4C berühren) den Halbkreis DEF, 
und über FX, aus C, mit demselben Halbmesser 7, den Halbkreis GHX; 
man stelle sich dann die Ebene von DEF um DF, und die Ebene von 
GHX um GX so gedreht vor, dafs beide normal auf die Ebene des Win- 
kels 4CB sind, so sind die Halbkreise DEF und GHX die Hälften der 
Wege, welche die Angriffspuncte der Zapfen des Kreuzes, wührend einer 
Umdrehung jeder der beiden Wellen durchlaufen. Betrachtet man £ als 
den Anfangspunct des Weges, welchen der Angriffspunct eines in dem zu 
AC gehörigen Biegel liegenden Zapfens macht, und setzt den Winkel, den 
CE (der zugehörige Arm des Kreuzes) nach einer gewissen Zeit beschrie- 
ben hat, /CE = Q, zieht dann durch E, normal auf CE, eine Linie EL, 
und verlingert CZ bis sie die EL in L schneidet, so ist EL, also auch 
wenn man durch Z gleichlaufend mit 4EC, LM zieht, CM =r tang Q. . 
Während derselben Zeit muls sich aber auch CG (der auf CE folgende 
mit seinen Zapfen im Biegel von BC liegende Arni des Kreuzes) eben so 
viel um BC drehen, als CH; der Winkel von CH ( der mit CE zusam- 
menfiällt) an gerechnet, heifse 4j: so wird man :, erhalten, wenn man 
durch M die Linie MNO gleichlaufend mit BC, durch H die Linie HO 
gleichlaufend mit GW, und durch den Durchschnittspunct O die Linie CO 
zieht; dann ist HCO — x. 

Aber EL-—CHM--rtangQ; CN= HO — rtang p, und zugleich 
CM:CN-—41:cosa, folglich tang Q: tang) = 1: cose, und mithin tang 
— cosa .tang(Q; oder cosa — n gesetzt, tangi, — n tang, wo n für je- 
des System unveründerlich ist, - 

Um eine Gleichung aufzustellen, welche für jede Lage des Systems 
das Verhiiltnifs der Kraft zur Last ausdrückt, sei. 

' P die Kraft, welche im Abstande r von der Drehachse 4C wirkt; 

M die auf denselben Abstand r reducirte trdge Masse vom Angriffs- 
puncte der Kraft an; 

Q die Last, welche im Abstande r von der Drehachse BC wirkt; 

- IV die auf denselben Abstand r reducirte träge Masse, vom Angriffs- 

puncte der Last an; 

v die Geschwindigkeit des Puncts E; 

w die Geschwindigkeit des Puncts ES welche der des Puncts H gleich ist. 

39 * 
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Die Kraft P kann man als aus drei Theilen zusammengesetzt ansehen: 
1) aus einem Theile, der mit der Last Q selbst im Gleichgewichte ist; 
2) eus einem Theile, der wegen der Beschleunigung der d Masse 
M nôthig ist; | 
3) aus einem Theile zur SEM. der trägen Masse JY. 


Der erste Theil ist — E 7^ Q, oder da w—rê und v—r6Q, 
— 9% | 
auch = ET Q. 


Da der Raum, welcher von den Zapfen des Kreuzes die im Bie- 
gel der Welle 4C liegen in der unendlich kleinen Zeit durchlaufen wird 


in welcher v um dv zunimmt, = róQ ist, so wird der zweite Theil 
- iL M, wenn g die Beschleunigung der Schwere bedeutet. 
o 


Setzt man hierin w statt v, «P statt @ und IV statt M, und multi- 


2 
n a IV, da sie im Biegel der Welle BC 


nöthig wäre, mit il ^ um sie auf die Büchse im Biegel der Welle 4C 


plicirt die so erhaltene Kraft 


d 


zu bringen, so ist der dritte Theil 
.. 2w0w ow LL Qw din 
^ 4Agrow’ og’ ^ 4grdg 
Hieraus ergiebt sich | 
s ow 2v ov 2w à w oV. 
Vm Evol serie T trop 
Um ow und 09 Tof tang® und Otang® auszudrücken, so ist, weil 


. IV. 


: tang p O tang 
tang X = n tan a? = op = 4 
gy BP 8 PE pu ce MCE {tangy ? 
ow _ Eu Q tang qp _1Htangp?, E n(1-F tang g^) 
Og 1--n*tangg?' Otangm “ 1--n* tang gp? 
Dieses giebt à 
nias n(1 + tangy?) à . 2vOv(1 + tang p?) 2Qw ee ee 
1+ n° tang gp? * + 4gr.Otangp Te 4gr. ^ 4gr.Otangg is 


4gr Otang p 


Auf beiden Seiten mit eo multiplicirt und das erste Glied rechter 


Seite transponirt, giebt 


O tang’ Ó tang 
4grP Eee ZONE t EN | | 
zd 1-tang g? ixl Ue emer ree: = 2vóvM -2wowyYN, 
und integrirt, | 


4grPQ —4grOarctang(ntangQ) = vM + w* N + const. 
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Es ist aber v1 und w 14 , wenn O/ einen unendlich 


kleinen Zeitraum bedeutet; also 
IN t — 9v, n({ætansp), 
0 rmv LUI 


mithin 
: 1 4t 
4grPQ— 1grQarctang(2tangQ) —v MV 73 “vt N -]- const. 
Für @=0 ist tang — 0 und v sei =a. Dann ist 
0 = o M+ x n? IY + const. ; 


also volistündig 
1 «v rp 22 ^ 
4 gr[ P9 — Qarctang(n.tang Q)]  (/— 2) M 4- ^ |v Ce |, 
und endlich 
(v? —a?) M -- n? [^ uid ~istang p°) —a:|N 


COR Mace ages Beene eters ARR eee ie pees hy if Sa 


Der DIM eme tang Eg) L 


Wenn die Maschine immer fortgehen soll, so darf v weder — oo 
noch — 0 werden, sondern es muls die Geschwindigkeit am Ende jedes 
Umganges der im Anfange desselben gleich sein. Um diese Bedingung zu 
erfüllen, muls für Q — 2, also für tango —0, v —« RUES folglich 


TO 
Dann ist À 
4 gr P[Q— arc tang (z .tang Q)] = (v’— 0°) M + n° |» ( ne e — y —a'| in 
oder 


A gr P[9 —arctang (tang 9)] - e* [Mn] =o" M4 vau EET n], 


mithin 
nahe ee TERRA, 
^ tang 9?)* 
jore qa racc mera 
Für @=0 also tangQ.— O ist 
2 oe? [M-n? NJ _ 
Men ig 


Für =F also tang = + oo ist 


. 7 7 
" fer P[z—] +e ED a! M-+-n?N Pi A nt N 
eS EO om" — oo 
tang ^ T5 2 n? M+N 
M + n? n tang g* M + " 
Mit Ausnahme des Falls wo die Achsen der beiden Wellen in 
Einer geraden Linie liegen, also wo a— 0, oder cose — n—1 und 
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n? M--5n*N 
n? M -- N 
die Geschwindigkeit der Zapfen des Kreuzes, welche im Biegel der Welle 

BC liegen, am Ende des ersten Viertelkreises < a. 
Für = also tang? = 0, ist wie für 9 = 0, 


qi cocer 


= 1, ist dieser Bruch immer «1, weil 27 «1 ist, mithin ist 


Für = 37 also tangp=— x, ist wie für 9-7, 


Für c —0O also cosa —7-—41 ist für jeden Werth von ®, 
4grP(p—q)--e^ (MEN) , 
"MN 
Fur a => also cosa — 2n —0, ist für jeden Werth von 9, 
rates 4er P(p—zn)-d- o? M 

LEE, 
wo z von O an jede ganze Zahl bedeuten kann; jedoch kénnen nicht alle 
Werthe gebraucht werden. 

Man setze Q —m#, wo m beliebig ist, so nimmt für die erste 
halbe Umdrehung der Welle 4C der Werth von m von 0 bis 1 zu; für 
die zweite halbe Umdrehung von 1 bis 2, u. s. w. fort ins Unendliche, 

Bringt man 7 in den obigen Ausdruck für 7^, so erhält man 
4gr Pn(n—2z)d- a^ M 
ee en 


D? m L2 


D oL 


Soll nun für jedes Verbültnifs der Zahlenwerthe r, P und M, 
also allgemein, v möglich bleiben, so darf 7?— z nicht verneint, also z 
nicht grölser als m sein. Da = nur ganze Zahlen bedeutet, so kann 
für die Iste halbe Umdrehung der Welle 4C, z=0 oder — 1 sein; 
für die 2te  - - - 2 =  z=1 ode =2; 
und so weiter, und es ist, nur noch auszumitteln welcher von beiden Wer- 
then jedesmal gebraucht werden kann. | 
Setzt man in der Gleichung Wo elec sexui s EM m — 2 und 
s=0, so erhält man, da für diesen Fall die Maschine ihre ganzen Um- 
günge in gleichen Zeiträumen vollbringen, auch 1 == sein muls, 


CRE E LONGEST » oder 


= 8gr. 7. 
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Dann müfste also entweder M — x, oder r oder P=0 sein, was 
nicht müglich ist. E 
Setzt man aber m —=?2, z=1, v=a, so erhält man 
4g 
ES ZEN + «^, oder 


rb. 
M 2 
also dasselbe Resultat wie vorher. 


o = 


LU] ERST 4g. 


Auch*die Rechnung zeigt also, dafs die allgemeine Kuppelung auf 
zwei Wellen deren Achsen einander rechtwinklig: schneiden nicht anwend- 
bar ist, sondern dafs @ kleiner sein muls als $a. Für a= würde sich 
die Welle 4C drehen, während die Welle BC in Ruhe bliebe, indem die 
Pfannen im Biegel der letztern den zu der erstern gehörigen Zapfen die 
freie Umdrehung gestatten würden, wenn nur die Arme der Biegel einan- 
der nicht berühren könnten. _ Diesen letzten Umstand kann man aber 


nicht verhindern, wenn 2 = uu wird, deshalb darf man bei der allgemei- 


nen Kuppelung den Werth von a auch nicht zu nahe an T bringen; man 


nimmt dann lieber zwischen dem Kraft- und dem Lastpuncte mehr als 
zwei Wellen. 


Dafs es richtig sei wenn in der allgemeinen Gleichung 


4 gr P[q — arc tang (n tang 9)] +a?[M+n° N] 
^ (1-- tang p p?)? 9 
n Gl en 


v= 


‚für Q— m —, arctang(r.tang®) = m3 gesetzt wird, davon wird man 


sich leicht TER denn nur dann ist allgemein 
[P—arctang(ztangP)] = 0, 
also am Ende jeder halben und ganzen Umdrehung 
v= «, 
wie es gewöhnlich erforderlich ist. Ein besonderer Beweis scheint also 
überflüssig. 
Soll v unveränderlich, also überall gleich & sein, so ist das ver- 


änderliche ! e 
— (s 1) 
spe CAGE Unie D) UNE (1 4- n?tang gp?) 


9 | 4gr 6 
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Für Q —0 also tang Q0, ist 
n ar ens ere a? n?N 


0. 77.0 td; 
pg: 


Für => also tang Q = oo, ist 
| 7L OO 
D iex ex 1) 
2 EC 
Ll 
a^ N (5 n2) 
P = Q+ 7 “= , 
Agr. 
DE Qus e e 
7t 
£grn?. > 
für n = 1 ist dabei P = Q; 
2 
für n=0 ist P = Q + = =, also unendlich. 
i 5 48r.5 0 


Für Q--7 also tang? =0, ist | 
P= O'etnEU NA 


5 à a Agr 7 3 
$ In ER 
Für => also tang — — oo, ist 
PVO Ee ei 
EN ques a e. 
ELI 


Es würe nun auch noch die Reibung an den Zapfen des Kreuzes 
in Rechnung zu bringen; allein da dieselbe nur eine unbedeutende Ver- 
mehrung von P erfordert und die Rechnung dadurch weitlüufiger wird, 
so mag solches unterbleiben, 
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26. 


Zu den Elementen der Geometrie. 
(Von Hrn. Prof. Gudermann zu Cleve.) 


1. 

Di Elemente der Geometrie weisen zwei Aufgaben-auf, welche unge= 
achtet der häufigsten Versuche bis jetzt nicht gehörig gelöset worden sind: 
die eine ist ‚planimetrisch und besteht in der Aufstellung einer strengen 
Lehre von den Parallellinien, die zweite ist stereometrisch. und betrifft 
den Beweis der bekannten Regel, nach welcher die Solidität einer Pyra- 
mide zu bestimmen ist. Vielleicht hat man in Hinsicht auf die erste Auf. 
gabe erreicht, was irgend erreicht werden kann; aber die zweite genannte 
Aufgabe gestattet eine Erledigung, welche nichts mehr zu wünschen übrig 
lifst und der Hauptzweck dieser Abhandlung ist. Das Bedürfnifs einer 
mehr zusagenden Darstellung dieses stereometrischen Gegenstandes, am 
meisten gefühlt während des Unterrichts in den Elementen, und das Ein- 
gehen auf seine doch nur scheinbare Schwierigkeit führten den Verfasser 
dahin zurück, beweisen zu müssen, dals symmetrische Polyéder 
gleichen Inhalt haben, Es gelang ihm hier die Zurückführung 
der Symmetrie der Polyéder auf die Congruenz. Eine aus pä- 
dagogischer Rücksicht davon gemachte Anzeige (in der Krit. Bibliothek, 
1828. No. 17.), welche eine Antwort erwartete, blieb fast ein Jahr lang 
unbeantwortet, weshalb ich denn im Journale 4d. Math. Band IV. Heft I. 
auf den (S. 100.) aufgestellten Lehrsatz aufmerksam machte, Mit dem Er- 
scheinen dieses Heftes des Journals erschien nun aber auch im Neuen Ar- 
chiv für Philologie und Pädagogik. 1829. No. 12. eine Nachweisung, dafs 
das so eben genaunte Theorem bereits von Durrande in den von Ger- 
sonne herausgegebenen Annales de Mathématiques. Th. VI. S. 340. etc. 
P bsafolt sei. Der Herr Prof, Fürstemann in Danzig, welcher diese 
Nachweisung gegeben hat, sagt: 

„In dieser Methode werden zuerst die Polyéder in dreiseitige 
Pyramiden zerfallt; dann wird jede solche Pyramide, indem man von der 
Bestimmung des Mittelpunets der eingeschriebenen (nicht umschriebenen) 
Kugel ausgeht, in zwölf Theile und zwar vierseitige Pyramiden ge- 
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theilt. Geschieht eine solche Eintheilung ganz gleichmäfsig an zwei sym- 
metrischen Polyédern, so werden die Theile des einen den entsprechen- 
den Theilen des anderen congruent." 

Diese Methode füllt aber keineswegs mit der zusammen, welche 
ich, ohne je die Annales de Mathématiques gesehen zu haben, angewandt 
habe, und die erwähnte Nachweisung veraulafst mich jetzt, meine Methode 
roitzutheilen. Auch mag es wohl allgemein interessant erscheinen, dafs 
nun auf zwei völlig verschiedene Arten das zu Stande gebracht. worden 
ist, was in den Éléments de Géometrie von A. M. Legendre (1794) 
für unmüglich gehalten wird. (Man sehe die in den neueren Ausgaben 
verkürzte Note vir.) | 

| | 2; 

Um nun zunächst zu beweisen, dals symmetrische viereckige Py- 
ramiden gleichen Inhalt haben, dient die folgende Gedankenreihe, welche 
der Leser auch ohne Hinweisung auf eine Figur verfolgen wird: 

I. Für eine viereckige Pyramide giebt es einen, aber nur einen 
Punct, welcher von den vier Ecken des Körpers gleich weit absteht (oder 
es kann eine, aber nur eine Eu um eine viereckige Pyramide geschrie- 
ben werden. 

Il. Wenn man die drei Kanten 7A, VB, VC einer viereckigen 
Pyramide 7 4BC über V hinaus so verlängert, dafs F. Aes VA, VB‘=VB und 
VC' = VC, so ist die neue Pyramide 7 A4'B'C' der gegebenen symmetrisch. 

III. Wenn zwei Polyéder einem dritten symmetrisch sind, so sind 
sie congruent. 

IV. Wenn zwei viereckige Pyramiden 4BCD und abcd symme- 
trisch sind und man schreibt Kugeln um dieselben, so sind ihre Radien gleich. 

Der Beweis der drei ersten Vordersiitze ist einfach; was den Be- 
weis des vierten betrifft, so sei / der Mittelpunct der um 4BCD: be- 
schriebenen Kugel, und also VA=VB=VC=VD, Durch diese Radien 
ist die Pyramide 4BCD in vier andere viereckige zerlegt: VABC, V ABD, 
VACD, FBCD. Verlingert man diese Radien, jeden um die eigene Länge, 
so entstehen (nach II.) vier neue Pyramiden //4'B'C', V 4'B'D', F A'C'D', 
FB'C'D', welche der Reihe nach den vorigen symmetrisch sind, und eine 
Pyramide .4'B'C'D' zusammensetzen, durch deren Ecken die Kugel um 7 
ebenfalls geht. Diese Pyramide 4’B’C'D' ist symmetrisch mit 4BCD; daher 
sind (nach III.) die beiden Pyramiden .4'B'C'D' und a bcd congruent. 
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V. Zwei symmetrische Pyramiden 7 4BC und 7 4'B'C' sind gleich 
grofs, wenn 7/4 = VB = VC und also auch 7/'4' 2 J'B' —7'C' ist. 

Von den Scheiteln 7 und 7' lasse man die Perpendikel 70 und 
V'Q' auf die Grenzfliichen 4BC und .4'B'C', so.sind die Dreiecke 7/Q 4, 
FQB, VOC, V'Q'A', P'Q'B', P'Q'C' simmtlich congruent, also 0.4 = OB 
— ()€ = Q' 4' — (' B' — Q'C' und die Puncte Q und ()' sind demnach die 
Mittelpuncte von Kreisen, welche um die congruenten Dreiecke “BC und 
A'B'C' geschrieben werden können. 

Jede Pyramide ist nun in drei zerlegt, und es ist 7 40B sowohl 
symmetrisch als auch zugleich congruent mit 7/'4'(Q'B'; eben so 7 4QC 
mit 7'4'Q'C' und 7 BQC mit P'B'Q'C'; also ist 7 4BC = V'A'B'C', 

VI. Überhaupt sind zwei symmetrische Pyramiden 4BCD und 
4'B'C'D' gleich grofs. 

Man schreibe Kugeln um dieselben, die Mittelpuncte derselben mir 
gen 7 und 7" sein; dann sind die Geraden V4 = VB=FVC= VD — 
VA‘ = V'B'z VC - PV D' (nach IV.). Ferner ist die Pyramide 7 4BC 
symmetrisch mit 7/'4'B'C'; also ist VABC = V'A'B'C' (nach V.); eben 
so ist /4BD — V'A'B'D; F ACD — V'A'C'D' und VBCD = 7'B'C'D'. 
Hieraus aber folgt unmittelbar, dafs 4BCD = A'B'C'D'. 

Diese Methode der Zerfüllung, wodurch ebenfalls zwölf Theile ge- 
funden werden, ist offenbar sonst gänzlich verschieden von der, welche 
Durrande angewandt haben soll, da der Mittelpunct einer um eine vier- 
eckige Pyramide geschriebenen Kugel bekanntlich mit dem Mittelpuncte 
der hineingeschriebenen nicht zusammenfällt. 

Was die Ausdehnung des so eben bewiesenen Theorems auf sym- 
metrische Polyéder überhaupt betrifft, so hat sie keine Schwierigkeit. 


Anmerk. Der in Band IV. Heft 1. Seite 100. dieses Journals vorkommende Aus- 
druck 2e—e—4 bezeichnet die kleinste Menge der viereckigen Pyramiden, in 
welche der Kórper K oder K' zerlegt wird, indem man alle Diagonal- Ebenen 
durch die Ecke E legt. Nimmt man statt der Ecke E einen Punct im Innern 
des Körpers, so ist & — 0. 


3. ^ 
Legen wir uns die Inhaltsbestimmung eines abgekürzten Parailel- 
epipedums ABCDdcba vor; es seien 4a, Bb, Cc, Dd die vier paralle- 
len Kanten, wodurch die Ecken der nicht paralleien Grundflächen 4BCD 


und abcd, welche Parallelogramme sind, verbunden werden. 
40 * 
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Der Einfachheit wegen mag die Grundfläche 4BCD auf die Kanten 
4a, Bb, Cc, Dd senkrecht gerichtet sein. 


Man ziehe in den beiden Grundflächen die Diagonalen 4C und BD, 
welche sich in E schneiden mögen, und die Diagonalen ec und bd, welche 
sich in e schneiden: so ist die Gerade Ze offenbar parallel den Kanten 
Aa, Bb, Cc, Dd. | | 

Man verlüngere Ze um e E', so dafs e H’= Ee, lege durch E’ eine 
Ebene .4'B'C'D' parallel zu ABCD; verlängere auch da, Bb, Cc, Dd, 
und es mag die durch E’ gelegte Ebene davon in 4’, B', C', D' pre 
ten werden. Die Körper 4BCDdcba und A'B'C'D'dcba sind dann sym- 
metrisch und ergünzen sich zu einem senkrechten Parallelepipedum mit 
parallelen Grundflüchen 4BCD und A'B'C'D'. Ist der Inhalt der Grund- 
fläche ABCD = G, so ist die Soliditit dieses senkrechten Parallelepipe- 
dums =G.EE’; also seine Hälfte G.Ee ist der Ausdruck für die Soli- 
dität des Körpers 4BCDdcba. | 


4. 

Es sei ABCcba ein abgekürztes dreikantiges Prisma, durch dessen 
parallele Kanten 4a, Bd, Cc die Ecken der beiden nicht parallelen Grund- 
fächen ABC und abc verbunden werden. Die Grundfläche 4BC mag 
wieder auf die Kanten 4a, Bb, Cc senkrecht gerichtet sein; ihre Gri ölse 
sei == À; die Solidität des Körpers sei JP, 

Setzen wir P=A.l, so bezeichnet / eine Gerade, welche länger 
als die kürzeste der Kanten de, Bb, Cc und zugleich kürzer als die 
längste’ unter ihnen ist. 

Man halbire die Seiten der beiden Grundflächen; 4’, B', C’, a’, b!, c' 
seien die Mitten der Seiten BC, 4C, AB, be, ac, ab, a ziehe die Ge- 
raden 44’, BB’, CC’, welche sich Bckantitlich in einem Puncte 7 schnei- 
den, und auch die Geraden aa’, 5b’, cc’, welche sich in v schneiden. 
Man ziehe noch B'C', A4'C', 4'B’, b'c', a'c', a’b‘, wovon die Geraden AA’, 
BB’, CC', da‘, bb’, cc' in A“, B", €", a’, 5", c" geschnitten werden, 
Es sind dann die Geraden da, 4'a', da", Bb, B'b', B" 5", Ce, C'c', 
Ce", Vu sümmtlich parallel, und man beweiset ohne Schwierigkeit: 

Aa dt Bb+ Cc = Aa + By 4- C'e e Aa" + B! b 4 Cet — 3. Vv, 
Durch diese Construction entsteht ein neues abgekürztes Prisma 4" B'C' c' ba! 
= P', dessen Grundfläche 4'B'C'= A’ sei, Die Linie Jv ist das arith- 
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metische Mittel der Kanten des Körpers P und auch der Kanten des Kör- 
pers P’, und hat also für beide Körper eine gleiche Bedeutung. | 
Um das Prisma P^ herum liegen noch drei andere abgekürzte drei- 
kantige Prismen, und der Körper P' ergänzt jedes derselben zu einem ab- 
gekürzten Parallelepipedum, diese drei Parallelepipeden zusammengenommen 
sind aber = P--2.P', Die Soliditüten derselben finden sieh (nach No. 3.): 
vL Ld Det CM s ANE E LU, A 
BC AB’ b! a’ c'b — 9 Af. B" y, 
CA'B'C' DICE Uc s 
also 


D-E2P/— 9 A (A''a alt. BL" A. C"c ee ONE Vu=(A+24). Vy, 
und also auch: 
(P—A.Vv) = 2.(A,Vv—P) 
Setzen wir nun das Vorhandensein einer allgemeinen Regel voraus, 
nach welcher diejenige Grundfläche, welche auf die drei Kanten senkrecht 
gerichtet ist, mit dem arithmetischen Mittel dieser Kanten multiplicirt ent- 
weder immer die Solidität des Körpers giebt, oder immer zu viel oder 
immer zu wenig giebt: so sehen wir, dafs die beiden letzten Annahmen 
ungereimt sind. Denn indem wir annehmen, dafs P — A.V v, also auch 
P'— A'.Fv sei, folgt aus der Beziehung P—4A.7v = 2(A'.Vu—P), 
dafs P‘<A!.Fv sei. Eben so führt die Annahme P< ^.7 v, also auch 
P< A'.Pv zu einem Widerspruche, und nur die Annahme P — ^.7v, 
also auch P=A'YV v kann neben der bewiesenen Formel bestehen. 
ij p 

Aber auch, ohne das Vorhandensein einer solchen allgememen Re- 
gel zu postuliren, gelangen wir auf die strengste Weise zum Ziele. 

Wir dürfen setzen P= A(Fv-F«) und P'— A'(Fv-]- 2"), in wel- 
chen Ausdrücken = und =’ Linien bezeichnen, um welche Vv verlängert 
oder auch verkürzt werden mülste. Die Substitution dieser Ausdrücke giebt: 

A.w = -—2A'm, 
und da A—4.4AV ist, so haben wir z'— —27. Wenn also 
| pe A. v---), so ist P=A(Pv—2m). 
Wenden wir nun dieselbe Construction, wodurch P/ aus P hergeleitet 
wurde, auf P" um so finden wir eben so: | 
{= A" Qr v-dl-4-) und A"— 
Die Fortsetzung Pee überhaupt: 


i 


308 26. Gudermann, über die Pyramiden. 


P = A(Vv+(—2).2). re 


Die Grundfläche A dieses Körpers ist =F; und seine drei parallelen Kan- 


ten 4a, Bb, Cc sind noch immer so beschaffen , dafs: 
Jodi P ER 


Die Solidität des Körpers P ist aber auch = A./, wo / eine Linie be- 
zeichnet, welche länger als die kürzeste und kürzer als die längste der 


drei Kanten des Kórpers p und also um so weniger von 7v verschie- 
den sein kann, je grüfser die ganze Zahl 2 genommen wird, oder welche 
selbst = 7 v ist. Da nun aber : 
)1—Fv-d(—2).- 

ist, so kann 7 leicht grofs genug genommen werden (ohne nóthig zu haben 
diese Zahl unendlich grofs zu nehmen), dafs die Gleichung / — Vv-+- (—2).- 
ungereimt ist, wofern x eine wirkliche Länge hätte. Daher ist ==0 
und also /— 7 v, oder: « 

P = A.Fv (wie in No. 4.). 

Die Modification der so eben bewiesenen Regel für den Fall, dafs 
keine der beiden Grundfliichen auf die Kanten senkrecht gerichtet ist, darf 
hier der Kürze und ihrer Einfachheit wegen übergangen werden. 

9. 

Das abgekürzte Prisma P verwandelt sich in eine viereckige Pyra- 
mide, deren Hóhe = Cc ist, wenn wir die Ebene abc also legen, dafs 
a mit A und à mit B zusammenfällt. 

Wir kónnen aber auch eine viereckige Pyramide 4BCD als den 
Unterschied zweier dreikantiger abgekürzter Prismen darstellen. Es sei D 
der Scheitel, Dd die Höhe und 4BC die Grundfläche der Pyramide. Man 
verlüngere AB willkürlich und ziehe durch C und D zwei andere Gerade 
parallel zu 4B. Durch diese drei parallelen Linien legen wir senkrecht 
eine Ebene PQR, wovon die verlängerte AB in Q, die durch D gehende: 
Parallele in P und die durch € gehende in R geschnitten werde. Die Py- 
ramide ABCD ist dann der Unterschied der beiden abgekiirzten Prismen 
PORDBC und PORDAC. Ihre Solidititen sind (nach No. 4.) ausge- 


Irückt durch POR, (EP FOSTRE) ma pog, (PD-FO4-F RO). ger Un- 
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. Aber der Inhalt des Dreiecks POR 


, also ist die Pyramide ABCD = 45, 85,74; da aber ES 


der rah des Dreiecks ABC ist, so hat man ndn 


terschied, derselben ist also PQR. = 
OR Lu 


ist — 


zum Ausdrucke der (bekannten) Regel, M ohne Mühe auf ue 
Pyramiden ausgedehnt wird. 


Diese Herleitung bedurfte also gar nicht der Vorstellung des Unend- 
lichkleinen oder einer ins Unendliche fortgehenden Zerlegung, oder end- 
lich der Summation einer unendlichen Reihe, deren Anwendung im vor- 
liegenden Falle unschicklich ist. Sie empfiehlt sich wegen ihrer Einfach- 
heit und macht daher auf einen Platz in den Elementen der Geometrie 
Anspruch, vorzugsweise vor denjenigen Darstellungen, in denen die geta- 
delten Hülfsmittel benutzt werden. 


Cleve, im Mürz 1829. 
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DA | 
Beweis des Lehrsatzes Bd. 3. S. 312. dieses Journals. 


(Von einem Ungenannten.) 


De Lehrsatz selbst läfst sich folgendermafsen aussprechen: 

Ist ein Vieleck von 4m-+2 Seiten in eine Linie zwei- 
ter Ordnung eingeschrieben, und liegen 27 Durchschnitts- 
puncte je zweier Gegenseiten desselben in einer Geraden, 
so liegt auch der 2m-+1te in derselben Geraden. 

Der Satz beruht auf dem folgenden, welcher sich in den ,, Anal. 
geom. Entwickelungen von Plücker, pag. 183." bewiesen findet: 

Wenn in eine Curve zweiter Ordnung zwei Vierecke 
beschrieben werden, deren drei erste Seiten einer Geraden 
in denselben drei Puncten begegnen, so vereinigen sich auch 
die vierten Seiten derselben in einem Puncte dieser Geraden, 

Hat man nun.z. B. ein Zehneck, bei welchem die Durchschnitts- 
puncte der Seiten 1 und 6, 2 und 7, 3 und 8, 4 und 9 in einer Geraden 
liegen, und schneidet man von demselben die Seiten 9, 10, 1 und 4, 5, 6 
durch Diagonalen + und ß ab, so erhilt man ein Sechseck,. dessen Seiten 
2 und 7, 3 und 8, ß und « sich paarweise in einer Geraden 4 begegnen. 
Ferner findet der obige Satz auf die beiden Vierecke aus den Seiten 9, 
10, 1; « und 4, 5, 6, @ Anwendung; es liegen aber die Durchschnitts- 
puncte von 4 und 9, 1 und 6, in der Geraden .4, also liegt auch der 
Durchschnittspunct von 5 und 10 in dieser Geraden. Auf dieselbe Art 
überzeugt man sich, dafs der Satz allgemein ist, indem derselbe für ein 
Vieleck vou 4724-2 Seiten gelten muls, wenn er für ein Vieleck von 
4m —2 Seiten gilt. 
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28. 
Theorie der Potenzial- oder cyklisch- hyperbolischen 


Functionen. 


(Von Herrn Prof. Gudermann zu Cleve.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. und 14. in den beiden vorigen Heften.) 


Dreizehnter Abschnitt. 
Entwickelungen der Potenzial-Functionen eines zweitheiligen 
Arcus nach Potenzen des zweiten Theils. 

$. 66. 
Wa die Entwickelung der Functionen Gin(k-d-z) und Cos(k-+z) in 
Reihen, welche nach Potenzen von x fortschreiten, betrifft, so ist dieselbe 
sehr einfach. Da nemlich Gos(K--z) = Co5k.Co8z+ Gink.Ginz und 
Sin(k+2) = Gin k.Gosz--Go6 k. Cinz ist, so substituire man nur für 
Gogz und Ginz die bekannten nach Potenzeu von = fortgehenden Reihen 
und man hat auf der Stelle: ! 


Gos (+2) = Cosh + ink. + Geb k. 5 + Sink. 5+ Cosh. 2; + eto, 
Sin(k-+=) = Sink+ Got b. À + Sink. + Got E. = + Gink. + ete. 


Setzt man, um zu den cyklischen Functionen überzugehen, kY—1 für 
kwund zy—1 für z, so entstehen die beiden folgenden Reihen: 


. EA zt v 33 z4 
cos (k + =) = cosk — sink. = CAT cos 5; + sin k "37 - cosh. 75 —- — ete, 

. 2 . zz 23 x zt 
sin( +2) = sink T cos k. 3- — sin k.55 — cos k. 5, +- sin ka +-— etc. 
In den beiden letzten Reihen folgen immer auf zwei Vorzeichen — zwei 


Vorzeichen + und umgekehrt. 


Gröfsere Schwierigkeit bietet aber die Entwickelung des Quotien- 
ten +1 ___ und die davon abhängende der Function %(k-+-z) in eine 
cos (k-+-z) 


nach Potenzen von z fortgehende Reihe dar, Diese Entwickelung fordert 
: > : 1 

die Kenntnifs der höheren Differentiale der Function — = Z/, und es be- 

ginnt daher die Untersuchung mit der Erforschung des Gesetzes, .nach 


welchem diese höheren Differentiale fortgehen, da das Differentiiren selbst 
. Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 4. Hft. E 4] 
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nur ein Übergehen von einem Differentiale zu dem nächst höheren, und 
also ein recurrirendes ist. 
$. 607. 
Setzen wir zur Vereinfachung Z — —— 


und allgemein v= T. Werden art ersten Differentialverhältnisse D, 


5n xo. DU 
S U-—3 DT, Ue S. We 


D, D, us etc. durch das gewóhnliche Differentüren hergeleitet, so er- 
kennt man bald, dafs die Form derselben ziemlich verschieden ist, je nach- 
dem ein solches Verhältnifs von gerader oder ungerader Ordnung iste Fir 


Ü findet man im Allgemeinen folgende Form: 


= S@(r, P).cos kt) cond. (« -- Q 2 r), 
und es sind s Coéfficienten @(r, 0), Q(r,1), Q(r,2) u. s. We nur noch 
die einzigen unbekannten Grölsen. ! 
Um diese Coéfficienten zu finden, ist es nothwendig, den vorgeleg- 
iR noch einmal zu differentiiren; dies giebt: 


Ds (2a+1).@(r, 8) . cos k-C^*?, sink cond. («+ ies = ge 
Das wiederholte Differentüren führt also zu dem Ausdrucke: 
rte S(Qe+1)(Qa + 2).O(r, B) . cos k- €^», n i 
TT SC + 1)20 (7, B). cos ient eon: @te=n, 
Wird nun noch 1— cosk’ für das vorkommende sin À^* gesetzt, so lälst 
sich der Ausdruck zusammenziehen, wie folgt: 


DS [2u(2a—1). P(r, 8) — (2a+1)*. P(r, B—1)]. cos kt” cond, —— 
Er füllt also wieder unter die bereits bekannte Form: 


D = SQ(r-J-1,8). cosk-9*? cond. (a--B.— r 4-1), 
und es führt die Identificirung beider Ausdrücke zu der folgenden Coéffi- 
cienten - Beziehung : 

@(r+1,r+1—m) = 2m (2m—1).Q (r, r4-1—m) —(2m+1)*.0 (r, r—m). 
Nach dieser ziemlich einfachen Recursionsformel liefsen sich also die un- 
bekannten Coéfficienten berechnen. Man vereinfacht sie aber noch sehr, 
wenn man setzt: 

(—1) ".Q(r,r—m).(2m) für @(r,r—m) 
und diese Substitution gleichmáfsig durchführt. Die Recursionsformel geht 
dadurch über in: 
O(r+1,r+1—m) = O(r,r-1—m) + (Qm-+1)’ Qu, rap 
und man hat dann allgemein: 
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er dé 

U = S(—1ÿ. (2e). O(r, B).cosk- (#9 cond. (a+B= r). 
Die so eben gefundene Recursionsformel hat die grifste Ähnlichkeit mit 
einer bekannten Beziehung, welche unter Combinationsclassen Statt findet, 
die bei unbedingter Wiederholbarkeit der Elemente gebildet sind. Nimmt 
man nemlich zur Scale die Reihe der Quadrate der auf éinander folgen- 
den ersten ungeraden Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe, und bezeichnet 
man die Scale auf folgende Art: 

(m) = (1°, 35,55 4... (2m 4- 1y, 

so hat diese Scale offenbar (2 + 1) Elemente. Soll weiter das Zeichen C 
die aus den Elementen der geschlossenen Scale (77) bei unbedingter Wie- 
derholbarkeit gebildete Combinationsclasse des ten Grades bezeichnen, so 


ist bekanntlich auch: thes 
C= 37 + Qm+ 17. C 


(m) (m-1) 
Da nun bern Formel offenbar mit der vorhin he Recursionsfor- 


mel zusammenfällt, so folgt aus dieser A 
Q (r ‚r—m = ME 
Bei diesem Schlusse versteht es sich aber von selbst, dafs er erst seine 
vollige Begründung erhält, wenn nachgewiesen wird, dafs dieses Resultat 
auch für die ersten Werthe der Zahlen r und 7 richtig ist, wovon man 
sich aber leicht überzeugen wird; denn auch vüllig übereinstimmende Re- 
cursionsformeln lassen verschiedene Grófsen aus der Rechnung hervorge- 
hen, wenn die Grófsen, von welchen die recurrirende Rechnung ausgeht, 
verschieden sind. Die vóllig übereinstimmenden Recursionsformeln im 
| $. 32. und 6. 33. sind ein Beispiel der .Art. 
$. 68. 

Wenn man aber den “nun bekannten Ausdruck fits das hóhere 

ur i 
= S(—1)%. Qa. €. (Lu) cond. ep D. 

noch einmal differentiirt, so hat man fir ein Differentialverhültnifs von un- 
gerader Ordnung allgemein den folgenden Ausdruck: 


V = sink. 517. Ra). 0. (S) cond. (@ +8 =). 


cos k 
Die ersten Specialfälle dieser beiden allgemeinen Formeln sind die nach- 


stehenden: 
41* 
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© 1 > sink 
DU Er NR) U —* cos k? ? 
2 3. 1 3 6 sin k sin Æ 
DL, DRE, LE 
cos k? cos ve cos k* cosk 
2 24 fuii, U Per 120sink X 60sià Kk sink 
UT cask! HP cds = k3 cos - ? "> cos k® “cos k+ cos k2? 
6 _120 _840 182 1 
Y= - —— ne pers 
cos k? ^. cos d cos k cos Æ 


Die Ausdrücke werden immer zusammengesetzter, je weiter man fortgeht, 
und es ist z. D. 


i uw. 479001600 — 1037836800 dy 743783040 — KEEN. 15159144 
"7 cos k?3 cosk** * cos k? cos k? cos k* 
132860 1 7 
cosk? | cosk^ 


Gestutzt auf die beiden obigen, zur independenten Bestimmung dienenden 
und das allgemeine Gesetz des Fortschritts deutlich aussprechenden For- 


meln haben wir also für den Quotienten as T3 die Reihe: 

1 

| LA CE NIME. SEOUL + ete, 

welche leicht auf hy MES Tp Sad übertragen werden kann. Be- 
merkt man ferner, dafs 0&(k-++ zs) = a ‘ ^ IDEEN; 
z als veränderlich behandelt wird, so wird man die vorstehende Reihe mit 
9z multipliciren und dann integriren, wodurch man für £(Æ+ z) eine Reihe 
erhalten wird: 


SGH) = Lk ME RM RM. 


welche einfacher durch $8(k--z)-2- 244 S y 


$. 6. 

Unter den besonderen Werthen für X ist offenbar der Werth k = 0 
von Wichtigkeit; denn da hierdurch cos k — 1 und sink — O0 wird, so sind 
die Coëfficienten : U, D, Z, eic., welche ungerade Zeigezahlen tragen, 
einzeln Null, weil ihre Ausdrücke den Factor pu tragen; auch ist nun 
$50. Man erhält also: » 

2a £20 1 
ia BA j (2a 1 ; 


TIR er r 
Setzt man weiter v=ZU für k=0, wie im $. 48., so erhält man für u 


ist, wenn k als constant und 


cos Æ 


gedrückt wird. 


ES aus 


. r 
den allgemeinen zur independenten Bestimmung von u dienenden Ausdruck: 
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r &, 
. 1 Li (a 
Aus dem für i angegebenen Ausdrucke folgt also z. B., da nun r=6 ist; 


D = + 479001600 — 1037836800 
+ 743783040 — 197271360 
+ 15159144 — 132860 
+ 1 
Summe: -+ 1237943785 — 1235241020 
oder u = 2702765 (wie im §. 42.). 
Für die in den Ausdrücken Z/ und u vorkommenden Combinationsclassen 
aus den Elementen der Scale (m) = (17, 3°, 5°,.... (2772 -#1)?} werden 
später andere Ausdrücke nachgewiesen werden, wodurch übrigens ihre Be- 
rechnung keinesweges erleichtert wird, — jeder in der Combinationslehre 
ein wenig Erfahrene wird in Anwendung bekannter combinatorischer Be- 
ziehungen im vorliegenden Falle ungleich schneller und sicherer zum Ziele 
gelangen. 
Setzt man aber k= 7 , so ist sink=cosk=y%, und man fin- 


det die folgenden Zahlen: D V2; DEN 2; Ü-3y3; 11-11 vee: 
D 51/2; U/—361y/2; UV 2763 2; DAILY: 7-330737 2 
u.8. we Man berechnet diese Zahlen aber leichter recurrirend; setzt man 
lich: í a e 
EY — = (8C-1*2. 2). v3, 
cos (= mant à 

so findet man leicht die folgende Recursionsformel: 

1 7-1 2 n-2 3 n-3 4 n-4 5 n-5 6 7-6 

= [n].e-+ [2].«—[n»].e — [»]-a + [2] . e 4- [2]. « — — ete. 

1? =” 3? pu $7 $i 

In dieser Formel wechseln immer zwei Vorzeichen Minus mit zwei Vor- 


zeichen Plus und umgekehrt ab. Man hat also: 
5 6 


(£ 4-3) e rar rt. i 457.5 4361.5 
2763.3; + 34611.5 + 330737.5 25 + ete.). 
Was das erste Glied e ) betrifft, so hat man tang = 1, also Ging (7)=1 
und Ge 8(Z) — y 2, also ist Gin£ (+ )) + Cos 2 (7 )=1+y2, und also 
&(F) = legt -F 2 
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Man findet aber noch leichter den Werth von $ (2) , wenn man in einer 


von den beiden ersten Formeln des $. 65. für das da vorkommende v 
setzt den Werth v —;. 

Setzt man in der vorigen Formel —z für z, so hat man eine Reihe, 
welche von der vorigen subtrahirt wird, und dann giebt: 


(i3) 
— e(Z —2)?- 22 (s4-3.5; 457.5 -- 2763.2; 4-330737. 25 + ete.). 
Ahnliche und e Theil noch einfachere Formeln findet man, wenn 
ke $ oder k= —— gesetzt wird. 


he n man ky —1 für k und zY —1 für z, so | gelangt 
man noch zu einer Reihe fur wur Setzt man nemlich: 


U = S(—1) (a) Sle)” cond. (« 4-Q — r7), - 
T CCS (x) ). Cink cond. "un 


so hat man | 
L c peines LE d 

Be IS ERIC ei Ü.z dU. + 0.2 U. — etc, 
In beiden Reihen folgen auf zwei Glieder mit den Vorzeichen Minus je- 
desmal zwei Glieder mit den Vorzeichen Plus und umgekehrt, 

6. 70. 

Noch reicher an Folgerungen ist die Entwickelung von tang (k-- v) 

in eine nach Potenzen von z fortgehende Reihe, Setzt man nemlich: 
z= tang k, 


und bezeichnet man die Wien mr nue tit wie folgt : M tu 


a n e 
und allgemein z = : ot so hat man ene icm cos k^, und man über- 
sieht ab Raupe bald, dafs der Ausdruck für z folgende Form haben köme: 


QE Eu c (—1Y Q(r, Q). eam cond. (« 4- à =r). 
Differentürt man ihn, so erhült man: 


z = S(—1).2a.qQ(r, 2). cos HU), sink — cond.(« 4- B zr). 
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Wird noch einmal differentiirt, so erhält man: 


er+1 | 

z = S(—1) 2a(2a--1). Q(r,Q). cos k- Cet) 4 S(— 1420), @ (r,ß).cosk** 
mit der beiden Haupttheilen gemeinsehaftlichen Bedingungsgleichung « + à 
—r. Man kann aber diesen Ausdruck wieder unter die Form: 


acp iS (— 1)^ Q (r + 1, B). cos k^? cond, (GB esI E 1) 
bringen und erhält also die Recursionsformel: 

Q(r-- 1, r--1—m) = (2m—1) 9m—2). 9 (ry rm) + (2m)*. 9 (rs r—m). 
Setzt man aber (277— 1)’. 277*",0 (r, r — m) für Q(r,r—m), so geht die 
. Reeursionsformel dadurch über in: 

Q(r--1, r + Im) = O(r,r-+1—m) + m. Q(r, r—m) 


und nach ihr können dann die unbekannten Vorzahlen im Ausdrucke: 


Tess. 2. (2a—1).p{r, 0). (L5. cond. (2 +B =r) 
berechnet werden; Aber man erkennt auch aus ihr, dafs der Coéfficient 
Q(r, r—m) eine aus den Quadraten der ersten Zahlen der natürlichen Zah- 
lenreihe bei unbedingter Wiederholbarkeit der Elemente gebildete Combi- 
nationsclasse ist. Nimmt man nemlich die Scale: 

inus Ivo wv. 1m, 
welche aus 7 Elementen besteht, so erhellet auf ähnliche Arta wie im 
$. 67., dafs allgemein: R 
@(r,r—m) = € 


(m) 
sei, und man hat also nun: 


= S(—1^ 29. Qa— 1). é.( Ew 


cond. (« -]- Q =r). 

"o sink. S (— 1). 2*5, —" s 
In beiden Ausdrücken darf aber auch noch sogleich «+1 für « gesetzt. 
werden, weil das Glied für ß=r oder «= 0 selbst Null ist. 


§ 71. 
Gestützt auf diese beiden zur independenten Bestimmung dienenden 


Formeln hat man nun in Tene des E UR Satzes : 
3 4 4 
tang(k+ v) = 242,2 : Fd ee E Adige "31 veep TI + etc. 
Setzt man zunächst k — 0, so ist sink — 0 und cosk — 1; es fal- 


d 1 2 3 e, @ LJ * 
len also von den Grófsen z, z, z, +, etc. alle diejenigen weg, welche eine 
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gerade Zeigezahl tragen, weil sie den Factor sink enthalten. Setzt man 


iter allgemein: u 
weiter à 5 woz fir k = 0; 


so findet man fiir tang v de nach Potenzen von v fortgehende Keihe: 


2 7 
tangv = v + w 2, tw. Lw WU. + PRES + etc, 
welche mit der im $. #4. für tanga gefundenen zusammenfällt; es haben 
auch die Coéfficienten W, W, ww, w etc. dieselbe Bedeutung, wie im $. 43. 
und $.44. Jetzt haben wir aber für die independente Berechnung dieser 
Coëfficienten die allgemeine Formel: 


= S(—41Y.4^. (25 +1). [4 cond. (« 4- 6 =r). 


Da nun aber (2Q¢--1)’ immer durch on id in der Regel noch durch eine 
hóhere Potenz von 2 theilbar ist, so ist also das allgemeine Glied durch 
Pte — 2?r-* oder eine noch höhere Potenz von 2 theilbar; daher ist über- 


haupt w immer theilbar durch 7”, aber in der Regel selbst durch eine Po- 
tenz von 2, deren Exponent entweder —27 ong doch nur wenig < 27 ist. 


Die Berechnung der Werthe von 6 für eine gegebene Summe 
(a+ 
(i+a+P=r+41) gelingt sehr einfach, iom man die Quadrate der 


ersten ganzen Zahlen bis zur Zahl r? in eine Horizontalreihe nach fallen- 
der Grölse, etwa von der Linken zur Rechten stellt, und ihre allmäligen 
Summen von der Rechten zur Linken nimmt; diese sind dann schon Combi- 
nationsclassen des ersten Grades; unter sie werden von der Rechten zur Lin- 
ken die Quadratzahlen Glied unter Glied gestellt; die über einander stehenden 
Zahlen werden multiplicirt, und die Producte wieder allmälig von der Rechten 
zur Linken addirt; die Summen sind die Combinationsclassen des zweiten 
Grades; so führt man überhaupt fort nach folgendem Rechnungs - Schema: 
JALwgBet. Pest 28 16 9 4 1 
Combinations- Classen Ísten Grades 55) 30) 14) 9) 1) Summen. 
16 9 + 1 Elemente. 
480 126 20 1  Producte. 
Classen 2ten Grades . PA OME OE SEY S 2 Summen. 


Elemente. 
3 A 1  Producte. 


—— 


Classen 3ten Grades . . . . 1408) 85) 1) Summen. 
4 1 


Elemente. 

^0 ^ i "Pio 

Classen 4ten Grades . . . . . . . 431) 1) Summen, 
1 Element. 


Classe ten Grades ^. V. V. ee EET 
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Hiernach sind die folgenden Zahlen berechnet worden: 


a+8+1=1 | o+f+1=10 


B ++ = 8 |a £2-1— 7 |o - 84-1 — 6| a- 84-1 — 9 Jap f -1 — 4| 44-1 —3|o-F 5 F1— 2 
E rz510'|rzcg9|ir-S8|lre7|irzeo|rzó5|rzt4|rzs83|re2|r = 1 fr=0 
B=0 1 1 EEUU N 1 1 1 1 1 1 1 
nci: 385 285 204| . 140 91 59 30 14 5 1 
— 48279|  28194| 12138|  5278| 2002 627 | 147 21 1 
8-3 2458676) 846260, 251498| 61490) 11440 | 1408 CHAN ARS A à 
P+ || 52253971|10787231|1733303 196053| 13013 341 1 | 
£=5 || 434928221|4658790513255330| 118482| 1365 1 
b==6 1121785470415315707911071799| 5461 1 à 
B7 || 860181300| 9668036|* 21845| - 1 
8-8 | 87099705| 87381} 4 
— 349525 1 | 
2210 1 


So hat man z. B. für pua die fdigenden Zahlen: 
w = 4°, 71—41,5.14+4,3,21—4°,17,1 = 5040 — 6720 
| ^ 4-2016— 64 
Summe = + 7056 —6784 — + 272. 
Also findet man w = 272, wie im §. 43, 

Zusatz. Das so eben gezeigte mechanische Rechnungsverfahren 
kann auch bei der Ermittelung der Werthe der Combinationsclassen, welche 
in den Formeln des $. 68. und §. 69. vorkommen, und welche aus den 
Elementen einer anderen Scale gebildet werden miissen, angewandt werden. 

62772, 
Der besondere Fall, wo k — ne —, verdient ebenfalls eme besondere 


Beachtung. Setzt man nun noch $3 für v, so erhält mau: 
operi 


tang} (2 a) = Su. rw 
gesetzt, allgemein: 


u —(1).z eet Ao 7 und 

D — ys Vibe nre Me z | 

Da aber cos + sing = Vz A so hat man auf der Stelle: 
a mS T. cond. (a+ B — 7), 


ze sy é cond. (2 4- à —7). 


Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 4. Hft, 42 
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Da immer (24) und also auch (2«-1- 1)! durch 2° theilbar ist, so sind 
. also die Coéfficienten R und c » welche in diesen Ausdrücken 
vorkommen, ganze Zahlen. 


Um nun noch zu zeigen, dafs die Coéfficienten u und w mit den 
im §.42., $. 43. und an noch späteren Stellen eben so bezeichneten die- 
selben sind, dienen die beiden Formeln: 


tang (7 +2) + tangi (5 — )= N und 


tangz es La) — tang; (5— ) = 2tangz, 
durch deren Anwendung man findet: 


ati 
Qad-1)* | 
Es sind also sowohl zur independenten Berechnung der Coéfficienten u, 


Tox n 2, und Ginx = tang — Sw. 


COS © 


2 3 FA 3 1 2 3 " = 
u, u, etc., als auch der Coëfficienten w, w, w, etc. zwei allgemeine For- 
meln angegeben worden, welche, wie man sieht, ziemlich einfach sind. 


Vierzehnter Abschnitt. 


Geometrische Constructionen für die Beziehungen zwischen 
den Potenzial-Functionen, ihren Arcus und den 
vermittelnden Functionen. 


Die gleichseitige Hyperbel. 
$. 73. 

Wie die Beziehungen zwischen den cyklischen Functionen und 
ihren Arcus am Kreise nachgewiesen werden, ist so allgemein bekannt, 
dafs es unpassend wäre, hier davon zu handeln; nicht ganz so bekannt 
ist die geometrische Nachweisung der Beziehungen zwischen den hyper- 
bolischen Functionen an der gleichseitigen Hyperbel, von welcher diese 
Functionen den Namen hyperbolische erhalten. 

Es sei (Taf. IV. Fig. 2.) die Gerade 4B —a die Halbaxe der gleich- 
seitigen Hyperbel BM, und es seien die Coordinaten des Punctes M dieser 
Curve 4P — x und PM — y, so ist bekanntlich die Gleichung an die Curve: 

Mn VS EAN 
Wird nun die Fläche des Sectors 45/4 — c gesetzt, so bat man: 
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c = À APM — Fläche BPM = A — you, 
oder auch: 
Lo w~dy—youx 
o o — Xia re 
Wird aber die Gleichung an die Curve differentiirt, so hat man YdY=xÔx, 
also 0y = Ca. Daher findet man: 


pe a0 : m. otf tol Qvid 
g sr eem also auch © = 2) Va =)" 
Setzt man nun k = Arc (Cos =), so hat man umgekehrt: 
1l. ek — 


und man findet 


i à dx 
y-9 "e- 


Es ist demnach do = 50k und also ¢ = d + const. Da nun für 


Ok = "y (nach §. 18.). 


x= a die Fläche g —0 werden mufs, und Go&k — 1, also 4 — 0 wird, 
so hat man const. —0, und es ist demnach: 


oO — Seh 


Construirt man also mit dem Halbmesser c einen Kreissector, dessen In- 
halt so grofs ist als der Inhalt des hyperbolischen Sectors c, so ist der 
Quotient, welchen man erhält, wenn man den Bogen des Kreissectors 
durch seinen Radius @ dividirt, der unbenannten Zahl % gleich, oder in 
anderen Worten: die unbenannte Zahl / ist dem Bogen des Kreissectors 
gleich, wenn der Radius « zur Einheit genommen wird. 

Der %rcus k wird also aus dem bekannten Inhalte des hyperbo- 
lischen Sectors eben so gefunden, wie wenn dieser Sector ein cyklischer 
wäre; denn wenn er ein cyklischer wäre von der Grilse c, so hätte man 


2 
ebenfalls ¢==—.k, wenn a der Halbmesser ist. 


2 
Aus der Gleichung Cosk = T T folgt nun aber leicht: 
kin Snk=2 = und 
p PM 


42* 
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$. 74. , 

Die so eben erhaltenen drei Gleichungen ae nun folgende 
einfache Construction: 

Man schneide von P aus ‘dich dem Scheitel B hin von der Ab- 
scisse ein Stück PD — 4B — a ab und ziehe die Gerade MD, so entsteht 
ein rechtwinkliges Dreieck DPM, worin der Winkel an D mit © bezeich- 
net werden mag. 

Da PM=y und PD — a ist, so findet man 

HD c= a ea P, 
Daher hat man 
cos Q = —, sin @ == 2 und tang® = 2. 
Jede dieser Gleichungen führt zusammengehalten mit den Gleichungen (3.) 
des $. 73. zu einer. den Zusammenhang zwischen den %rcus k und Q aus- 
drückenden neuen Gleichung, nemlich: . 
Q — ik, oder umgekehrt: k= LQ. 
Wird der im hyperbolischen Sector befindliche Winkel BAM — 4, 


gesetzt, so hat man tang p=, und da die trigonometrische Tangente 
des Winkels, welchen die Berührungslinie der Curve für den Punct M mit 
der Abscissenlinie bildet — oe und also = a ist, so folgt, dafs dieser 


Winkel den Winkel ~ zu einem rechten Winkel ergänzt. Hierauf kann 
eine bequeme Construction der Tangente gegründet werden. 


Aus den beiden RAS gen sin? = 2. und tang p= = ~ folgt ferner : 


sind” = tansy = BA 


Also ist P= 17 Ts oder k= QW), also auch £0 = RCD dia i 


also Q —/ Gray), oder umgekehrt YW = 3/(2%9), auf ähnliche Art wie - 
im Zusatze zu $. 40. Eine ausführlichere Behandlung der gleichseitigen 
Hyperbel kann hier offenbar der Zweck nicht sein. . 


Die Kettenlinie. 


11623 25; 

Es seien (Fig. 3.) die Geraden 4P-—z und PM = y die Coordi- 
naten (für den Anfangspunct 4) eines Punctes M einer Curve ; deren 
Gleichung ist : x 

y = a.Go8 z* 
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Die Grófse a heifse der Parameter der Curve. Man hat für x= 0 
offenbar y == a, und es ist also 47 =a oder der Parameter. Der Punct 
F heifse der Scheitel der Curve. Setzt man nemlich — x für x, so bleibt 
y unverändert, und es theilt algo der Punct 7 die Curve in zwei con- 
gruente Arme; die Gerade 4/7 ist demnach eine Axe der Curve. . Wenn 
x größer wird, so wird auch y grölser und es ist y immer positiv. Da- 
her liegt die Curve ganz auf einer Seite der Abscissenlinie P4p und ent- 
fernt sich immer mehr von ihr. Später wird gezeigt werden, dafs die 
Curve die sonst sogenannte Kettenlinie ist. 


Differentiirt man die Gleichung an die Curve, so erhält man 


I — Gin =. Wird aber in M eine Tangente MT an die Curve gelegt, 


und der Winkel, welchen MT’ mit einer zur parallelen’ M m 


"bildet, = © gesetzt, so hat man auch tang — 22 x? und es ist also: 


tang? = Gin —. 


Setzt man also die tante Zahl — =k, so hat man tang Q = Eink, 


und also 
. Q— Ik, oder umgekehrt: k = $0 El x —a.k. 


Durch diese drei Gleichungen sind die Beziehungen zwischen Q, k und 
x ausgedrückt. Die Gleichung an die Curve ist auch y 2a. Co8k, und 
also auch: a 

‘ y TY cos p 
Wird der Bogen 7M — s gesetzt, so hat man 9s— y (02*--0y*), und 


man findet 8s = dx Gos; wird die Gleichung integrirt, so hat man: 


S c. Cin = a Gink = a.tang®, 


weil das Integral für » — 0 verschwinden muß. Wird diese Gleichung 
mit der zwischen x und y verbunden, so findet man: 
Pas. 
Es ist TR immer y>s und es nähern sich diese beiden Größen i ins Un- 
endliche dem Verhältnisse der Gleichheit. Wird die Gleichung s.cot® = @ 
mit der Gleichung y cos® — a verbunden, so hat man noch: 
y.sinQ = s. 
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$. 75. 

Wird vom Fufspuncte P der Ordinate PM auf die Taugente MP 
das Loth PS gefüllt, so entsteht das rechtwinklige Dreieck MPS, worin 
der Winkel MPS = Q ist. | 

Die beiden Katheten dieses Dreiécks findet man leicht: 

MS = s = Bogen VM und 
PS == a = dem Parameter 47, und also constant. 
Die Hypothenuse PM ist — y und also y?=a*-++s*, wie vorhin. 

Stellt also XSPL ein Lineal in der Form eines Rechtecks, dessen 
Breite PS = KL =a ist, vor, so kenn man die eine Seite dieses Lineals, 
das mit dem Puncte S sich anfänglich in 7 und mit dem Puncte P dann 
in A befindet, an der convexen Seite der Curve drehen oder abdrücken, 
und, die freigewordene Seite SM erscheint dann als von dem Bogen VM 
abgewickelt, mit dem sie gleich lang ist; die andere Ecke P des Lineals 
wird durch eine solche Bewegung genóthigt, eine gerade Linie 4P zu 
beschreiben. Es scheint, als ob diese auf die früheren einfachen Formeln 
gegründete Vorstellungsart der Abwickelung der Kettenlinie, wobei eine 
gerade Linie zu beschreiben der Punct P veranlafst wird, bisher nicht sei 
gekannt worden. Vielleicht liefse sich hieraus die Construction eines In- 
struments herleiten, mittelst dessen man umgekehrt statt der geraden Li- 
nie die Kettenlinie selbst beschreiben kónnte, so wie man andere Curven 
z. B. die Kegelschnitte beschreibt. Denn obgleich es interessant sein mag, 
zu wissen wie man sich der Kettenlinie als einer Leitlinie bedienen kónne, 


um eine gerade Linie zu beschreiben, so ist doch eine solche Art der Be- 
schreibung unntitz. 


§. 4 70. 
Wird die Fläche 47774 P — f gesetzt, so ist afey 0x0 dx. o8 7 = 
und also 
eor ER Gin ^ — = és, 


Daher ist die Fläche f—74. pour FM = PS.SM = dem Rechtecke 
PSMR. 


a 
Bezeichnet e den Krümmungs-Halbmesser, so ist e=— = 2e . 
Y 
2 Fes 
Aber 23 — 1. und 2 


EE FN BR — & fa) . 
0x — cog ' d = AUYX also hat man, wenn man nur die ab- 
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solute Grüfse des Kriimmungs-Halbmessers mit e bezeichnet: 
a 

$ Was COE 

Es ist sonst g negativ, welches bekanntlich anzeigt, dafs die Curve gegen 

die Abscissenlinie convex ist. Man findet aber auch 


e = T I—m TÉ. 

Für den Punct 7 ist also der Krümmungs - Halbmesser = a = dem 
Parameter 47. Wird die Normale MR bis zum Einschnitte JY in die Li- 
nie AV verlängert, so ist bekanntlich: 

PM*— MR.MN, oder y^ —a. MN und also MY — 75, 
oder einfacher: e = MN. | 


Wird also MN über M hinaus verlängert, und die Verlängerung MO—HMN 
genommen, so ist MO der Krümmungs-Halbmesser auch der Lage nach, 
und es ist O der Mittelpunct des Krümmungskreises; seine Coordinaten 
sind AQ und QO, und man findet leicht: — — 

AQ = PN— AP und (0 = 2.PM. 

Man mufs, wenn man auf die Einfachheit der diese Curve betref- 
fenden Beziehungen sieht, gestehen, dafs sie zu den interessantesten Cur- 
ven gehürt, welche die analytische Geometrie bisher als solche ausge- 
zeichnet hat. 

Sia Tir : 

Nach diesen rein Regreiriseneng Betrachtungen der mit der Glei- 
(& "pe*) s) 


chung y —a. Cos = — oder auch y = e :—— zusammengehörenden Ce 


fehlt noch der sas , dafs diese Curve re Kettenlinie sei, welche Be- 
nennung sie ihrer statischen Eigenschaft verdankt. 

Ein gleichmäfsig dicker und schwerer Faden, welcher vollkommen 
biegsam ist, formt sich nemlich, wenn seine beiden Enden festgehalten 
werden, zu einer solchen Curve jedesmal, nur dafs ihr Parameter nicht 
immer. derselbe ist. Diejenigen, welche über die Kettenlinie geschrieben 
haben, scheinen es nicht gekannt zu haben, dafs man die Gleichung an 


v. My wy b . " ° 
dieselbe unter die einfache Form y = a Go — bringen kónne, wenigstens 


ist in keinem der statischen Lehrbücher, welche dem Verfasser zu Ge- 
sichte kamen, die Gleichung an die Kettenlinie unter diese einfache Form 
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gebracht worden. Umgekehrt hat man die zu dieser Gleichung gehörige 
Curve untersucht, ohne dabei anzugeben, dafs diese Curve die Kettenlinie 
sei. Man findet z. B. im zweiten Theile des Traité du calcul différentiel 
et du calcul integral (No. 684. pag. 459.) eine, wenn auch nur gedrüngte 
Darstellung der Eigenschaften dieser Curve, ohne die Angabe, dafs sie die 
— Kettenlinie sei; dafür ist die historische Bemerkung hinzugefügt worden, 
dafs dieselbe Curve von Herrn Schubert (ova acta Acad, Petropol. 
T. IX. pag. 178.) untersucht worden sei. Aber die Ansicht dieser Ab- 
handlung stand mir nicht zu Gebote. Sollte aber auch in dieser Abhand- 
lung die fragliche Behauptung ausgesprochen und nachgewiesen worden 
sein, so würde doch ein solcher Beweis nicht in Vieler Hünden sein. Wir 
glauben daher auf ein allgemeiner verbreitetes Werk verweisen zu dürfen, 
welches jüngst auch ins Deutsche übersetzt worden ist: Lehrbuch der 
Mechanik von S. D. Poisson, aus dem Franz. übers. von Dr. J. 
C, Eduard Schmidt, Stuttgart und Tübingen bei Cotta 1825. 

Im ersten Theile dieser Übersetzung (No. 142. pag. 155. u. ff.) ist 
für die Kettenlinie als Differential - Gleichung angegeben worden: 

A,sinc.dx — A,cosc.0y = h.s.0x, | 
Beziehen wir diese Gleichung auf unsere Fig. 3., so ist n’B=x, BC=y 
und Bogen m'C — s. Wir hingegen wollen 4D — x, DC — y und Bogen 
VC =o setzen. Setzen wir dann noch die constante Länge des Bogens - 
V m'— 1, so ist $5 — /—c. Wollen wir diese Abänderung in die Gleichung 
einführen, so müssen wir aufserdem noch —0x für dx und —0y für 
dy setzen, wodurch wir erhalten: 
— Asinc.0x + Acosc.dy = —h(l—o)ex, 
oder auch hl—Asine |, d cose Or 
h hoc 

Setzen wir weiter zur Abkürzung: 
A cos c une Bi hl— Asinc 


= 6; 


o= 


h kA ? 


s0 haben wir die einfachere Gleichung Q T: a. 3 — ç, welche noch ein- 
mal differentürt giebt: y Qc 
QU e — a 
ox? 0x” 
Um nun & Her Gleichung bloß zwischen x und y zu gelangen, setzen 
wir v= 92 » 80 ist Os= y (0x ii: und also. 


OX = te 


ver 
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Die Integration nach '$. 18. giebt auf der Stelle: 
a. Mic(Gin = v) = x + const., 
oder umgekehrt; . (& + const. Oy 
D Qa 
Da nun für 2» 0, d. h. im Puncte Y auch z-—0 sein mufs, so hat 


— U 


man const. — O0 und also: 
oy = 
Für x =0 muls man y = 4V erhalten, und es ist also 4V = 2 + const., 


veo : Xe 
weswegen ne a Cos = Le rites! 


. M 
oder y = a Cos — + const. 


Bei der zu Anfang der Rechnung vorgenommenen Coordinatenveriinde- 
rung wurde die Länge von 47 unbestimmt gelassen; jetzt können wir 
AV so bestimmen, dafs die Gleichung am einfachsten wird, welches der 
FaH ist, wenn 47 — « genommen wird Die Gleichung an die Ketten- 
linie ist dann, wie behauptet wurde: 


y =» Gos =, 


und die Grüfse « ist ihr Parameter, welcher früher mit a bezeichnet wurde. 
Zusatz, Herr Poisson gelangt durch eine ziemlich weitläufige 
Rechnung zu der Pi a MUS 


DRE € (1— 3(4—sine).e* — 141 +sinc).e”*], 


worin $= > ist, und welche man nicht ohne Mühe in die unsrige 
potiore: umrechnen wird, 
$. 78. 

Zum Ausdrucke der Spannung 7'an der Stelle C der Curve giebt 

Poisson ferner die Formel: 
T —y(]—2Ahs.sinc + As). 

Setzen wir in derselben für s den Werth /— c, so erhält man leicht: 

P= +h P—2Ahsine + 2h(Asine—Al).¢ + À s. 
ie ist aber got Btn ER EN gee ae eho also 
hat man m (gh +. B*—2Bo te) = A. [(0— 2) +e’). 
Da nim nach $. 77. ferner c — B =a. Gin —- ist, so finden wir 

T = h.x.Go8 7. oder T= A.DC. 
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Wird das Gewicht des Bogens VC = p gesetzt,.so hat man p= 4.6, 
und also 4 — p für co =1. 

Der Ausdruck 7'— 4. DC, auf welchen die Formel des Herrn P ois- 
son von uns ist zusammengezogen worden, giebt nun zu erkeunen, dafs 
die Spannungen an den verschiedenen Stellen der Curve den 
Perpendikeln proportional sind, welche man von ihnen auf 
die Abscissenlinie Pp füllt. Auch aus diesem Grunde ist die Linie Pp 
in Beziehung auf die Kettenlinie eine Linie von bemerkenswerther Lage. 


Sg. 

* Fur die Brückenbaukunst ist die Frage von einiger Wichtigkeit, wie 
eine Kettenlinie construirt werden kónne, welche durch zwei gegebene 
Puncte geht, die vom Scheitel der Curve einen gleichen gegebenen Ab- 
stand haben, oder was meist auf dasselbe hinausläuft, wie eine Brücke, 
welche die nach statischex Lehren vollkommenste Form haben soll, con- 
struirt werden könne, wenn die Breite des. Flusses. und die Höhe des Ge- 
wölbes gegeben sind.  — 

Es sei die Breite des Flusses 7/77 — 25 und die Höhe des Ge- 
wülbes VI = &. 

Wäre der Parameter @ der Curve oder der Winkel 77247'— @ be- 
kannt, so wäre die Aufgabe der Construction so gut als gelöset; diese 
beiden Grôfsen müssen also vor allen gefunden werden, und dazu dient 


die: Gleichung: a a er 
" ; a 


Setzen wir wieder 2 =k und den Quotienten x = tw, so ist w bekannt, 
. so . h k k . . . 
und die Division giebt — — —, also A — die Gleichung geht hier- 
durch über in: 
a + a — a@.@osk, oder einfacher: 1 + = — Gosh, 


Man hat also auch — = Gosk—1=2Ginik’, und endlich: 


1 4 zo S EROR 

2 2 one | 
Aus dieser Formel mufs der Werth von & gefunden werden, welches mög- 
lich sein mufs, weil z= x bekannt ist. Wenn k gefunden ist, so hat 


man auf der Stelle: 


‘2, O=/E und Ge. 
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Es hält nicht schwer, X in eine nach Potenzen von z» fortgehende 
Reihe zu entwickeln, aber die Rechnung gelingt ohnedies in der Regel un- 
gleich schneller auf andere Art. Man thut aber wohl, schon jetzt cykli- 
sche Functionen statt der hyperbolischen in die Formel einzuführen. Setzt 
man nemlich £@ für k, so ist 
Co 4 = T. und: | Cog k —1 = eu — 9 in. 
Man hat also auch: 


SP à 
MIEL der D dise 


und aus dieser Gleichung soll eigentlich unmittelbar der Winkel Q gefun- 
den werden. Dieses Geschäft wird sehr erleichtert durch eine kleine 
Hülfstabelle, worin für die aufeinander folgenden, um einen Grad zuneh- 
menden Werthe des Winkels Q die zugehörigen Werthe von w oder von 
logw, wenn auch nur in fünf Decimalstellen angegeben sind, weil man 
dadurch in den Stand gesetzt wird, rückwärts aus der bekannten Grifse 
von w den zugehörigen Werth von @ bis auf einen Grad genau und auch 
noch genauer zu bestimmen. Ist der Winkel Q bis dahin bekannt, so 
wird man ihn bald durch eine oder ein paar Proberechnungen selbst bis 
auf eine Minute genau finden. Trigonometrische Tafeln mit 5 Decimal- 
ziffern reichen zu diesen Proberechnungen hin. 


$. 80. 


Hat man den Winkel © schon bis auf eine Minute genau gefunden, 
so sei © à^ der verbesserte Werth von Q, und man hat genau: 
log w = log cos(Q + 0^) + log£(9 + 0’) — 2 log sin(4 ® + 19^) — log 2. 
Ferner sei M 
logw = log cos ® + log? ¢ — 2 log sin 2 0 — log 2. 
Setzt man nun: 3 
1. logw—logw = f, 
| so hat man offenbar: 
à = [log cos (9 +3) — log cos] + [log 9 (D +0) — loge €) 
— 2 [log sin(1 9 4-29") — log sin Q].- 
Setzt man nun weiter: 
log cos(® + 1") = log cos — A log cos Q, 
log £ (941) = log € 9 +Alog LE, 
log sin (394-1) = log sinz9 + A log sin 5 9, 
so ist: 


43 * 
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log cos (® + 0") — log cosQ = — 0. A log cos ®, 
log © (D + 0") — log £0 = dae Ing ap. 
log sin (4 ® + 70) — log sin 30 = 5 Alogsinz 0, 
und man findet nun leicht: 
D ‘ 


Alog 8g — Alog cos p — A log sing 9 
Die Differenzen AlogcosQ und A log sin$@ sind in den trigonometri- 
schen Tafeln selbst angemerkt, hingegen ist die Differenz Alog £® noch 
zu ermitteln, und is dient die Formel: 
o eee o 
Alog$Q = log € (o =: To xi iL 
wenn man die alte Winkel-Eintheilung gebraucht; fo Anwendung der 
neuen Winkel-Eintheilung mufs diese Formel statt des Nenners 60 den 


Nenner 100 erhalten. Will man die Tabelle für die Werthe von 8% nicht 
gebrauchen, so findet man auch: 


log log tang (= +59+:. 1^ — log log tang (= +; 9) 


SIT DE 60 oder 100 , 
und alle in dieser Formel vorkommende Logarithmen sind briggisebe. 
amet ie 


Um die so eben beschriebene Rechnungsweise durch ein Beispiel 
zu erläutern, sei 2 — 100 und ^ — 79. Ferner habe man den Winkel Q 
‚schon bis auf eine Sexagesimal- Minute gefunden: ® = 61°40’, also 


>= 30°35, 45°-+- + — 75° 39° Daraus findet man nach der Formel: 
iog w = log cos — 2 log sin 1 Q + log log tang (45° 4- +) + 0,0611857, 


log tang (4594 £)— 0,589 9546 
Also | 
log logtang(45°+ £)=0,7708186— 1 logtang (45°44 £ +30”) = 0,590 2166 
Dazu logcosp . . =9,683 2843—10 


Summe . . . 0464102010 lo&logtang (45°42 +30”) —0,771 0114—1 
2logsinip . . . 9,4130788—10 7 2 MN 
[PP a gr 0.041082 AL log log tang (45°+ x ) = 0,770 8186 —1 
Dazu... 7 40,7. 000011857 Rest, Jos aca eee pas ds 1928 
log w = 0,102 2098 
log 5 — .... 2,000 0000 Also Alog 2q == 2328 = 32,13 
log À = reer re 1,897 6271 ep NE log cos (p > — 38,2 
log = 0,102 3729 —Alogsinig= — 35,7 
logw== 0,102 2098 Alog $9 =+ 32,13 


e IO 32,13 — 73,9 — —41,77 
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Also = — — 39".... 
C= "OL 10 ^0 
Der verbesserte Werth von @ ist = 61° 9/21”, 
Genauer noch findet man den unbekannten Winke! durch die folgende 
zweite Correction, 
Nun ist 


Q = 61° 9 20" (gesetzt), 2 = 30° 34^ 40" und 45°42 = 75° 34' 40" 
log tang (a5°+ 1) —0,589 7800 log tang (45*4 2 457) —0,589 8236,5 


log log tang (45° + 1) =9,7706900—10 Toglogtäng(45°+ 74 5") = 9,770 7022 —10 


Dazu logcosp . . ==9,683 4373—10 JE, A ABS SEE Ne E 
TR PE 0811857 log log tang (45 + £) eat ane mer 
ea 000510810010 Rest, VTL eee ORR 
2logsinig . : . 9,4129364—10 Also Alogfp = 32,2 
Dr oe due ED. 028766 y um , " 
log: . «. . . . 0,023729 Rss Eripe code nr im es 
a DT Summe . . . zz32,2— 73,92 —44,7 
und =; = 0" 887. 


Daher hat man Q = 61° 9' 20,89, und dieser Werth ist denn sehr genau. 
Will man ibn nun noch genauer haben, so mufs man trigonometrische : 
Tafeln mit mehr als sieben Decimalziffern in Anwendung bringen, 


Zusatz, Die Formel w en kann auch auf folgende Art 


benutzt werden. Setzt man Cinik-tang/ik und k=%0, so hat man . 
und also lego =logt9 — tog tang (520) —log2. 
$. 82. 
Nachdem nun der Winkel Q genau genug gefunden ist, kann man 
den Parameter a auf doppelte Art finden nach den Formeln: 
a— quib wd =; 
Dann hat man a +h=y=PM. Die Länge des Bogens 7/4 — s wird 
berechnet nach den Formeln: | 
$6 — y.sinQ und s = a.taugQ. 
Hierauf findet man die Länge des Krümmungshalbmessers p für den Punct M 
nach den Formeln: 


: SEEN 
nemlich W= see ito) (lang 128 gp 


a 


p und == a 
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Dann kennt man aber die Hauptbestimmungen der Construction der Curve. 
Wird das im $. 81. vorkommende Beispiel durchgeführt, so hat man: 


p=61920/,89; $.—30 3410,44, 454 $= 75 39 40^, 44, 


2 
log À — 1,897 6271 —» logsiniQ = 9,706 4698— 10 
log cos Q = 9,683 4339 Also: log sin} Q* = 9,412 9396 — 10 
1,5810610 — - log2  — 0,301 0100000 
— 9,713 9696 Summe ... + 9,713 9696 — 10 


—— loge = 1,867 0914 | 
Um log a auf die zweite Art zu berechnen, hat man $0 = log tang (45°+ 1). 
Aber 


log tang (45^ -- 2) = 0,589 7838 
Also log log tang (45°-+-£) = 9,770 6928 — 10 
log— = 0,362 2157 


log2£@ = 0,132 9085 
logs == 2,000 0000 


Also loge = 1,867 0915 (wie vorhin). 
Daher hat man: : | 
qu 19080? log y — 2,183 6576 log a — 1,867 0915 
h = 79,0000  logsin®—9,942 4717 — logcos(Q* — 9,366 8678— 10 
y = 152,6362 log s = 2,126 1293 loge — 2,500 2237 
| und s = 133,6993 e = 316,3907 
Man findet auch logs und loge, wie folgt: 
log a = 1,867 0914 log y* = 4,367 3152 
log tang ® = 0,259 0379 log a = 1,867 0915 
logs — 2,126 1293 loge == 2,500 2237, 


Will man die Construction der Curve vollenden, so wird man zwi- 
schen den Grenzen Q — O0 und @= 61° 9/20”,89 für gleiche Zunahmen 
des Winkels Q, welche nicht sehr klein zu sein brauchen, die zugehöri- 
gen Werthe der Grölsen x, y, s, e nach den Formeln des $. 74. und $. 76. 
berechnen. Sind auf diese Weise mehrere einzelne Puncte der Curve fest- 
gelegt, so wird man durch sie eine anproximirende Curve legen, welches 
nun um so leichter ist, weil man die Grüfsen der Krümmungshalbmesser 
und die Lage der Mittelpuncte der Krümmungskreise kennt, Mit einem 
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solchen Halbmesser braucht man nur aus dem zugehörigen Mittelpuncte 
allemal zwischen den willkürlich gewählten Grenzen der Theile der Curve 
einen Kreisbogen zu beschreiben, so wird dieser, sinnlich betrachtet, mit 
dem entsprechenden Theile der Curve einerlei sein, oder doch der Unter- 
schied sehr gering, und zwar desto geringer sein, je grófser die Anzahl 
der festgelegten Puncte der Curve ist, und so wird sich überhaupt die aus 
Kreisbogen zusammengesetzte Linie von der Kettenlinie hinlänglich wenig 
unterscheiden. : 

Zusatz. Einfacher wird die im $. 79. vorgelegte Aufgabe, wenn 
die Breite Mn — 25 und als Höhe die Linie 4/7 — } gegeben sind. 
Man hat dann zur Bestimmung von ® die Gleichung: 


T: = cos®.L®, 


und wie vorhin: 
1 


Die Longitudinale. 
$. 82. 

Wenn zwei Zahlen Q und kA in solcher Beziehung zu einander 
stehen, dafs Q — /k oder umgekehrt k = £Q ist, so ist bekanntlich 
immer k 7 Q. Werden daher die Abscisse x und der zugehörige Bogen 5 
mit einer constanten Länge @ verglichen, welche der Parmeter’ heifsen 


mas, so ist auch — >—, wenn für x =O auch s — 0 sein soll. Man 
o? a a? 


kann daher = k und = setzen, d.h. als Gleichung an die Curve 
a eae — = g= oder umgekehrt = E =, 

Die Curve mag die Longitudinale genannt werden. Die aufge- 
stellte Gleichung hat noch nicht die zur genaueren Kenntnifs der Curve 
erforderliche Gestalt, und es mufs aus ihr endlich eine Gleichung her- 
geleitet werden, welche den Zusammenhang unter zwei rechtwinkligen 
Coordinaten eines unbestimmten Punctes der Curve ausdrückt. Man diffe- 


—, Sind nun x und y 
Cos — 


die beiden Coordinaten eines Punctes der Curve, so ist bekanntlich auch 
Qs*— Ox*-]-Oy*, und man findet 


rentiire diese Gleichung, und man erhält 0x — 
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5 S S Co. 
Da aber Sin — = tang! — = tang — ist, so hat mans 
a a a 


, 


== tang-—- 
== tang—. 


Nun ist aber = auch gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels, 


welchen die Berührungslinie des Punctes M der Curve, dessen Coordina- 
ten x und y sind, mit der Abscissenlinie bildet,-und welcher durch 4 be- 
zeichnet sein mag; also hat man: 


tangy = tang — = tang®, 
oder einfacher po =. Schneidet man also auf der Periphe- 


rie eines Kreises, der mit dem Radius a beschrieben ist, 
einen Bogen ab, dessen Linge der Abscisse gleicht, so ist 
der diesem Bogen zugehórige Winkel am Mittelpuncte des 
Kreises dem Winkel % jedesmal gleich; daher sind auch die 
Werthe der auf einander folgenden Abscissen den zugehôri- 
gen Werthen des Winkels | proportional. 


6. 83, 
Und nun ist es leicht, von der Differentialgleichung ux I = zur Glei- 
chung an die Curye selbst aufzusteigen. Integrirt man nemlich so, dafs 


mit x —O auch y —O wird, so findet man: 


1 pa 
oder e * = cos 


y — a.log = cosQ. 


ME 


COS — 
a 


Diese Gleichung giebt nun zu erkennen, dafs zu gleich grofsen, aber ent- 
gegengesetzten Abscissen x auch gleich grofse, aber einstimmige Werthe 
der Ordinate y gehóren. ! 

Es stelle (Fig. 4.) die Linie C4D die Longitudinale vor, 4P= x 
und PM = y seien die beiden Coordinaten des Punctes M der Curve, so 
ist AP zugleich eine Tangente der Curve für ihren Scheitel 4; eine Tan- 
gente derselben für den Berührungspunct M sei MZ, so ist der Winkel 
MIP=~=G=-—, | 
Da ferner log = unmöglich ist, wenn 9 > > so kann die Ab- 


scisse x nie grölser genommen werden, als die Länge eines Quadranten 
vom Kreise beträgt, dessen Radius der Parameter der Curve a ist. Wird 
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die Abscisse so grofs genommen, als ein solcher Quadrant, und ist etwa 
AV=AYV = Te) so ist die Ordinate y zwar nicht unmüglich, aber 
unendlich grofs. Werden also in den Puncten 7 und 77 zwei Perpen- 
dikel VV und WO auf der Abscissenlinie errichtet, so sind sie Asympto- 
ten der Curve, die also mit ihren beiden congruenten Armen 4D und AC 
ganz zwischen den Parallelen 77V uud 77% O enthalten bleibt und sich 
ihnen ins Unendliche nähert. Schon daraus darf geschlossen werden, dafs 
die Krümmung der Curve im Scheitel 4 am grölsten ist und dafs dieselbe 
allmiilig geringer wird, je weiter man sich auf einem der Arme vom 
Scheitel 4 entfernt. Noch deutlicher tritt diese Kenntnifs hervor aus der 
Betrachtung des Ausdrucks für den Krümmungshalbmesser selbst, welcher 
für den Punct M mit e bezeichnet werde. Man findet leicht: 


6  cosp° 
f 
Der Krümmungshalbmesser für den Scheitel 4 ist also gleich dem Para- 
meter a. 


Die Gleichung y =a log cA führt endlich auch leieht zum Aus- 


COS 
drucke des Zusammenhanges zwischen y und s, Denn man hat 
i; 1 
ya log sg = a log Gosh, 
und da k= — ist, so hat man auf der Stelle: 
y = a logGos - 


Zusatz. Wollte man aus zwei gegebenen Coordinaten x und y 
die Longitudinale construiren, so müfste man zuerst die Grölse des Win- 
kels Q aus der Gleichung 


FAT, CUR: LATE 
y —logcosp 
zu ermitteln suchen, und hätte dann 
c y 
c= So — 
9 — log cos 
$. 84. " 


Will man die Ausdrücke für die Gröfsen x, y und s in Reihen 
entwickeln, so dafs eine solche Reihe auch nach Potenzen einer dieser 
Gröfsen fortschreitet, so fallen die meisten dieser Entwickelungen nicht 
schwer, weil früher umstündlich behandelte Reihen dabei sogleich in An- 
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wendung kommen. Will man aber die Grófsen æ und s in Reihen ent- 
wickeln, welche nach Potenzen von y fortschreiten, so kann bei diesen bei- 
den Aufgaben keine der früher behandelten Reihen in Anwendung kommen. 

Sieht man auf Fig. 4., worin MQ auf 4Q senkrecht oder zu AP 
parallel ist, und also 4QMP ein Rechteck vorstellt, so macht es eine Ver- 
wechselung der Coordinaten uothwendig, MO oder 4P als Function von 
AQ oder PM zu betrachten, und da kann die Aufrabe, MQ in eine nach 
Potenzen von 4Q fortgehende Reihe zu entwickeln, allerdings nicht zweck- 
los vorgelegt. werden. Setzen wir daher nun 4(- x, OM=y, und, 
wie vorhin, den Bogen AM — s, so haben wir: 


= x 

RTE arc (cose *) und s = a .Sic(Gog e e). 

Erwägt man nun, dafs die Entwickelung eines ?(rcué, dessen Cofinus 
gegeben ist, in eine Reihe, welche nach Potenzen des Gofinus fortschrei- 
tet, gar nicht gefunden werden kann, so begreift man, warum die beiden 
verlangten Entwickelungen einige Schwierigkeit haben, und es die Mühe 
belohnt, hier davon zu handeln. Da die beiden Aufgaben, analytisch ge- 
nommen, fast dieselben sind, so reicht es hin, die erste Aufgabe vollstän- 
dig aufzulósen, weil man die gefundenen Resultate leicht übertragen oder . 


für die zweite Aufgabe benutzen kann. Setzen wir zur Abkürzung 


2 Ó 4 « EJ se e . ee 
= m und differentürt man die erste Gleichung, so erhält man: 


2x 


west Dt 
Yee UC mm 1 . 
Die Aufgabe der Entwickelung ist also auf die in der That ein wenig ein- 


9x 
[4 xxx 5 NS i ev er 
fachere der Function (e o 1) zurückgeführt worden. 


$. 85. 

Mit der Entwickelung der Potenz (e*— 1)" in eine nach Potenzen 
von x fortgehende Reihe haben sich die Analysten viel beschäftigt, und 
es kommen bei ihr die sogenannten Bernoullischen Zahlen in Anwendung. 
Der vielfache Gebrauch dieser Entwickelung, z. B. bei der Herleitung des 
summatorischen Gliedes einer Reihe aus dem allgemeinen Gliede dersel- 
ben, rechtfertigt diese Aufmerksamkeit auf sie. Noch grôfsere Schwierig- 
keit hat aber die Entwickelung einer Potenz von e*— 1, wenn ihr Expo- 
nent eine gebrochene Zahl ist, wie im vorliegendem Falle. Überhaupt 
hängt die Entwickelung der Potenzen von e*— 1 in eine nach Potenzen 


von x fortgehende Reihe ab von der Kenntnifs der Vorzahlen, welche in 
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den Entwickelungen der (numerischen) Facultiten nach Potenzen ihres 
Grundfactors vorkommen. Wird nemlich in Anwendung der Bezeichnung 
der Facultiiten pee Vandermonde allgemein gesetzt: 
la, d] = a(a-—d)(a—24d)....(a—nd-]- d), 
Xs: (a 4- d) (a-]-2 d) (a ]-3 d)... .(a--nd)? 
so ist immer, der Exponent 2 mag eine positive oder negative ganze 
Zahl sein: : a 
[a, d] == 45 (—4)*. "f. a"-*,d", 
und die in dieser Reihe vorkommenden Vorzahlen oder die sogenannten 
Facultäten - Coéfficienten: | 
fi af, jj nie etc. 
sind gewisse Functionen des Exponenten 7, welche ein durch die leicht 
herzuleitende Formel: i - E 
"hf estf neg 


ausgedrücktes allpemeines Gesetz ihrer Bildung befolgen. Wird der Be- 
griff der Facultäten erweitert, auf ähnliche Art wie der Begriff der Po- 


tenzen, so sind auch solche Facultiiten [c, d] zulissig, deren Exponent 2 
ein positiver oder auch negativer Bruch ist, Dann müssen aber für die 
Facultüten- Coéfficienten Ausdrücke angegeben werden, welche gebraucht 
werden kinnen ohne Rücksicht darauf, was für eine Zahl der Exponent 
n der zugehörigen Facultät sei. Solche Ausdrücke sind die folgenden: 


f = "7 piis 
M s rl. (A — un), 
= r—1l. G LER, 
f= pol. Gs 2 $n" + ge? aite 


« "| 


e 
| 


—[n—1]. (3s — d nh + go tae), 
5? 


Se 
i 


LENIN D — gn + sy n° + d 5 n — gg n — 3.) 
ry | 


4 ie [n—1] (Gi. n/— yign-- 3% DH pres 15— 44g n — 74), 
VE 


44 * 
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Y=In—1 1-500 ran rs rer aga), 
g? | 
9 9 . 
Vis LE: ] Gi" sig +7: ton tra), 


tri. (roga — —réire + 3,7 8§_ sn — sors Hc: vut n 


921 
"Fin 4 re — 475 n — ru) 
j=[2-1]. (z mc Ci “sore TRE wee fum 
A MT Hp dde n MAP) 


Die Berechnung dieser Werthe hat keine Schwierigkeit, wenn sie in ge- 

hóriger Weise unternommen wird, und gründet sich auf eine Formel, 

welche im Anhange hergeleitet wird. Die Möglichkeit der Berechnung 

dieser Zahlen für jeden Werth von 7 vorausgesetzt, hat man immer: 
(&—1) = Sfx] fa, 

und man wird in dieser Ken nun == für x und — 7 für z setzen, wo- 

durch man erhält: 


r= (sx ie). Vs. 
Wird die Reihe ipit dx N, und darauf integrirt, so erhält man: 


= [£21 Gy-3 4d. ey e re 


und findet: 

kecroensu-i c 
eine Formel, nach welcher die unbekannten Vorzahlen k, k, E, etc. be- 
rechnet werden kónnen. 


Zusatz. Wenn die Differenz d unter den benachbarten Factoren 
einer Facultät = +1 ist, so kann sie der Kürze wegen in der Bezeichnung 
wegbleiben, und schon daran erkannt werden. Hiernach ist [a, 1] == [e]. 

$. 86, 

Man kann noch eine andere Formel zur independenten Berechnung 

der Coéfficienten k, k, k, etc. herleiten. Da nemlich die Werthe der 


Function nf, wenn 7 eine positive oder negative ganze Zahl ist, sich in 
Anwendung der Formel . É ae 
: "fo fne 


sehr einfach berechnen lassen und also als bekannt vorausgesetzt werden 
dürfen, so kann man die Werthe der Function "f, im Falle 7 keine ganze 
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Zahl ist, aus den vorhin genannten Werthen berechnen, und dazu dient 
die Formel: 


nR (n? —1*)(n23—9*)(52 —3?).... (n? —r? Ui | 
fe ER I ju (scopri. f. 1) (cond. «82, 


welche ebenfalls im Anhange wird hergeleitet werden. In Benutzung die- 
ser Formel findet man: 


Fuga S(~1) [27]. “+f. 13, —2] (come athe er) 
Be hat man z. B. fur 5 die ARE Zahlen: ' 
Ve ES LT e Eis cue a ence op RH 
3: 5. = 9, 11 


64552950 — 15717240 , 
727650 — 0 


k = 105466725 — 105460740 = + 5985. 


$. 87. 

Es bleibt nun für die Entwickelung von y iu eine nach VAS 
von æ fortgehende Reihe nichts mehr hinzuzufügen, als eine Recursions- 
formel herzuleiten, nach welcher man die Coéfficienten k, k, k etc. noch 
bequemer berechnen wird. Zu dem Ende bemerke man, daís, wenn die 
Potenz " À 

(SaxPt* = S$ A x"7+e9 
dem polynomischen Lehrsatze gemäfs gesetzt wird, unter den Coéfficienten 
der beiden Reihen die EE UA Beziehung: 


S(na-—Q)4 ja. — 0 (cond. kp cis) 
Statt findet. Von dieser werden wir hier Gebrauch machen. Setzen wir 
nemlich: G A 


N-—k 
ye (o opes (st= su ar. 


so haben wir ; 
gett 


n=—}; = TI Tuy und fete 1}, or SY ae 
Werden diese Werthe in der allgemeinen Recursionsformel substituirt, so 
erhält man nach einer geringen perder "ung: 


S(—1Y [2r]. 2", (2r—a). et (cond. «-+- Q — r). 
. Gr) 
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Wird das Glied À auf die eine Seite des Gleichheitszeichens allein ge- 
bracht, so hat man; | 


ko [2r—1]2. (Qr—1). k—[2r—1). 23, (0 p 22) he 


BEE AT ere. heey poo RN 
(Gy Hy 

Die ersten Specialfille dieser allgemeinen Formel sind die folgenden: 
j == k= EXT 

= 9 E ig 5 

usw. 
Das Rechnen nach diesen Formeln ist so bequem, Be es nur gewünscht 
werden kann, und man findet: 


oe 


k — + 1, 

k= — 15 = —3.5, 
= 9= 7.9, 
k=+ 5985 = +5.7 9. 19, 
jp == — 158895 = — 3.5. 11.107, 


u. B. W. 
Man hat demnach folgende Reihe: 


A Hi 2-5. OS Co 
— SE 2) rex) 


oder wenn man die Vorzahlen möglichst vereinfacht: 


rm +. UT |a iem gu) mex) 
— e). ]vs2. 


Diese Reihen können, wie schon gesagt, benutzt werden, um der Gleichung: 


x 


= Cos— 


gemäls, auch deu Bogen s in eine nach Potenzen von x fortgehende Réthe 
zu entwickeln. Man kann neralich diese Gleichung auch also Schreiben: 


e GS cos par ) 


2 
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und so sieht man, dafs man in den erhaltenen Reihen nur — = für = 
und s/—1 für y zu setzen hat. So erhält man denn auf der Stelle noch: 

1 i t 2 / 2M 4 5 
Fr (eee. (9) (Se (e) 
F 64 
ub Doe diti van). 
Das erste Glied in der für y gefundenen Reihe ist gegen die nachfolgen- 
den desto beträchtlicher, je kleiner die Abscisse 49 = x im Verhältnils 
zum Parameter a der Curve ist. Für geringe Werthe von x hat man also 
nüherungsweise y — y/(2«x), d.h. die Longitudinale hat in der Nähe ihres 
Scheitels nur eine geringe Abweichung von einer apollonischen Parabel, 
welche denselben Parameter mit ihr hat. 
$. 88.' 

Die Beziehung zwischen den durch die Gleichung k= £@ verbun- 
denen %rcug kann noch auf mehre andere Arten geometrisch construirt 
werden. 

Denkt man sich zwei von einem Puncte ausgehende Curven, welche 
auf denselben Anfangspunct der Coordinaten und auf dieselben Abscissen 
bezogen sind, so kann die eine eim Kreisbogen von der Länge a@ sein, 
wenn 4 den Radius desselben bezeichnet, während die Länge der anderen 
grófser als «® und namentlich — 24 — £4 ist; die Gleichung an diese 
- Curve mufs dann noch ermittelt werden. 

Der Halbkreis ABC (Fig. 5.) und die Curve FBE haben den Punct 
B gemein, D sei der Anfangspunct und DP= x sei die gemeinschaftliche 
Abscisse der zusammengehürigen Puncte M und JV; die Ordinaten seieu 
PM — z und PN — y; es wird eine Gleichung zwischen x und y gesucht. 
Da der Bogen BM— a ist, wenn der Halbmesser D4 = DB — DC =a 
und der Winkel BDM = @ ist, so soll also der Bogen BJV — a.$ Q sein. 
Wird er mit s bezeichnet, so hat man also: 

s—a.f® und 0s = y(óx 4-9?) 
Anfserdem hat man æ—asin® und z=0cosQ. Man findel ds — 
‘und hat also die Gleichung: 


ao p 


cos p 


> 


a? dg? 


— Oi, 
cos qp? 


à y* = 

Pub à 

Da weiter da — a cos@0@, so hat man Oy = ado V rss ose), 
oder auch: 
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Oy = àtang® 8 y (1 -+ cos $”), 
wenn man dx eliminirt. Eliminirt man aber Q und 99, so hat man: 
0% 
Qy = sg VO —- x). 
Setzt man also den Winkel, welchen die Berührungslinie V7’ der Curve 
BE im Puncte JV mit der Abscissenlinie juice , — V, so hat man 
2 x? L. 
tang p = ACC. Le tang®. Klare Spe ea) em V 1)- 
Vermöge dieser Gleichung lälst sich von den zwei Winkeln Q und % der 
eine aus dem anderen berechnen. Die Gleichung erscheint aber ungleich 
einfacher in der Gestalt: | 
cosQ* = cosi, oder sin® = sin£.y 2, 
und auf diese so einfache F ormeln kann man eine leichte geometrische 
Construction gründen, wodurch man aus dem Winkel Q den Winkel Y 
und umgekehrt findet. 
Setzt man y (e’?— x?) = z—acosQ, so hat man: 


QU ze d =) 


y = —V (a +2) + a. fec (Zang =a) + const. 
Da nun für z — 0 auch y — werden muls, so hat man: 


a= —y(2a^) + a %re(Zang = >) T const., 


Also 


und also: ! 
y—a ay 2— y (a+ z) — a Are (Tang =) + a Arc (Sang — vera)" 

Aber Are (Sang = = z- = e(z ) und z!-—a*— x’, also hat man 

y = a(1 fy 2)—y oa) — e$ (2) + etc (Sang =) À 
Führt man statt x wieder Q ein, so hat man V(2a°—2")— ay (2 — sin Q*) 
—ay(1-- cos Q*) 2— a y (1 + cosy) = a cos > Y 2, und also: 

Te rie Deere] 
T ym 


COS — 
Man hat auch y =a [1 + y2—2#(4) — Cotk + x] , und zur Bestimmung 
von k dient dann die Gleichung: 


Gin k = : k 
cos qp 
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Der Ausdruck verliert noch ein Glied, wenn man B — zx und 0N=y 
setzt. Man hat dann: | 
7t" 1 
es «|va— (2) ^ sink T e4], 
und der Winkel & wird berechnet nach der Gleichung: 
E " 1 , 


. 
cos 0 


tang k = 
Da nun aber 
V2? = 1,41421 35624 und 


(7) = 0,88137 35870 


also Y2—LF = 0,53283 99754 ist, 
so hat man 


y = @.0,53283 99754 + a (ek. — : ); 


sin k 
zur Bestimmung von k dient, wie vorhin, die Gleichung; 
1 

cos gp * 

Obgleich nun, wie man sieht, die Gleichung an die Curve sich in vieler- 
lei Formen darstellen läfst, so erlangt sie dennoch nie einen hohen Grad 
der Einfachheit; auch hat die Curve keine sehr interessante Eigenschaften; 
daher mag das über sie Gesagte binreichen. Der Ausdruck für den Krüm- 
mungshalbmesser gewinnt aber noch eine ziemliche Einfachheit; man findet: 

at V(2a— x?) — a V (1-1- cos.?) V2 


y 
— a—— — €——— ———À ge cus = a €os —. Ld 
4 a? — x? cos p? 2 cosy? - 


tang k = 


asink ach yer Wl | é : 
oder auch e = nr OU tangk — T gesetzt wird. 


Fünfzehnter Abschnitt. 


Umformung gegebener Ausdrücke in die Form €082 4- Gina; 
allgemeine Auflósung der cubischen Gleichungen. 


$. 89. 

Das Rechnen mit Ausdrücken von der Form Cosa + Gina ist be- 
sonders bequem, wenn Multiplication, Division, Potenziren und Wurzel- 
ausziehen die vorgeschriebenen Operationen sind, und es gründet sich auf 
die nachfolgenden vier allgemeinen Formeln: 

(Sosa+ Gin a) (Que & + Eind) = Evs(e + à) + Ein(a+ 2), 
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608 a + Gina | | : 
&sd+ emb = Cos (a — b) + Sin (a — b), 
(Sose 4- Cina) = Goo na + Sinne, 
Y (Go$ a + Gin o) = Cos— + Gin E 
Will man von den vier Rechnungsweisen Nutzen ziehen, so mufs man im 
Stande sein, jeden vorgelegten Ausdruck unter die Form Cosk+ Gink 
zu bringen. | 
Ist etwa IV eine mögliche Zahl, so setze man sogleich e* = JV, d.h. 
man suche den Exponenten k nach der Formel: 
| k = log, 
und hat dann auf der Stelle 
N = Goék + Gink, 
1 P 
xw > Go E — Sink. 


Man kónnte auch, wenn auch nicht immer ganz so einfach, den Expo- 
nenten k finden nach der Formel: 


T o. 

nmel, 0 
nach welcher man zunächst die Größe /% und hieraus dann k findet, in 
Anwendung der Tabelle der Longitudinalzahlen. Wenn +/k nicht zu 

. TT . . e . 
wenig von = verschieden. ist, so wird man nach dieser Formel noch 
schneller zum Ziele gelangen. 

‘Hat aber die Zahl IV die Form: 
N=P+Q0.v—i, 

P= e*cosQ und 9 = e',sin®, 
und hieraus findet man auf der Stelle: 


so setze man 


tang? = a . 


Ist der Winkel ® bereits gefunden, so findet man den Arcus oder Expo- 
nenten k nach der Formel: | 


2 | 
le = log (=) oder k = log i. 

Wollte man % früher als @ berechnen, so hätte man nach folgender For- 

mel zu rechnen: k = logy(P 2 Q^, 

deren Gebrauch nur dann vorzuziehen ist, wenn die Quadrate P* und (* 

sich bequem berechnen lassen. Sind aber die beiden Arcus k und ® ge- 
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funden, so e man auf der Stelle: 
= Cos(k+ P¥—1) + &in (c - 0 /— 1), 
A = Cos(k+PV—D— Gin (+ 0 y —1). 
Diese und ähnliche Sätze sind aber unter veründerter Beziehung allgemein 
bekannt, und es lohnt daher die Mühe nicht, dabei länger zu verweilen, 
| $. 90. 

Wichtige Dienste leisten die Potenzialfunctionen, und namentlich die 
hyperbolischen bei der p ss der cubischen Gleichungen von der Form: 
x = bar+e, 

. unter welche bekanntlich alle unreine cubische Gleichungen gebracht wer- 

den können. . Es seien die drei Wurzeln der Gleichung x, x‘, x", und 

also xz -]-x'/--x//—0. Nimmt man für eine derselben die folgende Form an: 
x == v.Go$4, 

um sie in der Gleichung x°=— bx + c zu substituiren, so ' erhält man 

vw. Gos Q? = bv €o$ Q-c, oder auch: 


Cup = — CoQ +, 
God Q? = 3 Cos Q + 1 60639 


ist, so erhült man durch Identificirung die beiden Gleichungen: 


= =} und 5 = 46:639, 


welche zur Findung der Werthe der beiden Grôfsen v und Q dienen; 
man hat nemlich: 
Bor Yılsh) An 60939 = — = ya D 
Setzt man also 3 — Kk, d.h. P=+, so M man: 
x —= y(#b).Sos;k,: 
a! = y (3). Got (3k $a V — 0), 
= Y(4b). Gos (5k - tv — D, 


wenn man den Arcus k berechnet nach der Formel: 
NC AU 
Go$ k = Vs" | 
Ist nemlich k ein nach dieser Formel bestimmter %rcus, so leisten dersel- 
ben auch die Arcus kk2m«,—1; kt4my—1; kt6m-vV—1, etc. ein 
Genüge. Man braucht aber nur die drei ersten Arcus k, EV 


und k+4ry—1, deren dritte Theile in den Formeln für x, x’, x" 
45 * 


und da auch: 
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vorkommen, zu nehmen, mb die übrigen Vicus zu keinen neuen Wer- 
‘then von x führen, 

Der Ausdruck für die Moe x’ Kifst sich aber noch einfacher dar- 
stellen, da +t $c y —1 -=3—m VL, und also Cos(Z +$rV— 1) 
= €os ee 1) ist. | 

Die drei aufgesteHten Formeln enthalten num die vollständige Auf- 
lösung der cubischen Gleiehungen unter allen Umständen, d. h. für alle 
"Werthe der Zahlen 5 und c. 

$. 9I. x 

Im Gebrauche der angegebenen Formeln müssen aber mehrere Fälle 
wohl unterschieden werden, welche aus den besonderen Beschaffenheiten 
und dem Verhältnisse der in der Gleichung: 

= ba +e 
vorkomnrenden gegebenen Größen 4 und c erkannt werden. 


1. Wenn 4 und c positiv sind und Cesk = zu pei ist. 


In diesem Falle ist Æ möglich und es gelten die vorhin gefundenen . 
* Formeln unmittelbar. Will man sie aber entwickeln, dann ist 


Coste try —1) = Cork. cos? + Cin k. sing a y^—1, 


oder auch, weil cos2z — — i und sinc z---2y3 ist: 
Go&($k $m y —1) = — 1 Go6 5k 1 Gin 3 k. / 3. / —1. 

Man: hat also: 

x= ($5.6 EE, 


a! c —V(3) Get J- v9. 6 14.1 — E + yb. Gin iD 
x= — VS) Cor. 6i 34.1 —E Ve. Sin. —1, 


und zur Bestimmung von E dient dann d Formel: 


Cosk = ed 7 
» 
Setzt man also £A für X, so hat man auch. die Formeln: 
je on Y (45) 
7 ees 1 (48K) 7 
; ? , x yo (X IN 
a = — py b.tang/(2$E) und cost = (EN, 


gC 


DT at sv. tang 7 (5 € K). 
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2. ien b positiv, aber c negativ ist, und auch die absolute Grölse 


Sosk = van 22 > 1 gefunden wird. 


Nun ist der %rcug k unmöglich, weil Cos% für ein mögliches k posi- 
tiv ist. Setzt man daher nun sogleich k+-7/—1 für k, so hat man, weil 
Sos(k+rY—1) — — Cosk ist, für die drei Wurzeln die Ausdrücke: 


= ¥($0). Cos ($k-+ ZV—1); 
= Y ($9). GG kdo m —1) = —Y ($5). Gos 5h, 
a= Y (80). C08 (Ek — o Y —1), 


wenn der ?(reu$ & nach der Formel Cos = 


v 0 
Die Ausdrücke für z// und æ können noch entwickelt werden, da 


&os Gi $Y—1)e + Gos 5k FiGinrk.y—3 ist, so hat man also 
xz (i) GE 0. Gin S. y —1 5 — 7 + y à. Cin 3k. Y, — 1, 

; vy 
x! = —V/(F). Cos +k, 
== V(l).Gs34— Rain yet ——$—yb.Ginik. ont 
und den %xcus & findet man nach der Formel 

ger voi 
| Que b = va" | . 
Will man zu eyklischen Functionen übergehen, so sind. die Ausdrücke: 
4 DN. 

VE) 
cosllQk 7 


DET ++ v5 tangi £ £k. y — f, für eosk = xus 


x! = 


qu — yb. tang / $$ k. y — 1, 


3. Wenn 5 negativ ist, so setze man Dein ktinf—t für k, 

denn es ist bekanntlich Gos (A +37 y — 1) 
x = ¥(— $b). GingZh, 

we == ——tryob.bsiky—, für Cink = 


=F ae , und man erhält dann: 


ol! — — p — Y — 5. bos tk. y —1, 


348 298. Gudermann , dheorie der Potenzial - Funciionen. 


Geht man zu cyklischen Functionen über, so hat man: 
4} : 
x = VE. tang! 3 €, 


vb pes ro 
"= 5 + nv b RU Wy 
a = SE Tee Ri 
NX $5. 893 M TE ek 2 


4, Wenn endlich zwar à positiv, aber Cosk = (Gy <+1 ist, 
| Vix 
dann setze man in sämmtlichen Formeln sogleich ky^—1 für k, und 
man erhält: 


x —=2y(zb).coszk, 
a! = ($0). cos(S +37) = À + 7b.singh, ~ 


x= ¥($b).cos($k—Fa) = — 5 — à. sin$k, ° 
und’ zur Bestimmung von k dient dann die Formel cos k = i ae 
Diese letzten Formeln sind allgemein bekannt. _ (2) 
ENQUETE 3 


Um die auf die.vorigen Formeln gegründete Rechnungsweise für 
den Fall des Gebrauches der Longitudinalzahlen zu veranschaulichen und 
um den Grad der Genauigkeit zu zeigen, welcher bei Anwendung der Ta- 
belle für diese Zahlen erreicht wird, legen wir uns als Aufgabe die Auf- 
lósung der ‘cubischen Gleichung : 
x? = 205142 — 1988260 
vor, die aus den Wurzeln: —178; 89457 —1 und 89—57,7—1 ge- 
bildet ist. Die durch die Auflósung gefundenen Wurzeln kónnen dann 
mit diesen Wurzeln verglichen werden. Man hat also: 
b = + 20514 und c = — 1988260. 
Da nun 5 positiv und c negativ ist, so kommen von den Formeln des 
$. 91. entweder die des 2ten oder die des 4ten Falles in Anwendung. 
Die Rechnung wendet briggische Logarithmen an. 
Man hat log Vd = 2,156 0251 © 
log //3 = 0,238 5606 


log V(2)= 1,9174645; logy(2) = 5,752 3936 


log— je = 5,997 4432 
Unterschied — 9,754 9504 — 10. 
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Da dieser Unterschied negativ ist, so gelten also die Formeln des 2ten 
Falles und nicht die des 4ten. Setzt man also: 
log cos À = 9,754 9504 — 10, 


tek k = 61? 48' 24,97 (der neuen Kreis - Eintheilung). 
Aber , 
£ (61° 48) = 1,164 3790; Diff. 1/— 27,62, also für 24”, 97 ist die Differenz: 
+ 690 = 27,62. 24,97. 


Daher ist $£— 1,164 4480; 42k —0,388 1493 und 
| 1104 —24°11/22/,7 


log y (#6) = 2,218 4945 log 6 = 2,156 0251 
log cos!z%% — 9,968 0745 — 10 log tang 748% = 9,599 8497 — 10 
log(—2a/) = 2,250 4200 Summe = 1,755 8748 
und log 178 — 2,250 4200. und log 57 = 1,755 8748. 
Also a’ = —178, 


x = + 89+ 57 —1, 
a= + 89—57y—1. 
Noch ungleich kürzer würde die Rechnung gewesen sein, wenn 


man log(— 4c) — leg V (5 ) nicht == 0,2450496, sondern >0,575441382, 


oder gar > 2,3047395642 gefunden hiitte, weil man im ersten Falle die ( 
Zahl 3%% nicht zu berechnen nöthig gehabt hätte in Anwendung der Ta- 
feln der Längezahlen, und weil man im zweiten Falle diese Tafeln gar 
nicht zu gebrauchen nóthig gehabt hiitte. | 


Wenn einmal die briggischen Logarithmen der hyperbolischen Go 
finus,-Ginus und Tangenten der Arcus & zwischen den Grenzen k — 0 und 
k=2 ebenfalls berechnet sind, wie sie vom Verfasser bereits für die 
Arcus berechnet sind, welche >> 2 sind, so wird der Gebrauch der Tafeln 
der Lüngezahlen zwar nicht nutzlos werden, aber in vielen Fallen zu- 
rücktreten, weil in ihnen keine Vermittelung zwischen den hyperbolischen 
und cyklischen F unctionen dann mehr nöthig ist. 


Zusatz. Man würde: wenn man v=, Gin + go statt x — v. Cos À 3» 


gesetzt hätte, zu denselben Resultaten, wie im $. 91. gelangt sein. Die 
Cardanische Formel ist somit überflüssig geworden. 
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Sechszehuter Abschnitt. 


Ausgedehnterer Gebrauch der Potenzial- Functionen 
in der Integralrechnung. 


§. 82. 

Sehon längst sind die cyklischen oder auch Kreis -Functionen in 
der Integralrechnung angewandt worden, um vermittelst derselben und der 
ihnen zugehörigen Arcus Integrale auszudrücken, deren Werthe man sonst . 
aus ungeschlossenen Reihen berechnen müfste, 

Man pflegte jedoch bisher zu den Kreisfunctionen nur dann seine 
Zuflucht zu nehmen, wenn die Integrale in einer anderen Form imaginäre 
Ausdrücke enthielten, ein Umstand, welcher von den im vorgelegten Inte- 
grale vorkommenden bestündigen Grüfsen in der Regel herrührt. Man 
kann sich aber bei solchen eres auch der hyperbolischen Functionen 
mit grofsem Vortheil bedienen, wenn die Theorie derselben als gehörig 
entwickelt vorausgesetzt werden darf und man im Stande ist, die Werthe 
dieser Functionen augenblicklich zu bestimmen, falls man eine solche nu- 
merische Angabe nithig hat. Man gewinnt dabei zugleich den nicht gering 
anzuschlagenden Vortheil. dafs mau das Integral eines vorgelegten Differen- 
tiales mit unbestimmten Constanten nur in einer Form aufzustellen braucht, 
alle übrigen oder die verwandten Formen, desselben aber so nahe liegen, 
dafs man selbst ohne alles Rechnen von der einen zu anderen übergehen 
kann und in vielen Füllen nur statt der durch deutsche Charactere be- 
zeichneten Potenzial - Functionen die gleichlautenden, mit lateinischen Buch- 
staben oder Vorsylben bezeichneten und umgekehrt zu nehmen hat. 

Um diese Behauptungen zu rechtfertigen und den Sinn des Verfah- 
rens zu hóherer Deutlichkeit zu bringen, wählen wir noch einige einfachere 
Aufgaben der Integralrechnung, welche besonders geeignet sind, den gleich- 
miifsigen Gebrauch der siimmtlichen Poe zu erläutern, wo- 
bei von selbst klar wird, dafs die bisherige Beschrünkung auf die cykli- - 
schen Functionen ein naehtheiliger, die Einheit des Verfahrens ohne hin- 
reichenden Grund stürender und unnütze Weitlüufigkeiten herbeiführender 
Gebrauch ist. Er wird unstreitig von selbst aufhören, sobald man mit 
hinlänglich ausgedehnten Tafeln ausgerüstet sein wird, welche zur Reali- 
sirung der Werthe der hyperbolischen Functionen dienen und welche da- 
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her von dem Verfasser angefertigt wurden in cinem Umfange, der nicht 
Vieles mehr zu wünschen übrig lassen wird, 
$. 94. 
| Wählen wir zuerst das Integral y —-——L 7 YT a PEZ , welches be- 
kanntlich sehr oft gebraucht wird. Man gebe ihm sogleich die Form: 


0x 
| ler nee 
oder auch 
Ox 
Setzt man nun: Y [(ae—5?) + Of exl 
gas br S adi 
Y (ac — b?)? 


so findet man leicht y=7 ^ riim 132)? und es ist also y=. Are(Gin zz), 


wenn wir in diesen Beispielen die dem Integrale noch beizugebende Con- 
stante unberücksichtigt lassen. Man giebt dem Ausdrucke ohne Weiteres 
die bequemere Form: 


SUM SE pue ; bcm | 
NY. für Gink = Y (a c —57)* 


Diese Formel giebt nun das gesuchte Integral unter allen Umstünden, d. h. 
für alle Werthe der Zahlen e, 5, c und x an; von ihm kann man ohne 
Mühe zu den verwandten Formen übergehen. 

"unm 95; 

Wenn c positiv und auch ac— P? positiv ist, dann wird man das 
Integral in der Form, in welcher es aufgestellt worden, anwenden oder 
etwa höchstens, 8X hy k setzend, dasselbe verwandeln in: 

Es vb-ems. 


VL. für tangk — Y'ac—85" 
Wenn c zwar date aber ac — 2^ negativ ist, dann wird man die 


Form des Integrals veründern, indem man k + 5 v—1 für k setzt, wodurch 


man, wenn man im Ausdrucke für y die Constante + = Y —1 fallen läfst, 


, 2 
und bemerkt, dafs Gin (k + zY—1) —=—(Çosk.V —1— T ist, auf 


der Stelle erhält: 
y = - für Cook = vut oder 
Y (b*—a c) 
b+cx " 
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Zu demselben Resultate würde man auch gelangen in Anwendung der Formel 
IS = Ure (Cos — v), da man das vorgelegte Integral auch unter 


diese Form bringen kann. 


- . . e . E k [I] al * 
Wenn endlich c negativ ist, so wird man Foi fiir Æ setzen und 


erhalten y — FT 5 , wo denn der Árcus k bestimmt wird nach der Formel: 
cos kb = PU J oder sink = res 


Dafs hier der Arcus & nach zwei verschiedenen Formeln berechnet wer- 


den kann, beruhet auf dem Satze, dafs sin (k+ =) — cosk und die bei- 


2 c : IT S A : 
den Arcus sich um die Constante „ von einander unterscheiden. 


Die beiden Formeln würden unmöglich sein, wenn 4*—ac negativ, 
oder ac>>5* wäre. Dieser Fall kann aber nicht eintreten; denn da 
V(a--2bx--cax*) möglich, also & +2bx + cx* positiv und daher 
c(a--2b3ac-- cx*) nun negativ ist, so ist ac--25ca-]-c'x^ negativ, also 
auch ac-—5?--(b--ca)' negativ, und da (b+cx) positiv ist, so ist um 
so mehr ac—5* negativ und also 5° 7 ac, 

Eben so kann man zeigen, dafs, wenn c positiv und a c— 4? nega- 


tiv ist, die Function Cos karo > 1 und also 4 möglich sei. 
$. 96. 


Eine einfache und unmittelbare Folgerung aus dem Vorhergehen- 
den ist die Integration von: 


Ve rca ds 
worin 4, ß, « und D^ constante Grölsen sind. Vergleicht man das Pro- 
duct (œ + Po) + Pr)=uu+ Ga mit a + 2x + ex 5 
so hat man 

(a ATA Le CI dist 


@ ex fe ce! 


und (ae 20, 


und also ó^—ac = ) eine positive Grófse. Daher hat man 


Vi M für Gogh = puc T . 
Das Vorzeichen + kann so gewählt werden, dafs der Ausdruck für Cosk 
positiv wird. Der Nenner ist aber positiv, wenn &ß’>ßx«’ oder * > 5 
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Nehmen wir also an, dafs wirklich = 7 > * sei, so haben Wir: 
eh Were eee afb bebo Aes 
af — Bal 


He 'aus findet man aber zur Bestimmung des Arcus À die einfachere Formel: 


Tang iA = mun yt vx 
Vo 


Will man also zu cyklischen F unctionen übergehen, so hat man: 


TAE ER Ml ih rs cdi / (t 
Y= VF P, ur ang z y ee 


In einem verwandten Ps ist das Product G^ negativ und man geht zu 


ihm über, indem man v für À setzt, wodurch man auf der Stelle erhält: 
« a! 

k nn 

DE 7 Mi angit es " url 
. 8 


und diese Form des Integrals ist denn allgemein bekannt. 
| $. 97. 


: Ok Ok 
Die Integrale [a und (i-pe es: B 


schlechte von Integralen, was bei Untersuchungen über die Kegelschnitte 
und die Bewegungen der himmlischen Kórper in ihnen in Anwendung 
kommt. Man kann diese gebrochenen Functionen in ganze dadurch ver- 
wandeln, dafs man einen Arcus Q einführt, der von dem Arcus k so ab- 
hüngt, wie es die folgende Gleichung ausdrückt: 

(ie Cos A) .(1— e Cos ) = 1— e. 

Wird die Multiplication vollzogen, so erhält man: 


oehören zu einem Ge- 


_ 60$9—e 
9 (1 =e). Go8 € 
(i1—9d--€g) — * 9 
Da Cosk + 1 = 2% so = STETIT PY SN m Ta und 
2(1-+e). Sin 7 
e (1 Fe) (Go& y — 1) : 
Go — 1 = 2Gin Pg wu iceGobo | n ^ Le Gos yp dit 


so hat man: 
46 * 
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: Em 9 y fce 
2. Cos > = Cu TE EE eer ads 
TO, E LECT 
3. Enz = Sind. VS): 
4 GinK = Art 


Gin @. Mose 

5. Sang m Tang +. Em 
Ist nun die unbestimmte willkürlich gewählte beständige Zahl e positiv 
und «C1, so ist offenbar der Gleichung 5. gemäfs Tang > > Tang +, und 
also der Arcus © kleiner als der Arcus A. 


Die Peziehungen zwischen Q und k können auch umgekehrt wer- 
den, und man hat dann 


6. Gos = Fees 

7 Ging = EUM ; 

8. Sins = = Ein 7° Mose) 
9. Coe 7- = Cos >. Vcn 
10. Sang = Sang à. V (rx ). 


6. 98. 
Differentiirt man die Gleichung 
log ZangiQ = log Tangzk + log (Cares : 


so erhält man zunächst : 


OXangig __ OSangik 
&angig ^ ^ G&angik? 
und dann weiter: a 
RE OR 
Ging ^ Gink 
« . . E uci YU els 
Hieraus zieht man weiter 0k = 1—— TUA Um .0Q, und man hat also: 
POLLEN A. ax le 
1+eGo8k ^ V(t—-e?)? (1-reGoBk)? ^— (f= 22)? 
Die Integration giebt nun auf der Stelle die beiden Formeln: 
fi Ok u 9 1 Ok | €—e Sing 
i--eGobk ^ V(1—e?) ” (He Co8k) ^. (te)? 


wenn die Integrale für k — 0 und also auch für © = 0 verschwinden sol- 
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len. Zur Berechnung des Arcus ® dient dann aber eine von den For- 
meln 6., 7., 8., 9., 10. des $. 97. Diese Formeln geben aber für ® 
einen unmöglichen Yrcus, wenn e>1 ist. Die Unmöglichkeit fällt aber 


sogleich weg, wenn man nur v für Q setzt, und man erhält dann: 
Ok - qu OR ___esinp—œp 
14e Co8k ^ Y (e—1) (Ld-eGoBk)* ~~ (e*— 1) : 
Der Arcus Q wird dann aber nach einer von den folgenden Formelu berechnet: 
à; .. Go8k-d-e 
ded ee pU T i? 
; _ €ink.Y (e?— 1) 
Eu part me TE RÉ 
SOM NN * k e 1] 
sing? = Gin. V ee 
bad k e+ 1 
cos + Q == Cog 9 * VE) 


tang 7 @ = Tang =. eV) 
Man sieht hier, wie selbst die cyklischen Functionen bei Rechnungen mit 
hyperbolisehen Functionen nothwendig sind, ohne dafs die Longitudinal- 
zahlen dabei in Anwendung kommen. 
Wenn endlich e=+1 ist, so versagen die Ehren Formeln 
ebenfalls. Man hat aber 


Ok Ok AUS NE 
EST NETT ace 
—0k one 
Se Gosek —J2Ginik — Got. 
20v 20v 
Setzt man aber Tang > oder auch Got + —v, so ist 0h =— a 


1 | 1 sd MT "LI. 
ferner ist per = (I 30m) und icu = — 4 (Got —1). 


Man hat also 
diet. os. modo landen ships un 
Gp us — ifiva v*) für v = Sang, und 
Ok LUN UN EE ^ at Ha 
Green ae fave 1} Nes LT DIC 75; 
Ok ree Ta: Eat 
rene Aiuikr Fhe 4 


es: = —1GotiP + 3 Gotik. 


d. h. 
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§. 99. 

Den so eben mitgetheilten Formeln entsprechen eben so viele an- 
dere, die man aber aus ihnen sogleich erhält, wenn man nur ky —1 für 
k und zugleich @yY—1 fiir Q setzt. 

Man erhält für e «1: 


Ok et p ieee q —esin q 
eae ow Vi es), und Ber = (LE ’ 
und zur Findung von Q aus k hat man: 
DAME cos etre Gp Ha ER k (= 1428 
cos® = CREE COS y == 0057 Jy CER 
sink. V (1— e?) $ 


sinQ — 


5 1—e 
IFecosk ? Eng = ts À 2 Vea 
dk k 1—e 
sin = ur sin 5 esse P 


Ferner hat man Pa ra 1: 


E LE M d ala 
er ae =H? und Ir ets — 


Zur Berechnung des Arcus @ dient dann aber eine der TUNE Formeln: 


: «os ke fa k ( UTE 1), 
Cos = 14e cos? So; = COS 7 y my 
_ Sink. Y (e? —1) soo. (= 
Gin @ — AD 2 Tang 59 = Mae mE, 
PUE AN annm e—1 =), 
emnip An Pul esc 
Wenn endlich e — +1 ist, so hat man: 
TEC ia AR t m ie — ; k 
i-+-cosk ABS 9? uM [M = — cot, 
Ice = I tang E Et us EN 
(I epa E) 5o CDI eee er — +00; — Footy. 


Diese Beispiele, welche man leicht bedeutend vermehren könnte, 
mögen hinreichen, und den’ Entschlufs herbeiführen, in den höheren 
Rechnungen sich der hyperbolischen Functionen eben so bedienen zu wol- 
len, wie man bisher. die Kreisfunctionen allein augewandt hat, und diesen 
letztern also statt der früher üblichen logarithmischen Integrale die durch 
hyperbolische Functionen ausgedrückten Integrale gegenüber zu stellen. 
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Erster Abschnitt. 
Umformung einer Reihe. 


$. 100. 


Über die Reihe P= [s]. tel, 2 hat der Ritter Herr Gaufs 
Ray 
eme sehr lehrreiche Abhandlung geschrieben, ohne jedoch in derselben 
einer Umformung zu gedenken, welche sie gestattet und wodurch sie in 
eine Reihe von ühnlicher Form umgestaltet wird. Wird mit ( die fol- 
gende Reihe bezeichnet: ie 
b a we 
Plata) at, 


Q = S (—1)" [c— a 
æ [e] 


so ist zu beweisen, dafs P— {€ sei. Die Wichtigkeit dieses Lehrsatzes 
liegt am Tage, denn die Formen der Reihen P und Q sind sehr allgemein, 
da unter a, 4, c und x beliebige Zahlen verstanden werden dürfen. Wir 
wollen hier die Reihe so umformen, dafs ihr allgemeines Glied mit dem 
allgemeinen Gliede der Reihe P zusammenfiillt, und entwickeln daher die 
in Q vorkommende Potenz (1--a)'* nach steigenden Potenzen von x, 
um in jedem Gliede die Entwickelung der ihm zugehürigen Potenz von 
1--x zu substituiren. Dadurch erhalten wir eine Reihe von der Form: 


1 2 5 E » 
O —1-Fo.x»-L2.2*5d-9.3....9.27,... — SL", 
und es ist allgemein. 


gie S 1% [ea]. Ba) cond. (e-+ß= r). 
| i 1 


[c] 
Um HS. Ausdruck TERIA bemerke man, dafs fé] a — ne Lm 
[5 s = [A], und auch as = — [o—all ;, ; ferner dals 
[c] [c l 


—1) uns (—41). (—1}, und "RA ree = etl 
Werden diese Werthe i im Ausdrucke 9 D e so erhält man bits 


= (—1). Ce . S[c— eMe—e—ii cond. (a 4- Q zr). 
[c] 
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Nun ist aber allgemein bekannt, dafs dem binomischen Lehrsatze für die 
Facultäten gemäls: 


prev] = = Frl [tv] cond, (a -- 8 — r) 


sei, folglich hat man in Neuro. +. Formel v = c—a und w= p—c—1, 
und also v-w=r—e—1, oder: 


v] 


= Vr ene HEP D] = [o]. UH. 
E [ec ] 2 d 

Da nun dieser Werth von g auch der Coéfficient von x” in der Reihe P 
ist, so ist also die Reihe Q in die Reihe P umgeformt worden. Man 
könnte offenbar aus der Reihe P umgekehrt die Reihe © durch Umfor- 
mung herleiten. Dieser Beweis des von dem Verfasser gefundenen Theo- 
rems ist direct und kurz, aber sehr verschieden von der Herleitung, wo- 

durch der Verfasser das Theorem gefunden hat, 

$. 101. 

Um eine Idee von der Wichtigkeit des Theorems zu geben, mögen 
ein paar Folgerungen aus demselben hier einen Platz finden. Zuvor wol- 
len wir jedoch die Reihe P bezeichnen mit F(a, b, c, x), daun ist die Heihe 


Q — (1px. (e—a, b, ws =, und also 
F(a, b,c, x) = (1+x).F (ak Enti 


Setzen wir a Hu für c, so haben wir also auch: 
F(a,b,a--v,x) = (Ad - xy. F(v,b,a-d-v,z, 


wenn zur Abkürzung auch noch z gesetzt wird für ic » In Anwen- 


dung desselben Lehrsatzes hat man aber auch: 
F(v,b,a+v, z) = F(b,v, a +, z) = (1+ zy F(a d v—5,v,a J- v, n 
und es ist also: 


F(a, b,a-+-v,x) = (1 x), (+2), F (a+u—s, v,a+v, — 1. =). 


: — & 
Nun ist aber D RES also 1+:= 3 , und —— 


1 ii. 
idc 152 = ipd 
folglich hat man: 
F(e,b,a+v,x) = (14- xy. F(a, +u—b, v, a+ v, x). 
Wird nun b—v=n gesetzt, oder u=n--v, so hat man: 
ER F (a, n--v,a--v, x 
Gen 
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Dieser sehr allgemeine Ausdruck für die Potenz (1-+ x)", deren Exponent 
n eine beliebige Zahl sein darf, enthält zwei Gröfsen a und v, welche 
nach Belieben bestimmt werden dürfen, und ist von Euler bewiesen wor- 
den. Derselbe hat seiner Herleitung, welche etwas weitläufig und nicht 
wohl zu übersehen ist, eine Abhandlung gewidmet, worin er zum Schlusse 
aus dieser Formel Approximationswerthe einiger Functionen, als log(1 + x) 
und e*, herleitet. Hier erscheint diese Formel nur als eine unmittelbare 
Folgerung aus dem vorigen allgemeinen Theorem. 


$. 102. 


—— —Ó— —— 
a 


: : —z 1 V 
Da nach $. 100. die Reihe F (e, b, c, = (+) .£ (c—a, b, c, =) 
ist, so setze man C=——; a=—1, b——1 und z--— x, und es 
ist dann 
v 1 v Sr 
tics dpud Ege Sl ee 


[c] pe ee, Ba —v—ad+d  v—d-+ad? 
und man findet überhaupt: 
Kae (= 


TOTAM IE bI WERL, S 
* -— d 
[v — 4, Mp, 1 x U d--a 
Setzt man weiter z. D. d 22 und v—d=w, so hat man: 


2a}? VOIR. et a? \etı 
er le is 
io--2« Grab pan nh 1— x? 


Setzen wir nun noch z» — 1, so ist die Reihe auf der linken Seite 


= vlog) (1-5), und man hat also: 


{La _ mU ky eae Pt eu 

log V (15) = Sfrc(Xang = x) —1) it, Hi (x) 
Hire ist 1—2’ = 1 und an niet 
Setzt man aber Zang x, so Is Soba Gar 


Sang ker. Cos AT = (Tang k. Cos y", Cosk — Gin ^". Go$ k, und man 
B eto k — Csik.S (—1y 2. Sinket. 


— 


? 


*) Die Herleitung dieser speciellen Formel macht hauptsächlich den Inhalt eines 
vom Herrn Prof. Dr. Grunert verfafsten Gymnasial-Programmes vom Jahre 1826 
aus; der von ihm gewählte Gang ist aber mühselig. 
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Wird ky —1 für k gesetzt, so hat man noch die folgende Reihe : 
k = cosk.S(+1) Ee sin ^", 


j 


Die ersten Glieder dieser beiden Reihen sind nun die folgenden: 


: Sink? 2.4 Sink? 2.4. 2 EMO 


: 3 2.4.6 kim 
k= epe uis ne 2: ae NEN 35: in he 


Wenn man in der Reihe fir log Nes) ien erste Glieder unveründert 
aea 


ita 203 EME att ie 
lassen will, und log (52 un 2) = + BUTS UD Dre 
setzt, so kann man den zweiten Theil allein umformen, indem man 
w —2n--1 setzt, und hat En à 


Arc(Tang=x) =e} pS pS dat. sy. 


i 92 5 REN 
[2n+1, —2 Tt NT 
Diese Reihe kann ebenfalls leicht auf cyklische Functionen übertragen' 
werden. Man kann überhaupt aus dem im $. 100. bewiesenen Lehrsatze 
noch sehr viele andere interessante Folgerungen ziehen. 


Zweiter Abschnitt. 
Der polynomische Lehrsatz ohne die Vorausseteane des 
binomischen und ohne die Hilfe der hóheren Rechnung. 
782.103. | 
à & B 
Werden die beiden Reihen Sezx* und Scx* multiplicirt, so erhält 
das Product die Form der Reihe S 4x* und der Coéfficient des allgemei- 
nen Gliedes in ihr ist: 
re a B 
du rc cond. (a -]- 2 =r). 
Multiplicirt man auf esum Seiten e nc dE P , so hat man 
le AN a CIR ap 
Mid die Bedingungsgleichung für & und Q ist die vorige. Also ist auch, 
wenn mit x" multiplicirt, dann r als veründerlich betrachtet und etwa y 
für r gesetzt purs: 


Sy. Hate Sa.a. Ca + SB. &. car cond, (a 4- 8 — y). 
Nun ist weiter 
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B a aß a B a 
(S8.cx^)(Sax^) = SB.acx' und (Sa.ax")(Scaf) = DUT 
wenn die Bedingungsgleichung «+? =y für die Ausdrücke auf der rech- 

ten Seite beibehalten wird; oe hat man: 
Sy. DEC ipo ea^) (Saat) + (Sa. a x9) (S e af), 
und da S 4a! = (Sa a”) (Se cx?) ist, so erhält man, wenn Gleiches durch 
Gleiches dividirt wird: 
Sy. Aa OF car So dae 


Sais = 
S dx Scat Saat 

. . al x B y . . 
Werden also die Reihen Sax*, Scx^, S.4x" bezeichnet mit p, 9, P und 


. . e B Y Y . . 
die Reihen Saax*, Sßcx, Sy 4x" mit p', 9‘, P', so entsteht die Reihe 
p' eben so aus >, Ya y’ aus 9 und wie P’ aus P, und man hat: 


P ps A 
ge ie und aufserdem ist P= PG 


. Sind mehrere "Reihen Ps 9, r, s etc., deren Product — P sein mag, mit 
gleichem Fortschritte der Potenzen von x gegeben, so ist eben so: 


UE Vr ers 
PER da Lor do PL 


Wenn also die Reihen p, 9, r, s etc., deren Anzahl = sein may, gleich 


sind, so hat man: : P p 
is Bern" und D oa 
a a 
d.h. wenn (Sax = S.4x" ist, so ist: 
Sedat IS xr a 
a = 7 [vas TEL 
S ot S dax" 
$. 104. 


Um nun zu Potenzen mit gebrochenen Exponenten überzugehen, 

m 
setzen wir (Saa = S Ax", wobei der Kiirze wegen der Beweis tiber- 
gangen wird, dafs S 4x“ die Form der Entwickelung habe. Es mufs also 
(S a a)" = (S42) sein, und wenn wir (S aa)" — Sca" setzen, so ist 


also. auch (S da — Sca". Da weiter m und 7 nach der Annahme po- 
sitive ganze Zahlen sind, so ist nach $. 103. 


a a a a 
Sacx® Saax® Sacs Sa A x? 

a LI sr ee und ng; LI mer cmd 
wert Sax Sc x? Sf ong 
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a 
Sa Axe m Saaxt 


Daher ist offenbar ——7 — = —.——— und die am Schlusse des $. 103. 
S4a*  " Same 


gefundene Formel gilt also auch für gebrochene positive Exponenten E T 


Stellt man sich weiter unter 2 eine.positive ganze oder auch ge- 
brochene Zahl, unter —7 also eine solche, aber negative Zahl vor, und 
setzen wir a a 
(Sax")" = SAx", 
so soll also (S A x*).(S ax) =1 sein, Wird aber (S ax = S cx gesetzt, _ 
so ist nach dem Vorigen, weil hier der Exponent 7 positiv ist: 


a a 
Socaox* || Saax* 

a N, & KA 
Sca? Sazxt 


Das Product (SAx" (8 cx" Miuls == 1. dh 0 ka sein, wenn in die- 
ser Reihe k= 1, E=0, k=0, i: =0 etc. ist, Es ist also nach $. 103. 
Sed x* , $a. cat E act 
SA xt Sca E S ac 
weil im Zähler des Ausdrucks. auch das Glied 0.4.”°==0 und der Nen- 
ner — 1 ist. Wird aber mit der Gleichung 


z0, 


a a [2 a 
Seca* Saaxt 


i 1 So ca^ Sa A x% 
—n.——— — die Gleichung ——— = — da, 


Scat Sax“ Sca" S Aa 
verbunden, so erhült man: ; 
Sa Axe — (9), Sa a a 

SA n Saxe 

und die Formel am Schlusse des $. 103. gilt also auch für negative Ex- 
ponenten; sie ist mithin allgemein. Die Gedrängtheit des Raumes gestat-» 
tet es nicht, auf Exponenten von der Form @-+-5y—1 hier einzugehen. 
In einem von dem Verfasser gelieferten Schulprogramme vom Jahre 1825, 
woraus Gegenwiirtiges ein Auszug ist, ist auch von solchen Exponenten 
gehandelt worden. Wenn also 7 eine beliebige Zahl Ne ‘so findet zwi- 


FRE 


‚schen den Coéfficienten in den durch die Gleichung (S ax“) — 9A sx” vers 
bundenen Reihen die folgende einfache Ce D Statt: 


m à 
So A x* Sa axt 


SAxe Sana 
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$. 105. 
a nm 
Schafft man in der Gleichung zc a un aan a die Nenner weg, 
Sor - S a x? 


so giebt die Multiplication auf jeder Seite eine Reihe, und werden die beiden 
Reihen identificirt, so erhält yen die noch einfachere und allgemeine Formel: 


iS (aB — a). À, 5 LU cond. (a -]- Q — r), 
von welcher im $. 87. Anwendung gemacht wurde. Für das Binomial- 
theorem leitet man hieraus die Recursionsformel für die Berechnung der 
Coéfficienten her. Wird nemlich: 
(1 72) = 3A x 
gesetzt, so hat man a=1, a=1, a — 0, = 0, a=0 etc, und die 
vorige Formel ist nun: 
Et n.a + (2. ji 30-4) 4. zul: 


oder einfacher: Jo wer rbi M 


Li dieser einfachen Formel Side man A=nA; 3 d= [ei À ; 
2” 


= [n] 7 etc., und allgemein: Vm [7] 4. Man findet aber leicht 4=1 


anderweitig, und so ist 

(+2) = § [n]. x“ 
als für jeden Exponenten richtig Done Man kónnte nun, nachdem 
die Newtonsche Formel in dieser Allgemeinheit bewiesen ist, dieselbe 
benutzen, wie gewöhnlich geschieht, um: auch die Formel für die inde- 
pendente Berechnung der Polynomial- Coéfficienten A, A, A, etc. herzu- 
leiten aus der gefundenen und Sg gültigen Recursionsformel : 


VES RE) Ie 2: f cond. (« 4- B =r—1). 


Wir aber werden auch die gesuchte Formel unabhängig von dem Bino- 
mialtheorem ableiten und die Recursionsformel dabei zum Grunde legen. 
Hütte in dieser nicht jedes Glied einen ihm eigenthümlichen Factor, oder 
hiitte dieselbe die viel einfachere Gestalt: 
r e+ B 
A=Sa.A cond.(& 4-Q — r), 
so würde man sie durch =. re sie wäre dann: 


ay 


a= FRE 2 da. do doeet rte) 
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und hätte die grüfste Ähnlichkeit mit einer bekannten combinatorischen 
Beziehung unter Inbegriffen sogenannter Variationsformen, die ohne Unter- 


schied des Grades zu gewissen Summen aus den Elementen 2, à, a, etc. 
oder ihren Reprüsentanten (1, 2, 3, etc.) gebildet sind. Diese combinato- 
rische Formel ist: à; 

GL (a TV dag OP o Vedi) | 
und es bezeichnet dann z. B. ”/ einen Inbegriff solcher Variationsformen, 
und zwar aller, welche aus den Elementen (1, 2, 3, .... 7) zur Summe r. 
gebildet werden künnen. (Dieselbe Formel findet man in des Hrn. Hofrath 
Thibaut ,,Grundrifs der allgemeinen Arithmetik (pag. 140.)” mit umständ- 
licher Belehrung über ihre Bedeutung und ihre Brauchbarkeit.) Aus dieser 
Übereinstimmung würde man schliefsen: 


7 


s. = V= 26 > 

und es bezeichnet dann *C einen aus den Elementen a, a, a, ME ge- 
bildeten Inbegriff von Combinationsformen zur Summe r (unter unbeding- 
ter Wiederholbarkeit der Elemente); jede Combinationsform wird ange- 
sehen als ein Product ihrer Elemente und hat zum Coéfficienten die ihr 


zukommende Permutationszahl, 


$. 106, 
Aber, ungeachtet die Recursionsformel nicht die genannte Einfach- 


r 


heit hat, wird dennoch der Quotient = eben so aus den Elementen a, 
A 


2 3 " 


a, Q, 2... a gebildet sein, wie der Inbegriff "7 aus denselben Elementen, 
nur wird jede zur Summe r gebildete Variationsform einen Coéfficienten 
erhalten ‚müssen, welcher ein Product so yieler Factoren ist, als die Form 
Elemente hat, weil ein zur Form hinzukommendes Element der Recur- 
sionsformel gemis allemal einen solchen Factor ger) Gi nat Niet welcher aber 
ra 
em veränderlicher ist, mitbringt. Man könnte, nachdem alle Formen des 
Inbegriffes "7 gebildet wären, für jede Form das ihr zukommende Pro- 
duct von Factoren als ihren Coëfficienten berechnen; noch mehr, da es 
unter den Variationsformen mehrere giebt, welche, weil sie. Permutations- 
formen einer Combinationsform sind, dieselben Elemente enthalten; so 
kónnte man die ihnen zukommenden Coéfficienten addiren, und die ge- 


" 
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fundene Summe der genannten Combinationsform zum Coéfficienten ge- 
ben. Eine solche a i des Grades 9 und zur Summe r ge- 


bildet, enthalte das Element a in zs Stellen, und die ihr Zugehörige Per- 
mutationszahl sei JV, so wird es unter den V Permutationsformen eine 


a-+ı 
Menge von JV + Formen geben, welche das Element a an der Spitze füh- 


ren und also mit diesem Elemente zugleich der Recursionsformel gemäfs 


n(a+1)—A 


den. Factor erhalten. Der Coéfficient wegen des einen Ele- 


r 


a 
a+ı 
mentes a auf der Sten Stelle wird also = D (S nares) , und da nach 


r.a 
und nach jedes andere Element der Combinationsform diese Stelle beim 
Permutiren gleichfalls besetzt, so bekommt also die Form wegen dieser 
einen Stelle eine Summe. von Coéfficienten, die man aus dem so eben auf- 
gestellten allgemeinen dadurch erhält, dafs man, 3 als constant betrachtet, 
für «, ß und 7 alle zusammengehörige Werthe setzt, welche den folgen- 
den drei Bedingungsgleichungen Genüge leisten: 
Sr = 9; Se+N)s=r; e+ß=r—1. 

Die Combinationsform erhält also aufser ihrer Permutationszahl /V wegen 
ihrer Sten Stelle den Coéfficienten: 


ax ET) 
| r.a rat 


Die Summe S (« --1) ist bekannt und — 7, und da z(x +1) s — sr, 
so ist Se +1) +Saß=Sar=r.Sre, und also Sz — r8—r. Es 


: F— — d +1 
ist also die gesuchte Summe: ceu uu iet caua B Ur 
rad rad atk 
Der Factor r im Nenner hebt sich also, worauf sehr viel ankommt, 
n— 9 +1 


2— von ihr unabhängig 
. 


wird; diese Summe hingt also lediglich von der Stelle in der Form ab; 

er ist also der allgemeine Factor der Factoren eines Productes, welches 

die Combinationsform aufser ihrer Permutationszahl VV zum Coéfficienten 

vor sich nimmt. Man erhält diese Factoren, indem man für © der Reihe nach 

" die Werthe (1,2,3,4,....9) setzt, und es ist demnach dieser Coéfficient: 
3 

— Ban nz el een = 220) ; 

a 9’ Xa 


3.a va 


gegen r im Zähler, wedurch die Summe 
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Denselben Coëfficienten erhält aber jede mit ihrer Permutationszahl ver- 
sehene Combinationsform vom Sten Grade, d. h. dieser Coéfficient ist der 
ganzen Classe dieser Formen gemeinschaftlich und ändert sich nur für die 
übrigen Classen der zur Summe 7 Rae Que es ist also; 


4— 4.5[n]. (= ) °C, 
in welchem Ausdrucke sich das PME id S blofs auf die Veriinder- 
lichkeit von 9 bezieht, wofür alle Werthe 3 =(1, 2,3,....7) gesetzt wer- 
den müssen. Der Coefficient A mufs vor der recurrirenden Berechnung 


bekannt sein, er kann aus der Recursionsformel nicht gefunden werden. 
Man findet aber leicht: 4— (a), und hat also; 


r 9 0 n—9 + 
A == iS [2] . (a) . 5 Ce 
97 


Diese Formel ist allgemein bekannt, wie auch alles Ubrige, was noch tiber 
das Polynomialtheorem vorzubringen wäre. (Man findet dieselbe Formel in 
des Hrn. Hofrath Thibaut ,,Grundrifs der allgemeinen Arithmetik p. 200.”) 
$. 107. 
Aus der in $. 104. bewiesenen Formel leitet man leicht eine noch 
allgemeinere her. Man habe nemlich von einem Polynome P bereits die 
Potenzen mit den Exponenten /, g, und f--g entwickelt, und es sei: 


—$Q(f).a*; Pi = 89g). x; Pits = SG (f + g).a*. 
Da nun aber Pf? = (P^) ist, so hat man nach $. 104. offenbar: 
Se.pf-bg).m* _ fg Se. (f) 
SP. TI Son.“ 
Aufserdem hat man noch die folgende identische zweite Gleichung: 
Jee Ss 8g(f-Ls)x* _ fs EU pe 


Sede spa 
Multipliciren wir die erste Gleichung mit 9 und die zweite mit p, so er- 
hilt man: 


ale pa) E AUS RE D à Stade N. 


SpU+e).a" eye x pec + 
Setzt man nun für SQ( f+g).x“ das Product aus sp f):x* und 
iS Q (g). x", so hat man nach Fortschaffung der Nenner, wenn die beiden 
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Reihen auf den beiden Seiten des Gleichheitszeichens identificirt werden, 
folgende Beziehung unter den Polynomial- Coéfficienten : 


(»-- 4). 6 (Sts) = S(p tag). 6().9() cond. («4-8 2, 
welche sehr fruchtbar an Folgerungen ist. Über dieselben sehe man die 
Analysis von Herrn Sch weins, worin ebenfalls ein Beweis des Polyno- 
mialtheorems ohne die Voraussetzung des Binomialtheorems versucht wor- 
den ist. Der von Klügel geführte Beweis ist ungenügend. Unter die- 
sen Folgerungen zeichnen wir hier die allgemeinste aus: 

m r(df—pd) 7 à; a 8 a 
ee rh OST) = SU ea PE — ad). SU ten), 
wozu die Bedingurgsgleichung & + Q — r gehört. Man hat nur einen be- 
sondern Fall dieser Formel nöthig, um zu beweisen, dafs wenn gesetzt wird: 

"= 8 Q(L) « art, 
durch Umkehrung gefunden wird die folgende Reihe: 


"m 


n 
— m—- 0 — (m-+aq) 
E ER T 


m a 
— Ste | p und 


om 
loge = log (7 js cin? | ® (— L(a+1)). e 
Diese sehr bekannten qnd sind nur deswegen hierher gesetzt worden, 
weil später davon Gebrauch gemacht werden wird. 
| $. 108. | 
Wenn die Coéfficienten Q1, $1, Q1, Q1, efc. als Elemente einer 
Scale p = a, a, " a, etc. gegeben sind, so wird ein Polynomial- Coéfficient 
Qn lediglich aus den Elementen dieser Scale berechnet, und jedes Lehr- 
buch der Analysis giebt dazu die auf die Formeln $. 105. und $. 106. ge- 
gründete nühere Anweisung. Ist daher allgemein 91 für Jede Eus Zahl r, 


welche nicht PE als r zu sein braucht, bekannt: O1= =< a, so kónnen 


die Coéfficienten Qn, Qn, Qn, Qn, os. bis Qn Cinsehtielshen berechnet 
werden. Man nehme nun eine andere Scale 9 — (a, a, a, TP an, 
welche von der vorigen p nur darin verschieden ist, dafs ias orsteGlied a 
der Scale p in g fehlt, und wird in ähnlicher Art gesetzt Yi=e, Ji=a, 
| pica, cone Ur — 0, so können die Coéfficienten Ÿ, pa, jn, etc. . 
Crelle's Journal d. M. VI. Bd. 4 Hft. 48 
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ebenfalls aus den Elementen der Scale 9 berechnet werden. Diese 
Coéfficienten treten dadurch in Zusammenhang mit den Coéfficienten - 


Qn, On, On, etc. und über diesen Zusammenhang bleibt noch Einiges zu 
sagen übrig. 

net man die Reihe P — 5 ex" = Sol. zr" und Q— S. an ah 
501. x" Hs. z^", so hat man P^— —SOn.x" und Qro Sbn.x"te 
und aufserdem ist P= a+ Q. In Anwendung des Binomialtheorems hat . 
man nun offenbar: à 


= Gr. (142) = [a n. ds. Q*. 


8 
Da nun aber Q*— 34a." ist, wenn das Summezeichen S hier blofs 
auf die Veränderlichkeit von ß geht, so erhält man, wenn diese Reihe 
und auch für P" die Reihe substituirt wird, durch Identificirung der bei- 
den entstehenden Reihen die folpende Formel, welche aber mit der in 
$. 106. gefundenen im Grunde dieselbe ist. 
r c o B 
1l. QnczS[n].a'.«« cond. (a 4- B =r). 

Man kann diese Formel umkehren, so dafs die Coëfficienten 4 durch die 
Coéfficienten Q ausgedrückt werden. Man gelangt aber einfacher zum en 
wenn man bedenkt, dafs Q—P— a und also Q"— (—1)" 8 &- 1)° Inl T 


ist. Werden für Q" und P" die Reihen substituirt, so erhált man: 
2. m S(—1)? [m]. a8. Qa cond. (« 4- Q — r). 
B Ó 


Dieser Ausdruck ist jedoch nur dann zu gebrauchen, wenn m eine posi- 
tive ganze Zahl ist. Aber dieser Ausdruck für + kann in der Formel (1.) 
substituirt werden, und man erhält dadurch: 


r-B o r 
= 5(—1)’ [r-—6] [2] 47.990 cond. (B+y+0=7r). 
R q 0 Dep» 
Dieser Ausdruck wird einfacher vorgestellt unter 


r A o r 
Qn = SA," Q0 cond. (4-0 — r7), 
und man hat dann; 


À = S(—1)! ICI cond. (B + y = m). 


Dieser. Ausdruck gestattet aber Foch! eis bedeutende Zusammenziehung. 
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Es ist nemlich [n Eel = [2] Tefen ad und eben so ist (r— m 4- yy = 
(r—12)' [r—- yl; also hat man: 


pi et [n]. . $(—1) [n—r4- mj cond. (D -]- y — m). 
ray 2 


Nun ist weiter (—1) = (—1)" (-—1) = (—1)” EE also hat man 
LE 
A4=(—1) [2] SE-1[pi—r4 m], und in Anwendung des binomi- 


(r-my 
pen Lehrsatzes für die Facultäten hat man nun pl 
e (—1)" [2]. [n—r-m—1] RC Dno cem dr 
(r-my ( )” [ Je n—r--m 


Wird dieser Ausdruck bip so en man 
Qn = S—1} In]. cond. (A +0 =r), 


2 5 
Wird endlich noch bemerkt, “ate i a= = [r] =[r] ist, so hat man auch: 
p oed 


Mc i e DLE [7] 2.92. cond, (A HI). 
p Meme, 


Die im Ausdrucke vorkommende Facultät tel ist immer durch 7 —3à theil- 
bar und ist darum nicht abgesondert worden, obgleich sie ein für alle 
Glieder gleicher Factor ist. 

Die Berechnung der Coéfficienten On ist durch diese Formel auf 
die Berechnung eben solcher Coéfficienten, aber mit Potenzen-Exponenten 0, 
welche positive ganze Zahlen sind, zurückgeführt. 

Weiter unten wird eine ähnliche Formel in ungleich grófserer All- 
gemeinheit hergeleitet werden. 


Dritter Abschnitt. 
Potenzen einiger Reihen. 
$. 109. 
Für die Beziehungen unter den Potenzial-Functionen und ihren 
Arcus sind einige Reihen angegeben worden, welche mit noch anderen 
Reihen unter folgender allgemeiner Form enthalten sind: 


P= sed, 


Le, ^] 
48 * 
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deren Potenzen sich im Allgemeinen leichter berechnen lassen, als die Po- 
tenzen aller anderen Reihen; welche nicht unter diese Form fallen. 


Setzen wir nun P= SOn.2%, und also P= SP1.x°, so ist 
lo 
PRES - 91 = [e,dl:[c 4], 
und nach $. 107. ist weiter 
(+2) 6 @(a +1) = S(v--aw)Q1. On cond. @+P=n), 


oder auch 


r &4-1 "Bp 
= v.Qn-d-S(v4d-u--Eaw)Qi.Qn cond («+ B — r—1). 


Wird nun v-++w=c und w= —A, also v — c--^ gesetzt, so hat man 

offenbar: Es 

(+3— 1) 000 = c0. pnp sine g ‚pn cond.(a+B=r—1). 
ed]. 


Da aber » nach $. 107, : 
; a p 
vo+ Zr. D S@+aw).0.02 cond. (eB r—1) 
ist, so setze man v — a und z» — —d, wodurch man die folgende zweite 


Gleichung erhiilt: x 


| ent Q(n +1) — AE a] on cond. (a -+- 6 = r— 1). 
iur [o, d] 


Durch Verbindung dieser beiden Gleichungen erhült man also die folgende 
einfachere: 


(cà — 5" ).9@ 41) = (— E )eo 0 c 2.0 $a, 


oder auch 


E n-- 1)(c-- A (n-I- 1)a —(r —1 
$0 = CE ent ern COHN, 


auf welche eine recurrirende Berechnung der Polynomialcoéfficienten in 
den Reihen für die Potenzen von P gegründet werden FERA 
s rye Wis 
Um den Gebrauch dieser Formel an einem nicht unwichtigen Bei- 
spiele zu zeigen, legen wir uns die Aufgabe der Umkehrung der Reile 


cem sz, wo e die Basis des natürlichen Logarithmensystems bedeutet, 
vor. Da das Anfangsglied der Reihe —1 ist und kein x enthält, so muls 
es auf die andere Seite des — CRE A werden, und man hat also die 
Poteuzen der Reihe P= e*— 1 — S —-——. zu dem Ende zu entwickeln. 


GE 
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Diese. Reihe füllt wirklich unter die Form der Reihe P im $. 109., für 


r r+1 
d=0, a=1, A=>—1 und c=2; denn es ist [2, —1] — [1, —1 ]=(r-+1). 
Man hat also: 


P@+1)= (Ont O40}. ESS oder Qno Fasten) 
Man schliefst aus dieser Formel, dafs allgemein Qn den Factor — m m "um 


d = [n] enthalten werde. Setzt man daher sogleich: 


(n4- 1) (n 4-2)... .(n 4- r) 
[n].Q2 für Q2, so hat man: 
(&—1) = S[n].Qn.ax"t*, 
und die. gefundene Recursionsformel geht, wenn jene Substitution gleich- 
müfsig durchgeführt wird, über in: 
On es Q(n—1) + n. Qn. 
r 2 r-i 
Nun ist aber, wie schon im $. 85. angegeben ist, ""f="f+n."f, und 
wenn — für n gesetzt wird: hf nf + (— 1).7f, oder auch 
| fea DES nif, 
und da diese Recursionsformel mit der für Pr ganz zusammenfällt, auch 
die Gleichheit.der ersten nach diesen Formeln zu berechnenden Grölsen 
nachgewiesen werden kann, so hat man allgemein: Qz — 7f, und es 


ist demnach: H is 
| be 6 (e— 1) z-S$[n].—.a"t. 


wie in $. AE ebenfalls behauptet wurde. Da e*—1 — (ur —1 + Ginx 
—2 Gin > nd Sins GS = = 2 Gin = = (Sins + Cos > 2 )- 2 Gin se ist, 


so hat mar also auch: 
‚2. (in) =e *.str]. faute, 


In Anwendung der im $. 107. zur Umkehrung dienenden allgemeinen For- 


mel hat man also: ©” = Sag Pa) (1), und da @z= 


[n] 8 , ‘also Q—m _—r) = [—m—r] SA , und daher ins .P(—m—7r) 
—(—1). Im] rf ist, so hat man: 
3. x" — S(—1Yy [m] "**f. (1 


L7 


ys 
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Setzt man e*—1= 2, so ist e*— 1 -- z und z— log(1 +2), also hat man 
flog(14- z)}"== S(—1)" [m] + j z"7**, und für 7; —41 hat man log(1 +2) 

et 
log(1-4-z) ebenfalls unter die Form der Reihe für P im $. 109., und man 


hiitte also die Potenzen dieser Reihe in ühnlicher Art entwickeln kónnen, 
wie die Potenzen der Reihe für e*— 1, 


7» wie allgemein bekannt ist. Es füllt die Reihe für 


SUITE 5 
Eine andere Folgerung ist die Entwickelung von e^ in eine nach 
Potenzen von x fortgehende Reihe. Es ist nemlich: 


ad CM e* —1 n U se P 
e Le (e 2) == es mue [a] 7 «^. 
; : -B 
Wird daher «+ — y gesetzt, und bemerkt, dafs der Coefficient [a] = 
1 1 per dee. | E oat 
EB ist, so hat man: e^ 2e. f. Felt. T + UE) 
x: 2 3 I 2 3 5 I. a3 3 4 5 
FE) RAE) IE) Is + CASA) SF etes 
eine Reihe, deren Fortgang also einem ziemlich einfachen Gesetze unter- 


worfen ist, und deren erste Glieder sind: 


5x3 , 15x* , 52x5 , 20306 , 877x7 , 4140x? 
&—(ue F4 bw we .)- 


Wenn im Ausdrucke für (2 Sin 2) der Formel (2.) für die Exponential- 


7X 


größe e * substituirt wird eine Reihe, so giebt die wirkliche Multiplica- 


tion eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe für (2 Sin =) Setzt 
man zuvor 2. für x, so hat mau offenbar auch: 


(Cow a) re. [n]. 9* f ante, 


Man kann diese Reihe unter (Ginx) = 8 a. ats vorstellen; und hat dann 


eg x : 
= S(— 1Y [a]. pesti E cond. («s 4- 9 =r). 


Dieser Ausdruck zernichtet sich jedesmal, wenn r eine ungerade Zahl be- 
zeichnet, und hat auch noch andere, zum Theil lästige Eigenschaften, 


welche darin bestehen, dafs man die Werthe von [n] ss vf für solche Werthe 
von 7, welche negative oder auch gebrochene Zahlen sind, nicht eben so 
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einfach berechnen kann, als wenn 7 eine positive ganze Zahl ist. Schon 
für n= —1 tritt diese größere Schwierigkeit ein. 
$. 112. 

Man kónnte auf den Gedanken kommen, die hóheren Differential- 
verhältnisse der Potenz y =(Ginx)” zu entwickeln, um dann die Taylor- 
sche Reihe anzuwenden. Diese Verhältnisse findet man auch leicht. Es 

E I = n(n—1) Sine" + n° Sin x", und man findet überhaupt: 


er, 25 a 
TT = Sfr]. C. Gina” 


ri 
ot ms p. 5. Gina", Cosk 


In diesen Ausdrücken, "ir offenbar nicht sehr zusammengesetzt sind, 
bezeichnet allgemein das Zeichen C eine aus den Elementen der Scale 
(B) = [n*, (n —2)* (n —4,. . .. (n 9 Q)y'],; welche aus B + 1 Elementen 
besteht, bei unbedingter Wiederholbarkeit derselben gebildete Combinations- 


classe des «ten Grades. In Anwendung dieser Ausdrücke hat man sogleich; 
(Sin@ +42) = Gina” + 22,524 PT LS + ete. 
Aber dieser Ausdruck versagt, wenn x ns gesetzt wird. Anders verhiilt 
es sich mit dem ähnlichen Ausdrucke für (Cos(e+Ax))'; setzt man 
nemlich y — (Cosa) > 80 p man 
ae = S(—1) [a]. & Cosa” 
cond. (4 4- =r). 


Sh y. 
SHH taf 6. ose Sina 
) 


Man erhält diese beiden letzten Ausdrücke aus den beiden vorigen, indem 
man nur x + = Y —1 für x setzt, und die Unmöglichkeit wieder fallen 
läfst. Wenn man weiter in den beiden letzten Formeln x= —1 und 
xy —1 für x setzt, so erhält man die im $. 68. angegebenen Ausdrücke. 
Wird in den beiden letzten Ausdrücken æ=—0 gesetzt, so fällt nur der 
zweite weg, aber der erste, bleibt. 

Schliefslich mag noch bemerkt werden, dafs, da — "uim =. 


ist, die Entwickelung von (e*—1)* auf die kg von (e* +1)” 
in eine nach Potenzen von x fortgehende Reihe zurückgebraclit werden kann. 
Auf diese Weise hat man zwei Formeln zur independenten Berechnung der 
unbekannten Coëfficienten gefunden, welche allgemein bekannt sind, 


am (e 4-8 zr). 
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Vierter Abschnitt. 


Bemerkenswerther Ausdruck für Combinationsclassen, die 
bei unbedingter Wiederholbarkeit gebildet sind. 


Eine sehr allgemeine Entwickelungsmethode für g(a +2). 


$. 113. 

Wählt man in einer Scale (7) = (a, " d, aM a), welche offen- 
bar (2 + 1) Elemente von willkürlicher Grófse begreift, willkürlich eines, 
um die übrigen Elemente einzeln von ihm zu subtrahirem und eine Potenz 
mit unveründerlichem Exponenten, die aus jenem einen Elemente gebildet 
ist, durch das Product der erhaltenen Differenzen zu dividiren, so kónnen 
solcher Quotienten so viele gebildet werden, als Elemente vorhanden sind, 
und die Summe dieser Quotienten ist dann ein Ausdruck, welcher mit 
einer aus den Elementen der Scale (7) bei unbedingter Wiederholbarkeit 
gebildeten Combinationsclasse gleichgeltend ist, aber unter gewissen Um- 
ständen aueh =1 und auch —0 sein kann. 


Unter pn Masi man allpemein das Product (a —&)(a—a). .. 


a 


Vh (@— a) (a — 2) ves a0), so ist der eben beschriebene Ausdruck : 


Esdr N OE ripe = emn, 

Vn Vn yn Vn Vn 
und es versteht sich von selbst, dafs unter den Elementen o, a, a, PSY. 
keine zwei gleiche vorkommen dürfen, weil sonst wenigstens zwei von 
den Neunern ‘/ Null sein würden. 


"4-1 ; 
Käme noch ein Element « zu den Elementen der Scale (7), so 
hätte man den ähnlichen Ausdruck: 


I (die n ndi 
pp 4 = nya). 
V(ndM) BR pt) w(n-dH) nt) : 

a - a n4 a . 
Da aber (n4-1)22(a—a).:pn ist, wenn ««n--1 ist, so hat man 
| a ndi 
4 a—a 


an) IO te ? 

yn  Y(n+1) 
und wenn dieser Werth im ersten Ausdrucke gleichmüfsig substituirt wird, 
so erhält man: 
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qmi amt aera eT. 
o YT——— od. m 
VQ) YaHl) V (4-1) VAL) 
Ho Grameen nd Tine. 
Wn) Yet) VOD ES exa d 
Der obere Theil des Ausdruckes von (Q(, 2) ist ‘offenbar 
: n4i 
a +1 
Q(m 4-1, 24- 1) — = RES 
p Ap (nH) 
und an untere mit — a M Theil ist , 
. zer 
q ma 
i-e Q (m, n 4-1) + 9 
v (x +1) 


also hat man: | d M 
Q (m 3-1, n +1) = O(m,n)+ a.Q(m, n-|- 1), 


und sehon aus dieser Formel würde man schliefsen können, dafs allge- 


mein P (m, n) = © sei, wenn unter € eine aus den (7 +1) Elementen der 


Seale (2) bei unbedinster W der gebildete Combinationsclasse 
des (7Ón— z)ten Grades tönen wird. 
$. 114. 

Um aber den Schluls hier evidenter zu machen, leiten wir aus der 

gefundenen Formel eine andere her. Es bezeichne ®,(m, 2) dasselbe, wie 

Q(m,n), nur mit dem Unterschiede, dafs Q,(m, 7) aus den übrigen Ele- 


menten der Scale (7) gebildet sei, welche bleiben, wenn das Element a 
zuvor aus ihr weggelassen ist, und eben so bezeichne @, (77, 7) einen Aus- 
druck, welcher aus den Elementen der Scale (7)'gebildet ist, wenn das 


Element a zuvor aus ihr weggelassen ist. In Anwendung dieser Bezeich- 
nung hat man nach $. 113.: | 
Q(m, n) = Q,(n—1,7) + a. Q(m—41,n) und 

Q(m,n) — Q,(m—4, n) + a. 9 (m—4, n). 
Sind nun « und e verschieden von einander (jede ist nicht — 7), so . findet 
man durch Subtraction: 

0 = Q,(m —1, 7) —Q,(m—4, n) + (a—9) P(m—1, 2), 

und wenn m-+-1 für 7; gesetzt wird, so hat man: 
pe (m, n) — q, (m, n) 
EL. 


a 
a-—a 
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1, O(m, 2) = 
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Eine ühnliche Formel betrifft Combinationsclassen, welche bei unbeding- 
ter Wiederholbarkeit aus deu Elementen gewisser Scalen gebildet sind. 


^ 4 a 
Wird nemlich unter (7, 4) die Scale 2, wenn das Element a aus ihr ge- 
stofsen ist, verstanden und unter (x, ¢) die Scale 2? nach Wegwerfung des 
€ : 
Elementes @ aus ihr, so hat man bekanntlich: 
+ ra ri r41 Tí ee 
C = CC a und 0 — Ci. 0 oa, 
C) (ma) m CO ($9 Q9 
und also auch: 


m r+ı rJ-i 
; C— C 
2 C ew AWN), (1, @) 
x FER " € ? 
(m) a—a 
P I SERRE 
e a a a” a 
Nun ist aber nach $. 113. offenbar ® (m, 1) = — + ~~ = =, und 
a—a a—a a—a 
m-ı 6 ones EN OTRA CRE I à f 
r cQ" +a" a + a, a* Hart 93... . Lai, 07? -- a", und wird diese 
o 1 
^ ^ 4 an — ar 
aus 72 Gliedern bestehende Reihe summirt, so hat man ebenfalls —— 
a — @ 


zur Summe, und es ist also zunächst: Q(m,1) = C , welches der obigen 
Q) 


Behauptung im $. 113. gemiifsist. Und nun dienen die Formeln (1. und 2.) 
zur Fortsetzung des Beweises. Da nemlich die Scalen (2, 2) und (2, 1) 
ebenfalls nur zwei Elemente und also nicht mehr als die Scale (1) — à, à 
enthalten, so hat man, weil Q(r, 1) = C ist, 
0) 
auch Q,(7,2)— C und ®,(m,?)=C. 
(2, 2) (2,1) 


Daher ist nach der Formel (1.): (m, 2) = quin ku Uu) cs EEE 


| a —« a—a 
welcher Ausdruck nach Formel (2.) — C ist; man hat also auch 
9(n,2) = C. 
Der Fortgang ist so einfach, dafs man die Richtigkeit der Behauptung: 
Q (m, n) — m schon ganz übersieht. Aus dieser Gleichung kónnte man 
auch schon schlielsen, dafs @ (2, 7) — 1 sein werde, weil € —1 ist, und 
EO 


und dafs Q (7,7) — 0 sein werde, wenn 7» «2 nz angenommen wird. 
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| . § 115. : 
Um nun die Richtigkeit dieser letzten Behauptungen ganz ins Klare 
zu setzen, bemerken wir, dafs für den Fall » — 7» das vorhin gefundene 
Resultat benutzt werden darf, und daís also namentlich 


O(n, n—1) = ¢= a+a+a....ta sei, 
oder einfacher Q(n,n—1) — (n —1). Wird nun unter (2, &) wieder die 


Scale (aba....+a....+a) nach Auslöschung des Elementes a in ihr 
verstanden, so haben wir also auch, weil die Scale (2, «) nicht mehr Ele- 
mente enthält, als die Scale (n — 1): 
a (2,7) = (n,e) und ©, (2,2) = (7, €). 
Da nun aber (7,4) = (n)— a und (7,6) = (n) m ist, so haben wir 
Q, (n, n») — QO, (n, n) = a— a, und da nach $. 114. Formel (1.) 
pistor bm ud 
a — «a 


ist, so ist also auch offenbar ' 


Q(n, n) = = +1. 
aG-——3 
Um nun noch schliefslich zu beweisen, dafs © (m, ») — 0 sei, wenn m<n 
genommen wird, dient die Formel: 


Q(m+1,n-+1) = Q(m,n)+ a. O(m, n-- 1). 


Setzen wir in derselben 77 = z, so haben wir 
n+ı 
Q (n 4-1, n +1) = O(n,n) + a.O(, n4- 1), 


712-1 
und da Q(», n) = Q (n -F 1, n -- 1) — 1 ist, so hat man a . (n, 2 ]- 1) — 0, 
und also O(n, n-]-1) — 0. Setzen wir nun aber in der Formel 


Q (m +1, 2) = O(m, n—1) 4- a. (m, n) die Zahl 7 = 7n +2, 


so haben wir O(77-+ 1, m+ 2) = Q (m, m +1) + a O(m, m --2), so ist 
nach' dem so eben Gefundenen ( (m + 1, 7m 4- 2) = Q (m, m +1) — 0, und 
also O (m, m 4-2) — 0. Wird weiter n — (m +3, m+ 4, etc.) gesetzt, so 
findet man (m, m--3) —0, O (m, m-]-4) —O0 etc., und es ist also allgemein 
Q (m, m 4- k) — 0, wenn k eine positive ganze Zahl bedeutet, welche > O ist. 

In Anwendung dieses nun vollstándig bewiesenen sehr fruchtbaren com- 


binatorischen Theorems können die mehreren im Werke vorkommenden Com- 
49 * : 
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binationsclassen augenblicklich in analytische Ausdrücke umgesetzt werden. 
Wer also, aus was immer für Gründen, die Einmischung combinatorischer 
Begriffe meidet, kann davon Gebrauch machen für den genannten Zweck; 
er wird sich aber bald überzeugen, dafs die geforderte Rechnung mit be- : 
stimmten Zahlen dadurch nicht erleichtert, sondern umgekehrt erschwert 
wird. Wir machen aber von dem Theoreme einen andern Gebrauch. 
$. 116. | 

Wenn man die Scale (n) = (a, a, a, ar: ES um ein Element - MITT 

vermehrt, so ist also, nach dem so eben Bewiesenen: 
| O(m,n+1) = 0, 

wenn 7? nur nicht grófser als 7 ist, und man hat also: 


1 & n , 
an am a” a” pU 


5 + —.ot- — + > = —u— .. 
Y(n+1) wt) v (n-]-1) V (n +1) X (n+41) 
Wird das letzte Glied von seinem Nenner. befreit, und bemerkt, dafs 
ni 4-1 . a ei n 
vi) . (@—a)(2—a).. . (x — EPI aci) Cin 2 c Mer. 


v (n-Hi) i: —a).: Vice a Toe d Te beers Ga) 
und also nach Aufhebung des SD ae Factor z—& im Zähler 
(ee ee) e Go Yn a). =); 
(a—a)(a—a)....@—@) (@— a). an | 
Ausdruck mit —X bezeichnet werden mag, so hat man die folgende 
ziemlich einfache Gleichung: 


Kor LX. an tek hs Nor T 


Die Grófsen X, X, X etc. sind in ähnlicher Art gebildet, wie die Größe X 
und es ist z.B. 


und Nenner = — ist, welcher 


RER (ea) (a a)... (aa), 
(Nat TRES | 
Man mufs aber nicht vergessen, dafs die cm Gleichung nur dann 
ihre Richtigkeit hat, wenn m nicht > 2 ito 
Die Größe X ist =1 für «=e und ist =0, pa a gleich 
einem von @ verschiedenen Elemente der Scale (7) — a, a, a, os equ) Ita 
$. 117. 


Wenn eine Function von « eine rationale ganze von geschlossener 
Form ist, und dieselbe unter der Form: 
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| fr = A+ det Ag... + Aa... + AD’, 
welche vom nten Grade ist, dargestellt werden kann, so kann man den 
arithmetischen Ausdruck dieser Function finden, wenn man zu 2+1 ver- 


schiedenen Werthen von x, welche in der Scale (7) — a, a, a, "T a ent 
halten sind, die zugehórigen Werthe der Function fx kennt. 

. Man könnte ja auch für x in dem für fx aufgestellten Ausdrucke 
nach einander die in der Scale (7) enthaltenen: Elemente als Werthe sub- 
stituiren, und fände dann (7+ 1) Gleichungen des ersten Grades, woraus 


die eben so vielen unbekannten Coéfficienten 4, A, A, wee. À sicher be- 
rechnet werden künnten, da die für x substituirten Werthe der Annahme 
gemäls sämmtlich verschieden von einander sind und also keine identische 
Gleichungen vorkommen. Ein solche Gleichung würe z. B. 
a 1€ @ Be n c 
fa=A+t Am da... Ha... HA 
Man gelangt aber ungleich raseher zum gesuchten Ausdrucke für fx, wenn 
man die vorstehende Gleichung mit x multiplicirt, dann für & die aufein- 
ander folgenden Werthe & = 0, 1, 2, ... . . 7 setzt und die entstehenden 
einzelnen Gleichungen addirt. Dadurch erhält man: 
Cane a 1 ae fe a © % ae 
$ Xfa = ASX+A,.SXa....+A.SXar...,.+A,SXa, 
wenn sich das Summezeichen S auf die Veränderlichkeit von «, nach der 
Bedingung & nicht >n, bezieht. In Anwendung des im $. 116. bewiese- 
nem Satzes hat man also: 


Sx. foc — AA Ax? Mu d VE x", 
oder einfacher: 

P X. jo x. Jub DOM EN E fo... p X. fa. 
Wollte man diesen Ausdruck nach Potenzen von x entwickeln, welches 
aber unnóthig ist, so würde er unter die im Anfange für fx gewühlte Form 
fallen und eine Form des nten Grades sein. 

' Wenn die Function fx nicht in einor Form des zten Grades darge- 
stellt werden kann, sondern eine Form eines noch hóheren Grades ist, 
oder gar ins Unendliche fortgeht, oder endlich gar nicht einmal den ge- 
wählten einfachen Fortschritt nach Potenzen von x haben kann und 
gleichwohl nur (7-+ 1) Werthe der Function bekannt sind, so ist der auf 
die vorige Weise gefundene Ausdruck für fx unrichtig oder nur nüherungs- 
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weise richtig. In diesem Falle sinkt die Formel zu einer Interpolations- 
formel herab und Lagrange hat dieselbe auch als solche zuerst gefun- 
den, aber auf ganz andere Weise, wie hier gelehrt worden ist. 

Zusatz. Die im $. 108. gefundene Formel (3.) kônnte man aus 
der so eben gefundenen allgemeineren ohne Mühe herleiten. 

$. 118. 

Der im $. 117. für fx gefundene Ausdruck ist für den Gebrauch 
sehr bequem, wenn die Zahl 7, welche den Grad der Form für fx be- 
stimmt, keine sehr grofse ganze Zahl ist; ist diese Zahl aber grofs, oder 
ist sie vollends unendlich, so ist die Form des Ausdrucks unbequem, denn 
er hat nicht nur (74-1) Glieder, sondern jedes Glied besteht auch aus 
(n--1) Factoren, und wenn also ? ins Unendliche fortgeht, so ist auch 
jedes Glied ein Product von unendlich vielen Factoren, und der Aus- 
druck für diesen Fall völlig unbrauchbar. Es kann aber aus dem Theo- 
reme des $. 113. eine Folgerung gezogen werden, die uns in den Stand 
setzt, einen neuen Ausdruck für eine Function zu Suse welcher den ge- 
nannten Übelstand nicht hat. 

Es bezeichne Ox eine Form des zten Grades (rationale ganze Funo- 
tion) und es sei etwa: 

Oa = Av dat ds dor, 


n 


so kann der Au SERE Lu a MIT Ni dis a + — ga site I2 = leicht auf einen 
»" n Vn 
einfachen Ausdruck seines ET music s esate werden.  Substituirt 


. e ce . H 2 
man nemlich im Ausdrucke für Qa statt x der Reihe nach a, a, a, etc. 


n 
bis a, so erhält man: 


1 1 1 
A, o +... + — 
n wr wn 
ace LI TD =| 
doge 5 
+4. (++ =.) 
\yn yn wn 
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und da nach $. 115. die eingeklammerten Ausdrücke einzeln — O sind, 
und nur der letzte eingeklammerte Ausdruck — 1 ist, so hat man also: 


1 2 @ 1 
Pa Da a a ; 
ent eh eer Es... tel 
yn yn wn yn wn 


Hingegen ist der Ausdruck auf der linken Seite — 0, wenn ®x eine ra- 
tionale ganze Function ist, deren Grad «7 ist. 

Ist also z.B. Dx — A(x —p)(x—9)(a—r)....» und ist die Menge 
‘der Factoren x—p, x— 9, x—r, etc. — n, so ist die gesuchte Summe 
= 4, und wenn diese Menge «C7 ist, so ist die Summe — 0, obgleich 
p, 9, r etc. beliebige Werthe haben. Ist aber die Menge der Factoren 
a — p, x — 9, x —r, etc. >n, dann werden auch die Zahlen p, 9, r, etc. 
. auf den Betrag der Summe Einflufs haben. 
$. 119. 


145 097-3 a 
Es seien à, a, a, a,.... 0, .... mehrere aufeinander folgende und 


etwa nach ihrer steigenden Grófse geordnete Werthe einer veränderlichen 
Grölse z, und eine Function dieser Grófse z, welche durch © (x + z) im All- 
gemeinen bezeichnet sein mag, habe die jenen Werthen von z entsprechenden 


Werthe 4, u, u, u, P " ...., deren es also eben so viele giebt, so ist 
Q (wo) =u, D(x- a) — u, Q(o4-2) = u, O(wta) =u, . . .. allgemein 
© (a +a) — u. Nehmen wir nun für (x + 2) die folgende Form an: 

Y. QO(e+z) — 4 d (z—c) +4 (z—2)(z—2) --4 (z—0)(z—a)(z—a) + ete. 
so sind die Coéfficienten A, A A etc. die einzigen noch unbekannten Gró- 


kd . . 1 2 
fsen. Bezeichnen wir aber die Producte der Factoren z2— a, z—a, z— a, 
etc. auf ühnliche Art, wie die Facultüten, mit 


Isle] = (s—2)(s—2)(s—2)....(z—2a), 
so nemlich, dafs auch [ele] = 1 und [z|¢] — x— a ist, so haben wir: 
Q(x--2z) = $4 .[z|a]. Ard 
Unter der Voraussetzung aber, dals die unbekannten Coéfficienten A, 4, 
4, A, etc. von z unabhängig sind, können dieselben gefunden werden. 


. Setzt man nemlich, um allgemein den Coéfficienten Am finden, a fiir 2, 
so fallen in der für ®(x + z) angenommenen Reihe alle Glieder weg, welche 


auf das Glied 4. [le] folgen, weil sie den Factor z—e=0—0= ent- 
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halten. Man hat also: 

O(a-+s) = SA. [sla] für xi» 
Dieser Ausdruck ist in Hinsicht auf z offenbar eine rationale ganze] Function 
des nten Grades; auch gilt diese Gleichung für alle dem Werthe a vorher- 
gehende Werthe von z, und da der Coëfficient der höchsten oder ztenPo- . 
tenz von z in diesem Ausdrucke = 4 ist, so hat man also in Anwendung 
des im $. 118. bewiesenen Lehrsatzes: 


BE: E i peg pue 
Un wn Wn wn wn 


wodurch also allgemein der Coéfficient A bekannt geworden ist; die als 
Nenner vorkommenden Grófsen 4 haben aber denselben Bau und dieselbe 
Bedeutung wie im $. 113. Der Coéfficient A wird aus der Gleichung (1.) 
gefunden, wenn man z— a setzt, wodurch man erhült; 
A m (edd) =u, 

Der Ausdruek 4 ist eine von der Function u = ® (x + a) abgeleitete Func- . 
tion von x, welche daher durch D'u bezeichnet sein mag, wobei dann 
aber z die Ordnungszahl ist, und also D” nicht etwa als eine Potenz, wo- 
mit 4 multiplicirt werden solle, zu Hin ist. In, Anwendung dieser 
Bezeichnung haben wir also 


3. Pet) = u + D'u. lef e DP, [sla] + D'u. ER und 


LTD y Sa u ous pic RAS 

wn wn Wn yn vu 
Der Ausdruck (3.) kann nun offenbar, wenn es nüthig ist, selbst ins Un- 
endliche fortgesetzt werden, wenn nur die Reihe der Bedingungen, welche 
auf die Bestimmung der Function Einflufs haben müssen, ebenfalls ins Un- 
endliche fortgeht. Dieses Entwickelungstheorem ist das allgemeinste, was 
die Analysis je aufstellte; denn die gewóbnlichen Theoreme, welche für 
die Entwickelungen der Functionen in Anspruch genommen werden, er- 

scheinen nur als besondere vor dem geg genwürtigen allgemeineren. 
§ 120, 

| Die Rate der Derivirten (derivirten Function) D" uy welche 
das Deriviren heifsen kann, geschieht nach der im $. 119. aufgestellten ' 
Formel (4.), diese Ermittelung ist dann independent ; aber das Deriviren 
kann auch ein recurrirendes sein. Um nun dazu die Regel zu finden, 
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stellen wir fest, dafs unter Du immer ein dem Ausdrucke .D'u ähnlich 
. gebildeter sei, den man aus diesem schon dadurch findet, dals man die 
im Ausdrucke D'u vorkommenden Elemente jedes mit dem nächst folgen- 


I 2 I 3 2 
den vertauscht, und also setzt a für a, à für c, a für o, u. s. w. 


. Die Grófsen x» erhalten dadurch ebenfalls eine Abänderung, sie ent- 
halten nemlich nach einer solchen Veränderung das Element c nicht 


mehr, hingegen tritt das Element a in sie hinein, ohne dafs es jedoch an 
die Stelle des hinausgetretenen Elements @ käme. Geht etwa pn da- 
durch über & bon, so ist offenbar (a —a) . sb, n — (2 +1) für Jedes «, 
welches «77; und eben so auch UP e pe p(n + 1). 


t 


H LL eo X - . aa 
Die Ausdrücke für D'u und D'u gehen aber, wenn nur — —— 


& ni 1 1 
: 1 PAD it 1 ac 7 : : An rto 
für ——, und = fur —— gesetzt wird, über in die folgenden; 
yn , y (Q 4-1) vis : des 
De en —_ REM ARN u a. Du, 
vy(n-d-1)  wv(4-1) w (n+ 1) 
ATI nbi 741i 
uite au au a.u ro 


a DE u, 


Ge Mangel e REM NOCT 7 

Val) Bat) ati) 
Wird also die zweite Gleichung von der ersten subtrahirt, so hat man 
die folgende einfache Formel: si 

Dre en E. 
(a —— a 

Um also von einer Derivirten (Derivate) D'u zur nächst höheren D""u 
aufzusteigen, vertausche man jedes in der gegebenen Derivate 
vorkommende Element mit dem nächst folgenden, vom ver- 
ünderten Ausdrucke subtrahire man den gegebenen und di- 
vidire den Rest durch den Unterschied der beiden äufsersten 
Elemente, welche im Reste vorkommen. 


Mit jeder neuen Derivation findet man also in der Reihe 
Q(x--z) =SD'u. [z]e] 
ein neues oder späteres Glied; aber mit jedem solchen Schritte kommt 
auch ein neues Element in Rechnung und macht sich also auch eine neue - 


Bedingung für die Bestimmung der Function geltend. 
Crelle’s Journal d. M. VI. Bd. 4. Hft. 50 
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$. "121: 
. y. k n 
Wenn in der Elementenreihe a, a, 4 ....@,.... Qe n 


einige erste Elemente unbenutzt bleiben, so hat man nicht nöthig, die 


k 
Folge der übrigen abzuündern. Soll etwa das Element « als das erste 


betrachtet werden, so tritt es in den vorigen Formeln an die Stelle 
k kp oC 
des Elementes c; überhaupt treten dann die Elemente a, a, a, etc. 


an die Stelle der Elemente a, a, a, etc. Dadurch geht allgemein D°u 


k = 
über in D°u, und es bezeichnet dann D*u einen Ausdruck, welchen man 
“erhält, wenn man jede Zeigezahl der im Ausdrucke D'u vorkommenden 


Elemente um % erhöhet. Eben so bedeutet dann [z]a i dafs man die 


Zeigezahl eines Jeden in [ala] vorkommenden Elementes um £ erhöhen 
soll. Man hat fle noch allgemeiner: 


Q(x4-z) —u-rD' jl [à] + Du. PL Du. [alé] ete. — S D" u., [ele]. 
Da nun A eine beliebige ganze Zahl ist, so kann man also (x +2) auf 
beliebig viele sich ähnliche Arten entwickeln. Diese au: Dar- 
stellung ist oft nothwendig. 

Ist nun ©‘ Gare) eine zweite Function und wird MW. aa, 


(0% Go) == v, Q' (ac + a) um v, etc. und allgemein ®‘ (œ+ a) — geretat, 
so hat man also auch: 

O (x-Fz)-v-rD'v. [z|a] + Dv. [z|c] + Dv. [sla] + ete. = S D*v, [|a], 
und das Product der beiden Functionen Q(x--z) und Q'(x-Lz) ist nun 
offenbar: s us 
Q(x-1-z).D'(x4-z) 2 uv4- D'(uv).[z|a] J- D' (uv). [z| a] J- ete. = 9 D'(uv).[z|a}. 
Dieses Product läfst sich aber auch durch wirkliche Multiplication der 
Reihe für ®’(x +) mit einer Reihe für O(a-+<) finden; soll das Pro- 
duct aber in der That dieselbe Form erhalten mit dem vorstehenden, so 
darf fiir @(x +2) nicht immer dieselbe Entwickelung gebraucht werden, 


d.h. es mufs & für jedes neue Glied des Multiplicators S D°v.[zla] einen 
anderen und zwar mit der Zeigezahl des Gliedes übereinstimmenden Werth 
erhalten. Hiernach hat man noch: 


(4-2. O (4-3) = 8 (Dv. [so] D^ 2. [3]4]] 


a B 
und da [z|a]. [z|a] — [sa | für a+ B — y ist, so stimmen offenbar die 


* 
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Reihen für das Product (b (x -- 2). 0" (x +2) in der Form vüllis zusammen. 
Man hat also allgemein: 

D'(u.v) = $D'v.D'u cond. (a+ 8 =r). 
Nach dieser einfachen Formel kann die Derivate eines Productes u.v aus 
den Derivaten der Factoren uv und v des Productes hergeleitet werden. 
Die ersten Glieder dieses Ausdrucks sind: 

D'(u.v) = D'u-ED*v.D"u + Dv. Du + Dv. Du + ete. 
Noch einfacher ist die Formel, nach welcher man die Derivaten eines 
mehrbliedrigen Ausdrucks findet. Man hat nemlich: 

D' (u--v) = D'u + D'v. 
Der Beweis dieser Formel wird, da die Wahrheit am Tage liegt, der 
Kürze wegen übergangen. 


6.422: | 
Um ein einfaches Beispiel des Gebrauches der behandelten Ent- 
wickelungsmethode zu geben, legen wir uns die Entwickeluug der Func- 


tion (x--z) vor. Hier ist Ox — x" und u —(x--a)'. Man hat also: 


(x-d-z) = u + D'u. [ze] + Du. [sja] TD u.[zle] + etc. 

und es findet sich allgemein: 

DRE qp otii oo e (ba) 

wn wn wn Vn 

Die für (« +)” angegebene Reihe bricht ab, wenn 7 eine positive ganze 
Zahl ist. Um dieses zu beweisen, bemerken wir, dafs nach $. 113. der 
Ausdruck ES on > am m-n 
Spies ae DU Mamet eere o 
wn wn wn wm (Q1) ' 
ist, wenn als Scale bei der combinatorischen Operation dient 


1 2 n 
(La anno) 

Wird nun im Ausdrucke jedes Element um x vermehrt, so behalten die 
. Nenner Y im Ausdrucke die vorigen Werthe, weil sie nur Unterschiede 
der Elemente enthalten. Man hat also 

D'u = D'(x+0) =. C, 
wenn die Scale (2) = (x 4- a, aa, + à, wees ata ) statt der vorigen 
gebraucht wird. Dieser Ausdruck ist aber offenbar — 0, wenn ™ eine 
positive ganze Zahl ist, welche «2». Man hat also in Anwendung dieser 

50* 
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Scale ‘der geschlossenen Ausdruck: 


TINO LE le S se e teen 
(a) 
und die Scale («) ist dann eine in Hinsicht auf die Menge ihrer Elemente 
veränderliche, nemlich (o) = (x + 2, x + d, + d, 4é.X-d-a). Es würde 


hier zu weit führen, von den Fällen ausführlicher zu handeln, in welchen 
m keine positive ganze Zahl ist. 


Fünfter Abschnitt. | 

Besondere Entwickelungsmethoden für @(x+2) 

$. 123. | 
Die vorhin entwickelte Methode, eine Function (x + z) durch eine 
Reihe auszudrücken, ist so allgemein, dafs ihre Allgemeinheit in vielen 
Fallen überflüssig ist. Die Elemente a, a, a, etc. konnten willkürlich, ohne 
allen Zusammenhang, gewählte Grôfsen sein; nur war. vorausgesetzt, 
 daís keine gleiche unter ihnen vorkämen; und wozu sollte auch die 
Wiederholung einer Bedingung in der Bestimmung einer Function dienen. 


Nehmen wir jetzt an, dafs a =0, a=k, a= 2k, a= 3k, etc. und 
allgemein a=uk sei , so verwandeln sich die Producte le] in Facultä- 
ten, nemlich es ist nun [ele] — [z, k] = «(«—4)(«— 2 B)... .(s—ak +). 
Ferner ist nun Q(x +- a) = x -]-a) — u-(x und also Du = D'Or. 
Man hat also zunächst: i 

Det) — Qa +D'Qx. [sk] J-D*Q [ss E] + Dar [s]... = SD Dass hh 
Weiter hat man u — Q(x-l-2k), und zur Specialisirung von D’ Ox ist es 


nun erforderlich, die in seinem Ausdrucke vorkommenden Nenner  nä- 
her zu betrachten. | 


Es ist aber nun 
r r o r 1 Ld 7-1 r rdi r » 
Wn = (a—a)(a—a) oo... (a — a)(a— a )ie ee .(a—a), 
und da ¢—a = rk—nk (r—n)k = —(n—r)k ist, so hat man offenbar: 


Wn = aay Kr (n—r)’, 
und es ist also: 
D' Ox = SD eee cond. (« 4- à — a). 


k'o? p 
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Schafft man in diesem Ausdrucke die Nenner fort, so hat man also: 
n 1 8 
D'Qx = x $(— 0^ [n] 6c +ak) cond, (a + B = n). 
. A? 
Die Reeursionsformel ist nun einfacher die folgende: 


ndi D' PH) — D* px 
AU (n +1) k 
Wird nun der Ausdruck (D"@ x).(k".n’) mit A°@x bezeichnet , und die 
nte UPC der Function Qx genannt, ER hat man: 


A'Qx = sciri. Q(x d- ak), 


und die Recursionsformel wird nun ebenfalls einfacher: 

AP 0a = AO@+h—L oa; 
also auch A@x=Q(x-+h)—Qx. Wird nun etwa yx — x gesetzt, so 
ist also Ar=Axz=x(e th) —xe—=x+k—x—=k. Man wird also 
nun der Gleichmälsigkeit wegen auch Ax für setzen. Dadurch erhält 
man also: 


A 1 A? 9 à 
1. O(w-+2) = Ga +O Sor Ar [s Aw]... = SLE, Fe, Au, 
1? 23 


2. Aor = S(—1Y [2] 9@+ 2A) cond. (a 4- B = 7), 
P$ 
3. A" Qro AQ Ax) — A Qa. 
Die im $. 121. gefundene Formel heilst nun: 
4 AN(Qm. pax) = S[n]A*Qx. APb(etadx) cond. (a +B — n). 


Zusatz. Hätte man a — 0, a==—k, a= —2k, etc. und allge- 
mein @==—Ak gesetzt, und hätte man dann statt des Zeichens A das 
Zeichen V genommen, so hatte man die folgenden Formeln erhalten: 

1. Q (ac +2) == SEE. [s, —vz], 
BN V Ox — st-tYtnjote va cond, (a -4- d — n), 
3. V"Qr-—V Qx —V" Q(r—V x), 
V'(Px.Vx) = S[a]V “9a V (x —a Var cond. (4 ++ 2 =n). 
$. 124. 


Die beiden für (x ++) angegebenen Reihen gehen nun zwar ins 
Unendliche fort, aber sie brechen unter gewissen Umständen dennoch ab. 
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Wenn nemlich z ein Vielfaches von -Ax oder von —V x ist, so hat man 


DixtnAzx)= 8 [n]A'Qx = S [n] A* Qa cond. (« -]- Q — n), 


O(a —nV x) = S(—1)" [n] V" Ox = S(—1)" In] v^ x» cond. (a T B zz n). 


Aufserdem können die Differenzen A" Qa und ‘SOx von einem gewissen 
Gliede an einzeln — O0 sein, und dann brechen die Reihen ebenfalls ab, 
obgleich z kein Vielfaches yon Ax oder von —V «x ist. 

Der im $. 113. behandelte, oder noch etwas allgemeinere yu. 
für D'(x + 0)” im $. 122. geht nun, wenn a —0 und a= eA gesetzt 


wird, über in C für die Scale: 
(m) 
(n) =.2,,2- Ars RA xus T 
Wird x == 0 gesetzt, so hat man also 


DER Maie e für die Scale (2) 20, 1,2,3,....n, 
für x = 0 n) 


und da A'x"= Aa". n'. D'x” ist, so hat man 
SL E rp fn p E uj nm eC TE 
- für x —0 (Q0) . 
wenn 7"f einen F acultäten - Coéfficienten , wie früher, bezeichnet. Man 
hat also: AE 
Ag" = scu. «es nf) cond, (at Ben 


für x=—0 und Ax=1 


$. 125. 
Wenn man den Ausdruck ®(x +2) = S -— = IT Sik Az] nach Po- 
tenzen von z entwickeln will, so hat man also nur die in Een Gliede vor- 


kommenden Facultiiten zu entwickeln, denn der Factor LE enthalt them 


Gröfse z nicht. Nun ist aber A 
| [5 Ax] = Sf. g7P, (— A^ a, 
und wird dieser Ausdruck substituirt, so erhält man: 
) 8—a 
Pat) = SA avt, LE, (sy. 


Nun ist aber t7/= 0, wenn « << Q ist; daher jns man sogleich «+f : 
für « setzen, und erhält dadurch: i | 


O(a--z) = SAM Oe thf —- — 1), 


aa IT (C 
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Dieser nach Potenzen von z fortschreitende Ausdruck kann nun einfacher 


unter 
1. O(r+z) = 


vorgestellt werden, und die in dieser us ch Coëfficienten 4 
haben dann folgenden Ausdruck: 


A= S(-iy FE n 


"f. eg 


Er erscheint ein wenig einfacher, wenn man ihn mit r'.Ax" multiplicirt; 
dadurch erhält man: 
9. a dl Not = S(—1#[r] rt AUT Ox, 

Setzt man r — 1, so hat man also noch: 

© (p ac 

SS Ax = S(—1}) Ae . 
In Anwendung dieser Reihen, welche aber leider selten gehörig conver- 
giren, könnte oder müfste man die Coéfficienten 4, A, A ete. berechnen, 
wenn man die Function Q(x--z) nach steigenden Potenzen von + ent- 
wickeln wollte. Wenn man den Ausdruck einer Function nicht kennt, 
sondern ihn erst nach gegebenen Bedingungen, wie im §. 119. gezeigt 
worden ist, zu ermitteln hat, so bleibt auch im Grunde kein anderes Mit- 
tel, als der Gebrauch dieser Reihen, für die Berechnung der Coéfficienten 


A, A, A ete. ubrig. 
$. 126. 
| I 2 8 
Unter der Voraussetzung, dafs die Coéfficienten 4, 4, 4 etc. be- 
rechnet sind, karn man auch die Größe A”@x nach TE von Ax 
entwickeln. Da man nemlich, wenn der Reihe nach OAx, 1Ax, 2Ax, 
etc. für z gesetzt wird, allgemein erhält: 
Oat vida) = 8 À, v. Ax! 
B " 
und A"Qx = S(—1)’ [r]P(x+aAx) cond.(a-+ß=n) ist, so er- 
X wb 
hält man durch Substitution: 
y 


a syl a... Ax! cond.(«--Q — y). 


B® m-n n 
Nun ist aber allgemein S(— $ [2| a^ = n'."f, also hat man einfacher: 
PR 
yz" Y 
- Z^0x LI OAQPÉ DX. A: 


Nun ist aber = 0, so lange y <7 ist; daher kann sogleich y +7 für 
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y geschrieben werden, wodurch man erhält: 


y ny. | 

| Vox = (Sf. A. Ax), n°. 

Die ersten Glieder dieser Reihe sind nun aber offenbar die folgenden: 
n 1 n+ı 29. n2 i 
A'Qx = PUB nod nene SE 

oder es ist: | 

1 Ly nae en p. E 2» A _n ny vie -n AN 3 

alte ich PEN T. x + fA Ast + e x? + etc. 
Wenn man also die Ausdrücke Lez, $5 ze = SEE; etc. in Acte 
hen entwickelte, welche nach Segen TEE Potenzen von Ax fortgehen, so 


würden die Coëfficienten 4, 4, A, ete, die Anfangsglieder dieser Reihen 


sein, und man könnte sie dann in der Reihe Q (x + 2) — S 4. z^ substi- 
tuiren. Nun zeigt sich aber bald, dafs es nicht einmal nöthig ist, die 


: 1 3 «- S ¢ eg 
Grölsen TEE : E IE; ÿ 37 E uus etc. vollständig in Reihen zu ver- 


wandeln, sondern dafs die Kenntnifs des Anfangsgliedes der ersten Reihe 


hinreicht, um das Anfangsglied der zweiten, aus diesem dann das der drit- 
ten Reibe u. s. w. zu finden. Diese Árt der Herleitung oder Derivation 


der Grüfse 4 aus 4 oder Qx, der Grófse A aus A, der Grüfse 4 aus À, 
u. S. w. ist also für die Theorie der Entwiekelung von Wichtigkeit; sie . 
heifst Differentiiren.  Bezeichnet man das Anfangsglied der höheren 
Differenz A"Qx einer Function Qx mit 9^Qx, so hat man also für das 
nte Differential von Ox: 

oO Qa: = 7% Axt n. 
Sieht man nun selbst x als eine Function an, so ist das Anfangsglied der 
Reihe für ^x offenbar wieder = Ax, so lange A; unentwickelt bleibt,’ 
und man hat also auch 0x = Az. Kann und mufs aber Ax wieder 
nach Potenzen der Differenz einer anderen veränderlichen Größe ent- 
wickelt werden, so ist offenbar öx nur das Anfangsglied der dadurch er- 
haltenen Reihe. Man thut daher wohl, für alle Fälle in der Formel 


* 


O80 of cni p Ax” statt Ax zu setzen Ox, obgleich es unnöthig wäre, 
wenn Ax unentwickelt bleibt. Man hat also: 

1 o"yx ^ 

mamma st 


und wenn dieser Werth substituirt wird, so hat man die beiden Reihen: 
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Pix +2) = S ue und 


“Oz = 8 [2]-^. se «ANTO, 

Zusatz Wire z= Qx und r— dv, und hätte man gefunden 
Az= A. Ax+B.Ax etc, wie auch Ax —aAv-LF-54A27 -- ete, so 
hatte man offenbar für Az auch eine Reihe von der Form 

Az = Aa.Au+P,.Ar + Q. Av? -- etc., 
und also, wenn Av unentwickelt bleibt, offenbar dz — 4.6. v, wie auch 
Ozg—..0x. Hütte man Oz —.4. Ax gesetzt, also ^x nicht in dx verwan- 
delt, so würde man durch Substitution erhalten 0z a. Av-+-4d.Av*- ete., 
da doch 0z nur = 44a. v, d.h. dem Anfangsgliede der Differenz gleich 
sein soll. Daher kann die Versäumung der auch schon durch die Gleich- 


miilsigkeit veranlafsten Verwandlung von Ax in dx im Ausdrucke dö2— 
A. 4x zu Fehlern führen. 


127% 


Um nun noch zu zeigen, dafs man aus dem Anfangsgliede einer 


Differenzreihe das Anfangsglied der nächst höheren Differenzreihe finden 
könne, setzen wir 


Lx = SIE. A + P.Ax +0.Aa + etes 


die Grölsen u ; P, Q, eto. sind dann Functionen von x. Weil nun 
A? Ox =A" Q(x+Ax)—A' Qx ist, so mufs man in jedem Gliede der 
Reihe xLAzx für x setzen und vom also veränderten Gliede das Glied ' 
— selbst subtrahiren, oder in Zeichen: 

Aon = (ALP) Aar + AP. Aa AQ. Aa? + ete. 
Da nun aber 


^ O^" px 0 e E 


—— 


Az + A As + B Ax° + etc:, 


dx" Ox 
NI sf Ag + A'Aa + B Ax’ + ete, 
AQ = 20 Ax + d" Aa. BUAz3? + etc, 

etc. 


ist, so hat man offenbar, wenn diese Reihen substituirt werden: 
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392 28. Gudermann, Theorie der Potenzial - Functionen. 


ia 


d'arts x 4Ag + B Ax’ + etc. 
+22 Ag + 4 Ax + eto, 
+ CAT + etc. 

und da auch A"#pr= ÊTRE, A arn - EZ, Aa! 7 Aa + ete, ist, 


A Oz = 


so hat man "go 
ont Quo. Oa” 
Qa" 7 Ox ^ 


Diese Formel, welche auch einfacher 9" Qa = d(0"@x) ist, ist der Aus- 
druck der obigen Behauptung. Hat man also ein höheres Differential 0" Ox, 
so setze man in ihm æ+Ax für x, entwickele dasselbe nach Potenzen 
(steigenden) von Az, subtrahire von der Entwickelung 8"®x, und be- 
halte vom Reste nur das Glied, welches mit Ax multiplieirt ist, , vere . 
wandle dann Ax in 0x, so hat man 0"*' Q x. | 
Wie hieraus die bekannten Regeln des Differentiirens herzuleiten 
‚und wie man sich zu verhalten, wenn x wieder als Function einer neuen 
veründerlichen Grüfse anzusehen ist, mufs hier der Kürze wegen über- 
gangen werden. Darin stimmen auch die meisten Darstellungen der Dif- 
ferentialrechnung überein. Schliefslich wird bemerkt, dafs die im $. 125. 
gefundenen Reihen (2. und 3.) nun sind: 


FEL Ag — S(—iP[r] ef Ar und 


dar * 
B4 
oY Ag = KIT 


Q 
Ox 
Sowohl die Reihe fiir a Ax als auch die Reihe A’ @x=S mi of Aa, 
welche mit den Reihen | für {log(1+2)} und (e‘—1) Ähnlichkeit haben, 


behalten auch noch eine Bedeutung, wenn r eine negative ganze Zahl 
bezeichnet. 


§. 128. F 
Die Reihe P(x+z)=S FE E ist von jeher fast ausschliefslich 


benutzt worden, um Functionen zu entwickeln. Die beiden Reihen: 


Pe + 2) = Eu. Az] und 


Oe+s) = SSE. Is — V2, 
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in deren Mitte gleichsam die erste oder auch die Taylorsche Reihe fällt, 
hat man aber bis jetzt kaum anders als zur Interpolation benutzt. In vie- 
len Fällen ist gleichwohl ein nach Facultüten fortgehender Ausdruck fürs 
die Rechnung. in bestimmten Zahlen bequemer als ein nach Potenzen 
fortgehender. 

Um ein Beispiel zu geben, legen wir uns die Aufgabe der Ent- 
wickelung der Function JU in eine nach Facultäten von x fortgehende Reihe 
vor. Setzen wir Qx="f und Ax 1, so ist AQx =f xf. und da 
"nf xf +r. xf ist, so hat man 

A*f = s.j. 
Nehmen wir auf beiden Seiten der Gleichung die mte Differenz, so haben wir: 
Ann XI An (a of ). 
Da nun z.f ein Product aus x und xf ist, so haben wir, wenn die For- 
. mel (4.) des $. 123. gebraucht wird: 
Arf} = x. A" *f 4m. Am tH, 
und es ist also auch 
| Bir, Ar *f-bm.s ftf. 
Da aber allgemein. A’Y(a + Ax) "x AUC x ist, so hat man 
also auch A" if Anz! f + A” xf, und wenn dieser Ausdruck ge- - 
braucht wird, so hat man: | 
Amt s (x + m) An xf + m. Am, xf 
Diese Formel dient nun zur recurrirenden Berechnung der hôheren Diffe- 
renzen der sogenannten Facultäten - Coéfficienten. Aus dieser Formel kann 
eine Menge von Folgerungen gezogen werden, womit wir uns aber nicht 
aufhalten. Wir bemerken nur, dafs die Formel für «=O am einfachsten 
wird, nemlich: 
Zu em (OP ete 2°) für m0, 
Die Formel, welche zur independenten Berechnung der höheren Differen- 
ß 
zen dient, ist A"Qx = S(-N[m]P(e+aAx) cond. («4- Q zx m), 
. P 


und wenn Q(x + aAz) a= tof gesetzt wird, so hat man: 
r B r 
A" *f = S(—1)[m]*#"f cond. (« 4- 8 = m). 
a ru 
| 51* 
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Will man die Differenzen für x —0O haben, so dient die Formel 
E An sf = S(—1) pm]. 
B, 
mit der vorigen Bedingungsgleichung. Der Ausdruck kann aber noch sehr 


zusammengezogen werden, wenn man bemerkt, dafs f> 0, so lange die 
positive ganze Zahl «<r ist. Man kann daher sogleich «-]-r für x 
setzen, und hat also 


An *f = S(—1) mi JUf cond. (a 4- B. m—r). 


Für xzz0. 
$. 129. 
Um von diesen Akne nun Gebrauch zu machen, setzen wir in 
der Formel @(x + 2) = sf RE : =~ « [2 Aa] ebenfalls 9x = xf. Art 


x == 0, und dann x für =. Dadurch erhält man : 
fa Stan f} (el. 
Aber der fir f Cir m } im 6. 128. gefundene Ausdruck giebt zu exe | 


daß er — O0 sei, so lange m <r. In der für xf angegebenen Reihe fal- 
len also alle erste Glieder, für welche «<r ist, weg, und man kann also 


sogleich r nat a für « setzen, Führen wir für (ost Hj } das einfachere 


' Zeichen Qr ein, so haben wir also: 


i. *f — = ® re [ae = 
(ra) | 
und ae ee NE der unbekannten Coéfficienten dient dann die Formel: 


LA Gr = = S(— 1)" [rn 4- r i aii cond. (& -]- Q — m). 


Wenn r7» 0 ist, so ist auch noch oa 0, weil für r>0 auch rf — (0) ist. 


Wird diese Abünderung der Bezeichnung in die Recursionsformel einge- 
führt, so hat man: 


+ı m-+i m 

3 Qr=(m+r).f0 (r—1)+G(r—1)} 
Die Reehnung nach dieser Recursionsformel ist besonders bequem. In An- 
wendung derselben findet man leicht die folgenden allgemeinen Resultate : 


Qr 1.3.5.7... (2r—1) = =[1, —2] und Qrze1.2.3... r —[1, —1j=[r] 


und Pr=0, wenn mr ist. 
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es e uno Tm e + 342 : " E 
Für die übrigen Coéfficienten Qr, Qr, Qr, .... Qr lassen sich ähnliche, 
aber minder einfache Resultate finden. 
Die begonnene Rechnung giebt aber die folgenden bestimmten 
Resultate: 
1 


f— [x] 


= Melt cé 

RES 6 Iz]- 20[] + 15e) 

f= Walt sop] 210{-i+ 10512 

xf = 120[] + spe 2380[] J- 25201 + 945 [x] 


6 Ti 8 9 DE 
*f = 720 [x ] +7308 [x] +26432 [ar] 44100 [a] -34650 [a ] --10395[2 ] 
1) 3 9? : 10? 1125 775 

re. 8 10 11 12 
Als Probe für die Richtigkeit der Berechnung der Coéfficienten in diesen 
Ausdrücken dient die Formel: 

— or +-0r— Or... + (—1)"Qr....4- (—1iy Qr = (—1y. 
So ist z. D. | | 
—720-+-7308—26432-4-44100—346504-10395==(—1)=-++- 1==61803—61802. 


+2 \m c 
Zusatz. Setzt man (s ars) = $ "Rx°"t*, so findet man nach 


$. 109. allgemein Qr = [7m Arie", was leicht zu beweisen ist. 
$. 130. 

Die Anwendung der Reihe P(x-+2) = S 

schieht in ähnlicher Art, und man findet: 
| Vet xfs (e—m—1) V^ *f fem Vr sf, 

womit man fast eben so wie früher verführt, und ähnliche, obgleich von 
den vorigen verschiedene Ausdrücke erhält, mit deren Herleitung wir uns 
hier aber nicht aufhalten. Soviel erhellet im Allgemeinen aus dem Vor- 


Vox 


Set E SM) ge- 


hergehenden, dafs die Function «f eine rationale ganze Function von x 
des 2rten Grades ist. Weil aber die Form dieser Function nun bekannt 
geworden ist, so kann die im $. 117. für solche Functionen hergeleitete 
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allgemeine Formel zur Anwendung kommen, nemlich: 
x = S bu ga für « nicht > 7. 
Im vorliegenden Felle; wo Pr f die gesuchte Größe ist, hat man also z=?r. 
r+1 


r+2 
Setzen wir a=0, a=1, a =, A a=r; a=—1,a«=—, 
r+3 
Om. oe ale Er so hat man also Qa =" = 0, wenn « nicht >r 


und Q a= - und wenn diese Werthe substituirt werden, so findet man 3 


der Stelle: b i ie | 
xf ae (2110) (0129) (HP — 39... (ar) Zar a 
flf» (si Rol of n) 


cond. (« 4- B =r). 
Wollte man i nach Potenzen von x entwickeln, so ginge auch dieses an; 
wir aber wollen diese Entwickelung nur theilweise vornehmen und dem 
Ausdrucke die UNE Gestalt gehonsy 
xf = [z—1]. ("da’ dant dad AL + Aah 
weil bekannt ist, dafs der Ausdruck diese Gestalt haben kónne. Setzt 
man zur Einfachheit Wom (e—1] und Qc = "A xt cond. (« 4- =r), 


so hat man f= Wa. Ox, also ^d Af — (e+ 1). Q(x4- 1), und da 
xn fe ist, so hat man also: 


(xd 1)-0(x4-1) = (2). (02)  xGb2). (92). 
Nun ist aber (x +1) = ive und La = NT » also hat man, wenn 


diese Werthe substituirt werden, eine Gleichung > welche durch os divi- 

dirt die folgende ist: 
z(9(c-- AS a Mad ACE Jes T ME 

Werden hierin für Ex, O(a+ 1) und Q. x die Werthe substituirt, so erhält - 

man durch SN die folgende Ranrsipusioemel; 

Qr-m) "d nr d— (mia Dna. ay „tl-mtal "Ar. tLe dA}, 


(o1 (m+ı)? 
Die Rechnung nach dieser Formel ist UR ziemlich einfach, und durch - 


dieselbe sind die im 6. 85. aufgestellten Ausdrücke gefunden worden. 
Manche sonst bemerkenswerthe Beziehung hat hier übergangen wer- 
den müssen, weil der der Theorie der Potenzial- Functionen beizufügende 


Anhang ohnehin schon den beabsichtigten Umfang überschritten hat. 
(Ende. Die hierzu gehörigen Tabellen im nächsten Bande.) 


REEL EN ER seen comen mn ne 


* 
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29. 


De functionibus ellipticis commentatio. altera. 
(Auct. C. G. J. Jacobi, prof. math. Regiom. ) 


De summis serierum functionum ellipticarum, quarum 
argumenta seriem arihmeticam constituunt, 


P roponemus in sequentibus formulas quasdam elementares circa summas 
functionum ellipticarum, quarum argumenta seriem arithmeticam consti- 
tuunt. Quae cum in alii quaestionibus usui esse possunt, tum summa 
facilitate formulas generales de functionum ellipticarum | transformatione 
suppeditant. | | 

Proficiscor a formula nota de additione integralium ellipticorum, 
quae ad secundam speciem pertinent: 

‘1. E(a)+ E(u) — E(a-]-u) = k° sin am (e) sin am(u) sin am (u + a), 
in qua e notatione in commentatione priore de functionibus ellipticis proposita : 
-E(u) = f ^'amQ). Ou. 

Scribamus in formula (1.) pa loco a, unde illa fit: 

E(pa) + E(u) — E(u +pa) = 4 sin am(pa) sin am(u) sin am (u -]- p o); 
atque posito successive u, u+a, u+2a, .... u+(r—1)a loco u, sum- 
mationem instituamus. Designata generaliter per =) F(u) summa 

Zr Fu) = F(u) + F(u+a)+ F(u4-22) 4- . ..- - Z(u 4- (n— 1)0), 
fit: | 
nE(pa)-- E E(u)—X E(u-|-pa) = ksin am( pe)" sin am(v) sinam(u-]-po). 
Eodem modo e formula 

E (na) 4- E(u) — E (u --no) = # sinam(na)sin am(v) sin am (u + ne), 
loco u posito successive u, ua, u--2a, .... u--(p—1)a, et sum- 
matione facta obtines: 
pE(na) +ZPE(u)—ZWE(u--na) =i’ sinam(na) >” sinam(u) sinam(u-]-z). 
Jam observo, esse 

Zen E(u) = Zi? E (u) +20 E(u na) = Z0? E (à) +B” E (u pa), 
ideoque | | 
EM E(u)— ZT E(u4po) = ZPE(u) — ZM" E(u—+ na) 
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Unde e duabus formulis appositis invenimus: 
/ sinam (pu) =” sin am (v) sin am (v + p a) 
TM E? sinam (2 à) =” sin am (u) sin am (u + na) 
Casus est memorabilis, quo sin am(z a) neque simul sin am(pa) eva- 
nescit, quo casu (2.) Bt: 
3. =” sinam(u)sinam(u-]-pa) = 
jam observo, in elementis probari formulas: | 
cos am (2) = cos am (v) cos am (u + a) + ^ am(e)sinam (u)sin am(u-), 
A am(a) = À am(u) À am(u +6) + A cosam(u)sinam (u)sin am(u-]-a), 
- unde e (3.) nanciscimur etiam: 


== nE{pa) ES 


n E(pa) — p E(na) 
k? sin am (pa) 


4, Z"cosam(u) cosam(u-]-pa) — 2 cosam(pa)— Ra (nk (pa)— p E(na)), 
5. =” À am(u) À am(u+pe) —n À am(pa)— cot am (a) (nE(pa)—pE(no)). 
Videmus igitur, quoties sin am(z0) evanescat, neque simul sin am (p), 


expressiones = sin am(v) sin am (u + p a), 


=” cos am (u) cosam (u + pa), 

ZO A am(u) À am(u-- pa) | 
ab arguniento u independentes esse. Ceterum posito, ut in fundamentis, 
| m K + m'ik 
à n 
designantibus 77, mm‘ numeros quoslibet positivos seu negativos, qui cum 
ipso 2? uterque eundem non habent factorem communem, ut sin am(na) 
neque simul sin am (p a) evanescat, fieri debet a — 2o, designante x nu- 
merum integrum quemlibet, dummodo Hp per 2 non divisibilis sit. 


w= ; 


Alias circa summas functionum ellipticarum formulas n in mo- 
dum nancisceris. Posito enim 


am(u)=a, am(v) =6, am(u-d-v)- c, am(u—v)= 3 
e formulis (24. — 29.) pag. 33. Fundam. sequitur: 
COS. Quo HT À Dent D Ea 


1—k? sin @? sine? ? 
: : 2 cos . sine Aa 

Ac sing + AS sing = VERI 

2A B.sinc.cosc 
1— k? sin 6? sina? * 
‘Simul autem dedimus formulas pag. 32. (4. — 6.): 

2 simB.cose Aa 
1 — K? sin A? sin a? ? 


sinc cos? + sin cos c = 


sing — sin 8 = 
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| 2sin B A B. sine Ac © 
ag. 1 —k? sin 6? sina? ? 
2 k? sin B cos f. sinc cos 
RES A RT dh iad EA cb 
1—-k? sin d? sina?  ? 
quibus cum prioribus combinatis, prodit: 


6. cosc AS + cosŸ Ac = 


2 (sing — sin), 


tang B 
> = 1 
7. Ac sin2--^ 2 sinc = AB Fe (008 Ÿ— 0050), 
A " fu: AB 
8. sinc cos$ sin 9 cose = DTI (^ Ÿ— Ao). 


Posito u + E loco u et v=, fit 
£y am(+),. c — am(u--a), 9 — am(u), 
unde (6, — 8.) ita repraesentantur: 
| cos am (u) A^ am (u + a) + cos am(u + a) ^ am(u) = : 
À am — 
[sin am (u + 4 — sin am (u)], 
tang am > 
A am(u) sin am(u + a) + ^ am (u + a) sin am(u) = 
M [cos am (u) — cos am (u + a)], 
A am 5 tang am 5- | 
sin am (x) cos am (u + @) + sin am (u + à) cos am (uy) = 
A am 


——?— [A am (v) — ^ am(u + e]. 


sin am — cos am — 


2 2 
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In his formulis loco a scribatur pa, atque loco u successive posito u, 
u-+-a,.... u--(z2—1)a, summatio instituatur; deinde in iisdem for- 
mulis loco a scribatur ne, atque loco u successive posito z, u4-a, ... 
... u+(p—1)e, rursus summátio instituatur. Utrisque summis inter se 


comparatis, ubi insuper observas, generaliter esse 


zOF(u)— =" F(u+ pa) = EN F(u) — Z? F(u na), 
obtineo: 


a 
tang am D 


2j 


IN am = 


na 
lang am oF 


9. 


A am > 
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=") [cos am (v) À am (u + p a) + cosam(u + p a) ^am (u)] = 


2 sw) rae am (u) ^ am (u +7 3 -- cosam (u + 7 a) ^ am (u)]. 
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10. tangam P* A am 6°.” [Aram (u 4- pa) sin amu + A am (u) sin am(u+pa)] 


= tang am A am. 269) [A am (u 4 22a) sin amu + A am(u)sin am(u 4 na)], 
sin am PT cos am DZ 


Il, au au [sin am (u) cos am (u + = + sin am (u+pa)cosam(u)] 


sin am > cos am > 
mL —C. , S? [sin am (v) cos am (u + ra)-+sinam(u + na) cos am (u)]. 


ZA am es 

Casu speciali, quo sin am (7 @) neque simul sin am (pa) evanescit, e (9. — 11.) : 
sequuntur formulae memorabiles: 

12. [eos am(u) A am(u + pa) + cósam(u --pa) À am(u)] = 0, 

13. ZO[A am(u) sin am(u 4- po) + A am(u + pa) sin am(u)] = 0, 

14. = [sin am (vz) cosam(u + pa) + sin am(u + pa) cos am(u)] = 0. 
Jam ope formularum (3.---5.), (12. — 14.) formulas potes de functio- 
num ellipticarum transformatione condimus. 


Demonstratio nova formularum fundamentalium de 
transformatione functionum ellipticarum. 
Consideremus expressiones 
R= sinam(z)+ sinam(u+4w)-+ sinam(u 4- 8w)-+....-+ sinam(u-]-4(n—1)4), 
S = cos am(u)-+cos am(u-+-4w)-+ cos am(u-+-8w)-+....- cosam(u-++-4(n—1)w), 
dun am(u)-- À am(r+dw)+ A am(u+8w)+....+ ^ am(u-+4(n—1)w), 


UM i K' 


in quibus 7 sit numerus impar, w= , uti supra atque in Fun- 


damentis, ita ut posito 4 =a, quoties 5d n aut certe p per 7 non di- 
visibilis, sin am(na) — 0 neque tamen simul sinam (po) — O. 
Ubi brevitatis causa designamus per 3 F(u) summam 
ZF(u)zF(u)-F(ud-4w)-4....4- F(u+ 4(n—1)w), 
expressiones R, S, 7' brevius ita repraesentare licet: | 
R=Ssinam(u), $ = € cosam(u), 7 — € À am(u). 
Quaeramus expressionum R, S, 7' quadrata et producta binarum. 
Fit, uti ipsa multiplicatione instituta apparet: 
RK = ZEXsin'am(u) + Z sin am(u) sin am (u +4w) 
+ 3 sinam(v) sin am(u + Sw) 


+ E sin Xp. sin am (4 -1- An D 
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SS = Zcos’am(u) + Z cos am(u)cos am (u + 42») 
+ Z cos am (v) cos am (u + 827) 


+ = cos am (u) cos am (4 + 4 (n — 1) v»), 
TT = > À am(u) + = ^ am(u) A am(u + 4z) 
+ Z À am(u) A am(u + 82) 
+ Z ^ am(u) ^ am(u + 4 (n —1)z). 
Jam ex lis, quae supra proposuimus, apparet, expressiones huiusmodi: 
= sin am (u) sin am (u + 4p z», 
= cos am (u) cos am (u + 4 p 22), 
= À am(u) ^ am(u+4pw), 
in quibus, uti in antecedentibus p «7, constantibus aequales esse, sive ab 
argumento u non pendere. Unde ponere licet: 
RR = Zsin*am(u)— 2e, 
15. {SS = Scos*am(u) — 2c, 
TT = = A’ am(u) + 27, 
designantibus e, 0, 7 constantes, quarum valores e valoribus specialibus 
ipsius u peti possunt. Quem in finem adnoto formulas elementares 
sinam4(n—m)w = — sin am (47:1), 
cos am (K -]- 4 (n— m)w) = — cosam(K 4- 4 v), 
A am (ELEC Kn—mw) = — A am (C EHE EA) 
porro formulas 
sinam (0) = cosam (K) = Aam(£+/X') = : 0, i 
e quibus patet, posito resp. u — 0, u — K, u==K-+/K’, expressiones A, 
Sy 7 ideoque etiam RR, SS, TT evanescere, Hinc cum insuper sit 
A am(K -- i K'-4- u) = ix’ tangam(u), 
eruimus e (15.), posito resp. w= 0, u— K, u= K Fi K* 
e = sin’ am dw + sin’ am8z mt sin? am 2 (n— 1)z, 
ç = cos coam 4w + cos’ coam8ze + ... . ]- cos" coam2 (n — 1), 

T —k'k'[tang’am 4w + tang? am 8 w 4- .... + tang? am 2 (n — 1)z/]. 
Quantitates e, 0, 7 eaedem sunt, quas et in commentatione priore de funct. 
ellipt. eadem denotatione exhibuimus. 

E formulis (15.) sequitur: 
RR+ SS —n—.2e —2e, 
RR + TT = n—2? e+ 27; 


unde ponere licet 
zy da 
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R= y(n—2e—20)siny, 
S = y'(n—20— 2c) sin, 
en —2 2 
qus vary ke+27) Va— ee im ys), 


sive posito 


=AA, n— re -Ir= ms 
fit | : 
R = —* siny, S=— cosy, du aj V (0— AA sind). 


Quaeramus iam producta binarum CRDP R, S, 7. Instituta mul- 
tiplicatione , invenitur: 

. ST = Z cosam(u) Aam(u) 

-- LE [cosam(u) Aam (u + 4w) + cosam (u + 4w)Aam (u)] 

+33 [cosam (u) À am(u + 8to) + cos am (u + 820) Aam(u)] 


-FEiZz[cosam (u) A am (u-+4(n—1)w) + cos am (u-+-4(n—1)w) A am (u)]. 
Adiecimus factorem 3, cum in summis, quibus adiectus est, unusquisque 
terminus bis occurrat. Jam vero e (12.), posito a — 4z», quoties, ut in 
antecedentibus, p «2, fit: 

> [cosam (a een (a + 4p w) + cos am (u EI A}; 


unde simpliciter: ST — X cos am (u) À am(u). 
Eodem modo invenitur ope formulatum (13., 14.): | 
TR = = Aam(z) sinam(u), : : 
RS = Zsinam(z)cos am (u). 
Sequitur autem e formulis: | 
R=Zsinam(u), S=Zcosam(u), T=TDAam(u), 
instituta ditferentiatione : | 


ae = Zcosam(u)Aam(u) = ST, 
E =— = À am(u) AENEA = — TR, 
oT 


37 = Zsinam (4) cos am (u) =--«RS, 
unde cum ex autecedentibus sit: 

ATUS À r 1 . 
: | R= —;sinY, D zii 008 Vs P= Vv —M sind’), 
it: 


AFI pie D doa but ay 
Ou = yi (LAAs), "My M  Yü-—àisiy) 


|: «MM 
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unde cum + et z simul evanescant: : 
, u 
| = am (2 ; a). 
Nacti igitur sumus valores ipsarum R, S, 7: 


Aust u 
R = sin am (=, 1), 


À u 
S = Dycsam(, 2), 
sive quod idem est: 
E sin am (= " x) = sin am (4) + sin am (u 4-420) +-....- sin am (u+4(n—1)w), 


u 


M? 
a A am (5. à) = À am(u)d- Aam(ut4w) +....- Aam(ut4(n—1)w). 


Quae sunt formulae de functionum. ellipticarum transformatione funda- 
mentales. 


si cos am ( à) = cos am(u) + cosam (u 4-420) +....-- cosam (ut4(n—1)2w), 
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30. 


Auflósung der Aufgaben 1. und 2. des Herrn Steiner 
im zweiten Bande dieses Journals S. 96. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


1. ‚Wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise einander in 
einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine 
Gerade so ziehen, dafs wenn 4, B, C ihre übrigen Durch- 
schnitte mit den Kreisen sind, die Abschnitte 4B, BC ein ge- 
gebenes Verhültnifs zu einander haben. 

Es sei der gemeinschaftliche Durchschnittspunet der drei Kreise der 
Anfangspunct der Coordinaten. Die rechtwinkligen Cdordinaten des Mit- 
telpunctes des ersten Kreises c, b, und dessen Halbmesser r; des zwei- 
ten a’, 6’, r/; und des dritten o", 5", r^. Man hat also: 

aa + bb rr, 
o’a' + b/d’ — den 
ava” À bb — ror 

Zieht man nun durch den Anfangspunct der Coordineten eine Li- 
nie, die mit der Axe der x den Winkel 9 macht, und ist die Entfernung 
des Durchschnittes derselben 4 mit dem ersten Kreise von dem Anfangs- 
puncte der Coordinaten z; die Entfernung des Durchschnitts B mit dem 
zweiten Kreise z/; und die Entfernung des Durchschnitts C mit dem drit- - 
ten Kreise z/; so hat man ebenfalls: 

(a — x cos0y + (b — x sin)? = rr, 
(a! — x’ cos$)* + (b — x'sinU) = r'r', 
(a''— cos)? + (b—x'"'sin0)* = r''r". 
Subtrahirt man von jeder dieser drei Gleichungen die entsprechende der 
obigen, so ergiebt sich: - | 
x = 2 (a cosô + à sin0), 
x'= 2(a' cos) +. b'sin0), 
x= 2(a''cos0 + sind), 
mithin: | 
x“ —x = AB = 2{(a'— a)cos8 + (b‘’—b)sind}, 
x'—x'= BC = 2í(a'—a')cos0 + (5— b)sind}. 
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Ist also AB =k BC, je nachdem‘C und 4 auf entgegengesetzten oder 
auf derselben Seite von B liegen, so hat man: | 
== [(a'— a) :- k(a''— a^) cos 0 + ((0— 5) + E(b^— 5’)} sind, 

a— a a/— a X t (a^! — a’) 

b'— a +k(b/—b*)° 
Zieht man nun durch die MALTE des zweiten und dritten Kreises 
eine unbestimmte gerade Linie, und bestimmt auf derselben vom Mittel- 
puncte des zweiten Kreises aus nach beiden Seiten einen Punct in einer 
Entfernung, die sich zu der Entfernung der Mittelpuncte der beiden Kreise 
wie 4B: BC verhält, und legt dann durch einen dieser Puncte und den 
Mittelpunct des ersten Kreises eine Gerade, so ist die Tangente des von 
derselben mit der Axe der x gebildeten Winkels: 

EE = tang (90 4-0), 

je E ids der bestimmte Punct um den Mittelpunct des dritten Kreises 
auf derselben, oder auf entgegengesetzter Seite vom Mittelpuncte des zwei- 
ten Kreises liegt. 

Es ist also die gesuchte Gerade, die auf die oben bestimmte aus 
dem gemeinschaftlichen Durchschnitte der drei Kreise gefällte Gerade. 

2. Wenn im Raume vier beliebige Kugeln einander in 
einem Puncte schneiden, so soll man durch denselben eine 
Gerade so ziehen, dafs wenn aufserdem 4, B, C, D die Puncte 
sind, in welchen sie den Kugelflächen aufserdem begegnet, 
ihre Abschnitte 4B, BC, CD gegebene Verhältnisse zu ein- 
ander haben. 

Es sei der gemeinschaftliche Durchschnittspunet der vier Kugeln 
der Anfangspunet der Coordinaten, und die rechtwinkligen Coordinaten 
der Mittelpuncte und die Halbmesser derselben resp. 
ay bi, car 
0, by c 9 r’, 

AUS rés 


dit ds Mui dés 
NT GOUT RAT LS 


so dafs also: guai ue. Pete p 
a! a! + b'b! + cc =r r’, 

a/ a^! te bb -- c" c = pl pt 

a‘! a!‘ oh. bb’ + ee ri 


folglich : 
= —tang) = 
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Sei ferner eine gerade Linie durch den Anfangspunct der Coordinaten 
gelegt, dessen Winkel mit der Axe der z, ( ist, und dessen Projection 
auf die Ebene der x und y mit der Axe der x den Winkel n bildet, so 
ist, wenn u, u‘, u^, u‘, die resp. Entfernungen der übrigen Durch- 
schnitte 4, B, C, D den Linie mit den vier Kugeln sind: 
(a — u sinQcossy + (b — u sinPsiny) + (c — u cosO) — r r, 
(a! — u' sin® coss)? + (5^ — u! sinDsin) + (c' — u’ cosQ)* = r' r', 
(a^^ — u" sin®cosn)? + (5 — u'^sinQsing) + (c^ — u'^cosQy = rr’, 
(a!’— usin Q cos n) + (b — usin ®sinn)” + ETES u'"cos(D? = u pi ci 
Subtrahirt man von jeder dieser Gleichungen die entsprechende der obi- 
gen, so folgt: | 
= 2(a sin? cosy + 4 sinPsiny + c cosQ),- 
‘ = 2 (a' sin® cosy + 2 sin sina + c^ cos), 
“== 2 (a" sin cosy + 2" sin®sinn + c" cos), 
uz 2 (a""sinQ cosy + b^"sinQsint + c/"cos D); 
mithin : 
‘ul —u = BC 2 (a! — a) sin@ cosy + (5 — 5)sin®siny-+ (c’—c)cosQ}, 
“yf zz CD ==2 (a^ —a')sin cos 7 + (6 — 5^)sinDsius + (c^ —c’) cos], 
ul —u'zz AB —2(a'"—42'")sinQ cosy 4- (5^ —2") sinO siny +(c/’—c’) cos}. 
Ist also 4B = x k.BC, CD = Fi’. BC, je nachdem C und 4 von B 
aus, oder B und D von C aus, auf entgegengesetzten oder auf denselben 
Seiten liegen, so bat man: 
0 — ((a'—a) X k(a" —a*)jsinQ cosy + ((5/—) + k(b —b^))sin Osiny 
+ {(e’— e) +k (ec! —c')}cos®, 
0 = ((a'— a”) + K(a^— a!) sin (D cos + ((0/— 0^) + kb“ — b^) sinQsing 
+ Kt — c'^) + + k (c"— c^) cos ®, 
woraus sich die Winkel © und 7 leicht bestimmen lassen, 

‘Man ziehe nun durch den Mittelpunct der zweiten und dritten Ku- 
gel, eben so wie in der Aufgabe 1., eine unbestimmte Gerade, und be- 
stimme einen Punct, dessen Entfernung von dem Mittelpunct der zweiten 
Kugel (in der Richtung nach dem Mittelpuncte der dritten, oder in ent- 
gegengesetzter genommen) sich zu der Entfernung der Mittelpuncte der 
beiden Kugeln wie 4B:BC verhält. Nach diesem Puncte ziehe man vom 
Mittelpuncte der ersten Kugel eine gerade Linie, deren Winkel mit den 


drei Coordinaten- Axen resp. x, u’, n" seien. Ist nun 7 die Linge der- 
selben, so sind offenbar die Projectionen auf die drei Axen: 
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F.cosu = a'— a4 k(a"— a^), 
PV .cosu! = b'— b X k(b'— b^, 
P .cosp/! = c'— c t k (c^ — c^). 

Bestimmt man nun noch auf der durch die Mittelpuncte der zwei- 
ten und dritten Kugel gezogenen Geraden einen Punct, dessen Entfernung 
vom Mittelpuncte. der zweiten Kugel (in entgegengesetzter, oder in der 
Richtung des Mittelpuncts der dritten Kugel) sich zu der Entfernung der 
beiden Mittelpuncte, wie CD:BC verhält, und zieht man von diesem 
Puncte nach dem Mittelpuncte der vierten Kugel eine Gerade 7", die mit ' 
den drei Coordinaten- Axen die Winkel v, v’, v^ resp. bilden: so sind die 
drei Projectionen: 

J' cosy m tk" — a‘) + a’ — e 
V' cos y! = + kh b^) + DIR " 
Y' cosy — E (c"—c c^) Chen 
Sind nun die Winkel der gesuchten Geraden mit den drei Axen £, &’, £^, 
so sind: 
cosé = sinOsinr, 
cos £’ = sin®siny, 
' cosé“= cos. 
Substituirt man in die obigen zwei Gleichungen zur Bestimmung von ® 
und N die eben gefundenen eh so verwandeln sie sich in: 
cos £ cos u + cos &’ cos + ss OU = 0, 
cos cosy + cos p cosy’ + cos Z^ cos y= 0; 
folglich steht die gesuchte Gerade auf einer mit den Linien 7 und 7^ 
parallel gelegten Ebene senkrecht. (Siehe Gaufs Disguisit. generales 
circa Sup. curvas.) 


Crelle’s Journal.d. M. VI. Bd. 4. Hit. | 53 


408 31. Clausen, über den Stillstand der Planeten. 


31. 


Über den Stillstand eines Planeten oder Cometen in 
seiner scheinbaren aus einem andern beobachteten Bahn. 
(Von Herrn Th. Clausen zu München.) 


Ln den astronomischen Lehrbüchern wird gewóhnlich nur von dem 
geocentrischen Stillstand der Planeten, und zwar blofs in der Lünge, ge- 
handelt, indem man, wegen der geringen Neigung der Bahnen derselben, 
auf Bewegung in der Breite keine Rücksicht nimmt. Da nun also eine 
Bedingung erfüllt werden muls, so kann man im Allgemeinen einen Punct 
in der einen Bahn willkürlich annehmen uud den Punct in der andern 
angeben, wo der Planet oder die Erde sich befinden muls, wenn ein Still- 
stand stattfinden soll. Fast in allen diesen Fällen ist aber noch immer, 
wie Delambre bemerkt, die Bewegung in der Breite merklich, indem 
der Planet nahe einen kleinen Halbkreis beschreibt, dessen Halbmesser, 
und die kleinste Geschwindigkeit des Körpers in demselben, insbesondere 
bei den kleinen Planeten, oft bedeutend sind; in einem noch höhern Grade 
ist dies bei den Cometen der Fall, die Curven von den verschiedensten 
Krümmungen über das ganze Himmelsgewölbe beschreiben. 

Betrachtet man nun den Fall, der bei diesen Körpern blofs von 
Interesse ist, wo die geocentrische Bewegung derselben gänzlich verschwin- 
det, so sind zwei Bedingungen, wodurch also der Punct in beiden Bahnen, 
in denen dieses stattfindet, völlig bestimmt sind. 

Es seien die rechtwinkligen Coordinaten des Körpers M auf will- 
kürliche Axen bezogen, x, y, z; des Körpers M’, x’, y', 2/5 ß der Win- 
kel der von M nach M‘ gezogenen Geraden A mit der Axe der x, y; 
und « der Winkel zwischen der Projection dieser Linie auf die genannte 

Ebene und der Axe der x, so hat man: 
| P À cos) cos A = x'— x, 
A cos sina = y'— y, 
A sin £ Lis zy 
Die Bedingungen des scheinbaren Stillstandes des einen Körpers aus dem: 
andern gesehen sind nun: 9 —0, 94 — 0; folglich wenn man von den 
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drei Gleichungen die logarithmischen Differentiale nimmt: 
1, 3A» BA By—ày BA. Bed: 
A a? AT y—y ? A mo DE E 
subtrahirt man je zwei dieser Gleichungen von einander, so findet man: - 
xOY—YyOx + x 0y — y'0x = x'oy—y'óx--xoy'—wyox', 
2. (yOóz —z0y-- y'Oz' — z'0y = y'üz — z0y +y02/—20y’, 
z0x—x0z + 2 0x — x'0x = dr — x 03 +z0x — xd 2. 
Diese Gleichungen gelten blofs für zwei verschiedene, indem sich jede 
derselben aus den beiden andern ableiten läfst. Es sind aber x0 y —y2x, 
yOz—z0y, sdö#—x0dz die resp. Projectionen des doppelten vom Radius 
vector des Körpers M in den Zeittheilchen dt beschriebenen Elements 
k.yp.öt auf die Ebenen der x, y; der y, z; und der z,'x; wo p der 
halbe Parameter der Bahn und £ die bekannte Gaufsische Constante be- 
deuten. Sind also i, g, ^ die resp. Neigungen der Bahn gegen diese 
Ebenen, so hat man: 
xO0y-—yOx = ky p cosi ot, 
yoz—s0y = ky pcosg dt, 
z0x—x02 = ky pcosh dt, 
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Und eben so, wenn p' der halbe Parameter der Bahn von M', und /', g‘, 
À' die resp. Neigungen derselben gegen die eben genannten drei Ebenen 
bedeuten: | 
aO y! — y'Ox' = k y^p! cos i'. Ot, 
4. bee — 2 0y!-kyp'cosg'.Ot, ' 

| = ky p cosh'. Of. 
Die Gleichungen (2.) verwandeln sich durch Substitution dieser Ausdrücke in: 
[Vp cos i + v p/ eos i']| k 9t = x'0y — y'Ox-Fx0y —yOx' 
[vp cosg + 'p'cosg] k dt = y'0u — zy + yos — y! 
[V/p cos A + y^p' cosh'] kot = z 0x —x'0z + z0x —x02". 
Multiplicirt man diese Gleichungen mit z, x, y resp. und dann mit 
| 8z, dx, y, addirt jedesmal die drei Producte, berücksichtigt die Glei- 

chungen (3. und 4.) und dafs 

‘scosit xcosg-+ ycosh = 0, 
dzcosi tox cos g + 9 y cosh = 0, 


z Ox'— x 03 


AT 


so erhält man: | 
6 Vp'[ scosi+ xcosg'd- y cos A] +V PT z/cosi-- x’cosg+ y’coshl=0, 
av^ p! [0zc0si 4-92 cosg'+0y cosh! ]|H- V pléz'cosi 4-8x'cosg -- € y'cos/ ]—0. 

! | 53 * 
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Bezeichnet man nun durch £ den senkrechten Abstand von M von 
der Bahn von M’, und durch €’ den senkrechten Abstand von M’ von 
der Bahn /M, so hat man 

ê = z cosi'-- x cosg + y cosh’, 
= z'cosi + x'cosg + y’cosh. | 
Die Bedingungsgleichungen verwandeln sich dadurch in die höchst ein- 
fachen Formeln: 2 | 2t t 
e 
7. we + ee 0; sheer; 0. 

2. Um diese Grófsen durch die abes n Bahnen auszudrücken, 
sei p der halbe Parameter der Bahn von M, e die Excentricität, Q die 
wahre Anomalie, und r der Radius vector; für den Körper M‘ werden 
die entsprechenden Grófsen durch einen Accent bezeichnet. Ferner sei 
die Neigung der Bahn von M’ gegen die von M, i, der Winkel zwischen 
dem Perihel von /V und dem Durchschnitt der beiden Bahnen 74; der Win- 
kel zwischen dem Durchschnitt und dem Perihel von M’, a, so ist: 


A ® wen e "- EM p : 
Un Mai DN aC, re, NL m p’ 
= r'sin(s --Q^sini; r'— TL 
d(r O(reosq) — | sing, © (rsin q» = Ye 
und da ek STE io Mcd. — 5; so wird: 
96 - mn __ eos(p—m)-tecosn, 2o RA ER 
sinikOt : Vp Te iM TL OL ha Ge 


Durch Substitution dieser Ausdriicke verwandeln sich die ee: (7.) in: 

8. sin (P—n) LAS sin(p+æ)Vp. cos(p—n)+-e cosy __ cos(y/-+ a) +e’ cos 
1+ecosp — Itecosp 2 Pci: Ul 
Obgleich diese Gleichungen sehr einfach sind, so ist ihre directe Auf- 
lósung doch nicht müglich, da die Elimination von einer der unbekannten 
auf eine Gleichung vom achten Grade der andern führt. Die sich von 
selbst darbietende indirecte Auflösungsart führt aber sehr schnell zum Ziele.. 


Es ist bemerkenswerth, dafs die N eigung der beiden Bahnen. gegen 
einander aus den Formeln verschwindet. 


3. Man kann auch die Gleichungen (8.) auf eine andere Art her- 
leiten, die ich noch hinzufüge. Zieht man die Linien, die die beiden Him- 
melskörper iu zweien aufeinander folgenden Zeitmomenten verbinden, so 
sind diese in dem scheinbaren Stillstandspuncte miteinander parallel, Die 
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vier Endpuncte derselben liegen also in einer Ebene, mithin auch die Tan- 
genten an den Bahnen in diesen Puncten. .Diese schneiden sich daher in 
einem Puncte, der in dem Durchschnitte beider Ebenen liegt. Dieses ist 
eine Bedingung des Stillstandes. Da ferner die beiden obigen Linien par- 
allel sind, und beide zwei andere Linien in einer Ebene schneiden, so 
müssen die von ihnen abgeschnittenen Stücke, oder die Bewegung der 
Körper im Zeittheilchen 97, den beiden Stücken der Tangenten zwischen 
ihrem Durchschnitte und den Puncten in der Bahn, wo sie tangiren, pro- 
portionirt sein. Dieses ist die andere Bedingung. 


Es seien nun die wahren Anomalien der beiden Körper Q und 9’; 
die Radii vectoren r, r/; die halben Parameter der Bahnen p und p‘; und 
ihre Excentricititen e und e'; ferner die Entfernungen der Perihelien von 
derselben Knotenlinie » und x’. 


Nun ist allgemein in jedem Kegelschnitt, wenn man die rechtwink- 
ligen Coordinaten auf den Hauptaxen nimmt: 


=r . EI IN RES P - 

z-rcosQ; y-rsnQ; [13 121-2 0g) 
Lo NN sing, Oy  — cope. Or X esing, 
DINE UkQi 0 Vipya kot Vp’ 


und wenn 6 der Winkel der Tangente mit der Abscissenlinie, und 0s das 
von dem Körper im Zeittheilchen 97 beschriebene Element ist: ' 


lo ne Or pias op, 
: RSS hots ok Lexode 0 

folglich 

Y p.Os b go ° 

kor 8% = — sin Q, 

V P: 9* sing = coQ-e; 
und wenn JV ein beliebiger Winkel ist: 

fe _ a 


sin (d-+ IV) = cos(® + IN) +e cos JV. 


| Die erste eo a ist nun, dafs die beiden Dreiecke, deren zwei 

Seiten und der eingeschlossene Winkel r, das Stück der Tangente bis 
zum Durchschnittspuncte der Tangenten beider Bahnen und 0— Q in dem 
einen Körper, und r’, das abgeschnittene Stück der andern Tangente und 

—@ sind, miteinander eine gemeinschaftliche Seite 4, die zwischen dem 
Brennpuncte der Bahnen und dem Durchschnitte beider Tangenten gezo- 
gene Grade habe; und dafs die an r und r' liegenden Winkel «+ und 


412 31. C eo über den Stillstand der Planeten. 


+09’, und mithin die r und r’ gegenüberliegenden 1 180 — (a + 9), 
180 — (o +0") sind. Es mufs demnach sein: 
raie Hiss eds EM 
sin(’— go) __ sin(® +‘), 
A er 7! 3 
oder 
sin(O+o) _ sin(0^-o). 
rsin(Ü—g) — r sin 0'— N)? 
welche Formel sich nach der Substitution der obigen Gleichung für 
sin(?-++ V), wenn man für IV nach und nach s, —@ setzt, in folgende 
verwandelt: 


cos(p-+-a)-+-ecosa __ cos(p’+%)-+ e’ cos &’ 
GT Te me we 


P 
welche mit der zweiten der Gleichungen (8.) identisch ist. 


Nennt man die beiden Stücke der Tangenten bis zu ihrem ge- 
A Durchschnittspuncte 7' und 7", so ist die zweite Bedin- 


T 
gung gs = 753 nun ist aber: 
sin(p+æ) __ sin(0— q) 
T Le A" t 


sin(g^-]-»^ . .sin(0'— ^). 
| SE Tia FE Fe 
folglich 
T __: sin(y-+-@) sin(0—p) __ 

Ti sin(g’--a’)* sin(0—qg) m = 
oder 


sin(® + &) sin (6/— Q^) 0s‘ = sin(Q"-]- a’) sind — Q) 9 s, 
oder endlich: 


sin(g+o)Vp _ sin(g^-F9)Yp' | 
1+ecop — 1+ecosg’ ^? 
welche mit der ersten der Gleichungen (8.) übereinkommt. 


4. Als Beispiel wählte ich den interessanten Enkeschen Come- 
en. Da ich aber den Stillstandspunet bei etwa 160° und 190° Anomalie 
fand, wo er für uns unsichtbar ist, so setze ich die Rechnung nicht her. 


Als zweites Beispiel nahm ich den Cometen von Biela, wie er 
1826 sich bewegte. Unter Annahme loge' 9,8730702 habe ich für die 
Bahn desselben gefunden: « 218° 22’ 32”, Länge des aufsteigenden Kno- 
tens 251° 25' 3", Neigung 13° 33/52”. log p' 0,1977012, Für die Erde ist 


. loge = 8,2248126; logp = 9,9998779; — = 208° 31' 58". Demnach 
| P 


LI 


31. Clausen, über den Stillstand der Planeten. 413 
* 


wird die zweite der Gleichungen (8.) 
cos (Q + 208? 31' 58”) 
== Num. log 9,8021767 cos (Q'-]- 218° 22' 32^) Num. log 9,5519367. 

Durch Zuziehung der ersten Gleichung (8.) findet man einen Stillstands- 
punct zwischen 150? und 180? iab Anomalie, den ich der zu grofsen 
Entfernung wegen übergehe. Ein zweiter ergiebt sich für = — 57? 6/5”; 
(9 —— — 45"24' 15", wo die geocentrische Länge 42? 57' 10", Breite 32? 27' 13" 
und Entfernung von der Erde 0,1574. ‘In 4 Stunden ändert der geocen- 
trische Ort sich nicht 5“, wie ich durch unmittelbare Rechnung gefunden 
habe. Dieser Stillstandspunct erfordert, dafs das Perihel auf den ersten 
oder zweiten Januar falle. Da dieses grade bei der Erscheinung dessel- 
ben Cometen in 1805 der Fall ist, so habe ich mit den Elementen der 
damals von ihm beschriebenen Bahn den Stillstandspunct -berechnet und 


gefunden: Q'—.—60 8; Q = — 4811! 

Danach hiitte das Perihel am .31,0 December eintreffen sollen, welches 
aber in der That am 1,9 Januar, zwei Tage später, eingetreten ist. Die 
Beobachtungen des Cometen deuten an, dafs er wirklich wenige Tage vor 
seiner Entdeckung, ungeachtet der grofsen Nähe bei der Frde, eine äu-. 
fserst langsame Bewegung gehabt habe. 


München, den 9. Sept. 1830. 
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Bemerkungen zu der MAÉ à No. 26. im 6. Bande 

dieses Journals (Heft 3. S. 303.), den Ausdruck des 
kórperlichen Inhalts der Pyramide betreffend. 


IE. einem gelegentlichen Briefe an den Herausgeber bemerkt der Herr : 
Professor Möbius zu Leipzig: dem an dem angeführten Orte gegebenen 
Beweise des Satzes, dafs die Pyramide der dritte Theil eines Prisma sei, 

welches mit ihr gleiche Grundfläche und Höhe hat, scheine, ungeachtet 
des darin an den Tag gelegten Scharfsinns, doch nieht vorzügliche Ein- 
fachheit eigenthümlich zu sein. Der Euclidische, und noch mehr der 
Legendrische Beweis des Satzes sei einfacher. Auch den Begriff des 
Unendlichen bätten Euclides und Legendre schon vermieden, und 
der gegenwärtige Beweis sei eben sowohl indirect, als die Beweise der 
‚beiden genannten Geometer. Auch hier werde die Gleichheit nur da- 
durch bewiesen, dals die Unmöglichkeit der Ungleichheit dargethan werde. 
Der Beweis endlich, der gleich zu Anfange des Aufsatzes von dem Satze 
gegeben werde: dals symmetrische Tetraëder gleichen Inhalt ha- 
ben, stehe ganz so in der 5ten. Ausgabe der are chen Geome- 
trie, in der m dem Aufsatze selbst erwähnten 7ten Note. Dafs der Ver- 
_fasser des Aufsatzes diesen Beweis von Neuen darstelle, und gleichwohl 
auf die 7te Note in der neuen Ausgabe der Geometrie von Legendre 
verweise, lasse sich also nur dadurch erklären, dafs er von den neuen 
Ausgaben die 5te, vom Jahre 1804, nicht zu Gesicht bekommen ha- 
ben müsse. 

Dem RR hat der neue Beweis des ersten Satzes, wenn 
auch nicht einfacher als der Euclidische und Legendrische, so doch 
sinnreich und eigenthümlich geschienen; und deshalb ist der Aufsatz in 
dem Journale abgedruckt worden. Zu dem Umstande, dafs det Beweis 
von der Gleichheit der Grófse symmetrischer Tetraéder schon bei Legen- 
dre vorkommt, bemerkt der Herausgeber, dafs sich dieser Beweis in einer 
neueren Ausgabe von Legendre's Geometrie, namentlich in der 11ten 
vom Jahre 1817, (der nemlichen, von welcher der Herausgeber im Jahre 
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1822 eine Deutsche Übersetzung geliefert hat) in der 7ten Note nicht fin- 
det, so dafs also der Herr Verfasser des Aufsatzes auch diese neuere Aus- 
gabe vor Augen gehabt haben kann. 

Tom scheint es dem Herausgeber, der Satz: dafs der Inhalt 
einer Pyramide der dritte Theil des Inhalts eines Prisma von gleicher 
Grundfläche und Höhe sei, könne noch elementarer auf folgende Art be- 
wiesen werden. 

Zuerst kann bekanntlich leicht gezeigt werden, dafs sich ein belie- 
biges Prisma mit dreiseitiger Grundfläche, es sei senkrecht oder schief, in 
drei Pyramiden von gleicher Grundfläche und gleicher Höhe thei- 
len lasse. Es kommt also nur darauf an, zu zeigen, dafs Pyramiden von 
gleicher Grundfläche und Höhe’ gleich grofs sind; denn alsdann folgt 
unmittelbar, dafs ein Prisma dreimal so grofs ist als eine Pyramide, die 
mit ihm gleiche Grundfläche und Höhe hat. 

Man theile die senkrechte Hóhe zweier Pyramiden, von gleicher 
Grundfläche und Höhe, in eine beliebige Zahl gleicher Theile und lege 
durch die Theilungs-Puncte Ebenen mit der Grundfläche parallel, also 
wagerecht. Durch den Durchschnitt dieser Ebenen mit den Seiten-Ebe- 
nen der Pyramiden lege man, perpendiculair auf Jene, senkrechte Ebenen, 
und verlingere sie Jedesmal bis zu der niichsten wagerechten Ebene ober- 
und unterhalb, so dafs prismenförmige Schichten entstehen, die sowohl 
die Pyramiden umschliefsen, als von ihnen umschlossen werden. Von 
diesen Schichten haben in beiden Pyramiden jedesmal die, welche in 
gleicher Hóhe liegen, wie leicht zu zeigen, gleich grofse Grundflüchen; 
also sind sie, weil sie gleich hoch sind, von einer zur andern Pyramide, 
gleich grols. Es ist also auch die Gesammtheit,. der umschliefsenden Pris- 
men sowohl, als der umschlossenen, in beiden Pyramiden gleich grofs. 
Nun ist auch jede umschlossene Schicht so grofs, als die unmittelbar dar- 
über liegende umschliefsende: folglich ist die Gesammtheit der umschlos- 
senen Schichten so grofs als die Gesammtheit der umschliefsenden, letztere 
nach Abzug der einzigen untersten, umschliefsenden Schicht genommen. 
Der Unterschied des Inhalts der umschliefsenden und der umschlossenen 
Schichten ist also dem Inhalte der untersten, umschliefsenden Schicht 
gleich. Es ist aber der Inhalt der Pyramide kleiner als der Inhalt der 
Gesammtheit der sie umschliefsenden, und grófser als die Gesammtheit der 
von ihr umschlossenen Schichten. Also ist der Unterschied zwischen dem 
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Inhalt der Pyramide und der Summe der sie umschliefsenden oder der von 
ibr umschlossenen Schichten, nothwendig kleiner als der Unterschied der 
Gesammtheit der umschliefsenden und der umschlossenen Schichten selbst; 
folglich kleiner als der Inhalt der einen, untersten, umschliefsen- 
den Schicht. Der Inhalt der Gesammtheit der umschliefsenden und der 
umschlossenen Schichten ist aber in beiden Pyramiden gleich grofs; 
also künnen die beiden Pyramiden selbst, üufsersten Falls, um nicht mehr 
verschieden sein, als um den Inhalt der untersten umschliefsenden 
Schicht. Nun kann aber die Hóhe der Pyramiden in so viele pleiche 
Theile getheilt werden, als man will, und folglich kann die unterste 
Schicht so niedrig, und mithin so klein angenommen werden, als man 
will. Es folgt also, dafs der Unterschied des Inhalts zweier Pyramiden 
von gleicher Grundfläche und Höhe kleiner ist als die kleinste Gréfse, 
die man annehmen will: mithin sind die Pyramiden nothwendig 
gleich groß, 

Dieser Beweis beruht auf einer Art von Annüherung; aber Áhn- 
liches findet auch bei jedem andern Statt. Dagegen vermeidet er das 
Unendlich-Kleine und die Summirung von Reihen, und ist völlig anschau- 
lich und elementar. Er scheint daher besonders für den Elementar-Un- 
tericht passend. Es ist der nemliche, der sich in dem Lehrbuche der Geo- 
metrie des Herausgebers, Berlin 1826 — 27, bei Reimer, im zweiten 
Theile, $. 587. S. 726. findet, und der Herausgeber glaubt seiner hier ha- 
ben erwühnen zu dürfen, da dieses Buch, obgleich es keine Nachbildung 
anderer, sondern ganz aus eigenem, längeren Nachdenken über die Wis- 
senschaft hervorgegangen ist, bis jetzt ziemlich übersehen wurde. 


33. Einige Nachrichten von Büchern. 417 


33. 


Einige Nachrichten von Büchern. 


Anfangsgründe der höheren Mechanik, nach der antiken, reingeo- 
metrischen Methode bearbeitet von Dr. Lehmann. 


Ankündigung. Unter diesem Titel wird im Anfange des künftigen Jah- 

res eine Schrift erscheinen, welche in der Methode und Tendenz von den meisten 
bisherigen Werken ähnlichen Inhalts abweicht, Die Bearbeitung der Mechanik, 
im weitesten Umfange des Worts, wonach man. darunter die vollständige Lehre vom 
Gleichgewicht und der Bewegung der Körper versteht, begann schon im Alterthum 
zu der Zeit, als kaum erst die Elemente der reinen Geometrie in ein System gebracht 
waren; die Verdienste des Archimedes in dieser Hinsicht, welcher in seinen Büchern 
vom Schwerpunct und von schwimmenden Körpern die Gleichgewichts-Theorie schon 
bis zu einem bedeutenden Grade der Ausbildung brachte, werden, so lange die Welt 
steht, in gefeiertem Andenken bleiben. So wie nun die ganze Mathematik der Alten 
reine Geometrie war (man wolle hier bei dem Ausdruck reine Geometrie mehr 
an die Methode als den Stoff der Untersuchungen denken), so wurde natürlich auch 
die Mechanik von ihnen rein geometrisch bearbeitet; insofern ist der Versuch, wel- 
chen ich in dem obgenannten Werke dem Publikum vorzulegen gesonnen bin, nicht 
neu, sondern uralt; aber ich habe bei der Ausarbeitung mich bestrebt, unbeschadet 
der Methode, weiter als die Alten zu gehen. Dafs die Griechischen Geometer bei 
der Bearbeitung der Statik und Mechanik eine gewisse Grenze nicht überschreiten 
konnten, lag wohl nicht in der Unbequemlichkeit der alten mathematischen Methode 
(hoffentlich werden die Leser des angekündigten Werks vom Gegentheil überzeugt 
werden); eher möchte der Grund in den weitumfassenden geschichtlichen Erscheinun- 
gen zu finden sein, in der gänzlichen Vernichtung des mathematischen Studiums, so 
wie aller Zweige des edleren menschlichen Denkens, durch die einreilsende Barbarei 
des Mittelalters, welcher schon vor dem Anfange der Völkerwanderung bedeutungs- 
volle Vorspiele vorhergingen. Wenigstens müchte sichs schwer beweisen lassen, dafs 
die Alten die Ausbildung der mechanischen Lehren irgendeinmal verlassen, und nach- 
her doch noch fortgefahren hätten, die reine Geometrie auf eine höhere Stufe der Voll- 
endung zu bringen. In der Dunkelheit des Mittelalters, wo auch die Araber nur 
Sammler waren, wurden in der Mathematik überhaupt, und also auch in der Mecha- 
nik, keine wesentlich neue Theorien entdeckt. Nach der Wiederherstellung der Wis- 
senschaften dauerte die reingeometrische Behandlung aller mathematischen und also 
auch der mechanischen Lehren noch Jahrhunderte lang fort, bis durch Einführung des 
niederen und höheren Calculs eine unerschöpfliche Quelle von Entdeckungen für die 
Mechanik eröffnet wurde. Während die Engländer, bis auf Newton und Maclau- 
rin herab, mitten in der Bearbeitung der schwierigsten Theorien die Vorliebe für die 
antike Methode noch immer lebhaft durchleuchten liefsen, entfernten sich die Franzo- 
sen, und nach ihrem Beispiel die Deutschen, immer mehr davon, und lösten zuletzt 
alles so sehr in Calcul auf, dafs in Werken wie Laplace’s Mechanik des Himmels 
durch die gánzliche Abwesenheit aller geometrischen Zeichnutigen die antike Methode 
den Todesstofs erhielt. Die von der Mitte des 17ten Jahrhunderts an auf einen lethar- 
gischen Schneckengang folgenden Riesenschritte in der Ausbildung der Mechanik haben 
bis auf die neuesten Zeiten die Ansicht begünstigt, dafs die reingeometrische Methode 
sich mit der weiteren Ausbildung der Wissenschaft nicht vereinigen lasse. Von der 
andern Seite ist aber die hóhere Mechanik für Anfánger unzugänglicher geworden, weil 
die grofse Schwierigkeit im Abstracten des Calculs, im Gebrauch des Negativen, Ima- 
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ginären und Unendlichkleinen nicht nur viele Köpfe abschreckt, sondern auch nach 
ihrer wahren Bedeutung gar-nicht wit Worten deutlich gemacht werden kann *), und 
nur von auserwählten Geistern nach langem Kampfe, nach Duréhbrechung der Schale, 
durch die angestrengteste Thätigkeit des inneren Anschauungsvermögens und durch Erra- 
then, in vollendeter Klarheit aufgefalst und fortgebildet wird. Bei diesen Umständen 
mufs uns ein Mittel willkommen sein, die wichtigen Sätze der reinen und angewandten 
Bewegungslehre in absolut anschaulichen und handgreiflichen Schlüssen allen denjenigeu- 
zugänglich zu machen, welche überhaupt die Elemente der Mathematik aufzufassen 
fähig sind, und das ist kein andres als die Übertragung der antiken, reingeometrischen, 
- streng synihetischen Methode auf die neueren Fortschritte der Wissenschaft, und nament- 
lich auf die Mechanik. Meine im vorigen Jahre bei Kummer in Zerbst herausge- 
gebenen mathematischen Abhandlungen sollten einen ersten Versuch abgeben, die Mög- 
lichkeit einer solchen Übertragung der antiken Methode auf die höhere Mathematik 
überhaupt zu zeigen; Was im Anhange des genannten Buchs sich speciell auf höhere 
Mechanik bezieht, erscheint in dem angekündigten Werke, welches übrigens auf die 
erwähnten mathematischen Abhandlungen keine Beziehung hat, sondern als ein Gan- 
zes für sich verstanden werden kann, weiter ausgeführt, so dafs darin viele im erste- 
ren Werke erregte Hoffnungen, welche zu Zweifeln Veranlassung geben konnten, rea- 
lisirt sind. In diesem zuletzt bearbeiteten und im künftigen Jahre erscheinenden 
Werke, welches sich die strenge logische nnd geometrische Consequenz des Eucli- 
des zur Haupt- Aufgabe gemacht hat, war wegen des innern Zusammenhanges des 
Systems unvermeidlich, vieles, was nach Inhalt und Methode bereits bekannt und na- 
inentlich in Newtons Principüs philosophiae naturalis mathematicis und anderen älte- 
ren Werken auf ähnliche Weise dargestellt ist, mit aufzunehmen; doch kommen auch 
verschiedene von Newton noch nicht bearbeitete Theorien vor, welche sich, wie der 
Erfolg lehrt, leioht an die antike Methode anschmiegen, so unwahrscheinlich dies auch 
manthem auf den ersten Blick dünken möchte. So habe ich allen Grund zu vermuthen, 
dafs die in Euler’s Theoria motuum corporum solidorum seu rigidorum, und später 
im Laplace und vielen anderen Werken arithmetisch und analytisch entwickelte 
‘Lehre von der drehenden Bewegung fester Körper, von den Haupt- Umdrehungs - Axen 
und den darauf bezüglichen periodischen Schwankungen sich selbst üherlassener roti- 
render Körper, hier zum erstenmal reingeometrisch und synthetisch bearbeitet erscheint, 


Um die Reinheit der geometrischen Methode zu erhalten, habe ich die Be- 
griffe von Kraft, Geschwindigkeit, Masse, Moment u. s. w. ohne physica- 
lische Beimischung, auf reinmathematischem Wege und so definirt, dafs der erklärte 
Begriff jedesmal als eine willkürliche Combination einfacherer reingeometrischer Be- 
griffe erscheint, und nachher in Anmerkungen gezeigt, wie diese scheinbar svillkürlich 
construirten Begriffe sich in der Natur wiederfinden; ich bin hierin dem Beispiele L a- 

range's in seiner Mecanique analytique gefolgt, und habe mich, in der Erwägung, 
dafs wir nie dem innern Wesen der Naturkráfte auf den Grund kommen können, 
nicht entschliefsen Können, den Ansichten derer beizutreten, welche sagen, dafs man 
in der theoretischen Mechanik, nach dem Beispiele von Newton, Laplace und 
andern, von dem physicalischen Begriffe der Kraft ausgehen müsse, welcher, zu An- 
fang des Systems hingestellt, doch immer nur eine vage und unbestimmte Definition 
zulafst. Bei diesem von mir befolgten Gange, welcher sich nicht bemüht die inneren 
Kräfte, sondern nur die Gesetze der Naturerschéinungen kennen zu lernen, verlie- 
ren die sogenannten physicalischen Grundgesetze der Bewegung alles räthselhafte An- 
sehn; der Grundsatz des Beharrungsvermögens: ,,Jeder Körper verbleibt so lange im 


*) Leider treffen diese und äbnliche Vorwürfe den Calcul, wie er ist, nnr zu sehr. \Väre 
er aber, wie er sein sollte juud könnte, so würde er eben so klar sein und wahrlich nicht 
mehr Abstractionen erfordern als irgend eine audere Theorie der Mathematik, oder irgend eine 
andere Behandlungsart ihrer Untersuchungen. Anm. d. Herausg. 
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Zustande der Ruhe oder der geradlinigen und gleichfórmigen Bewegung, als keine Kraft 
auf ihn wirkt," geht nun in eine blofse Definition über: ,,So lange ein Punct im Zu- 
stande der Ruhe oder der geradlinigen und gleichfôrmigen Bewegung verharrt, sagen 
wir, dafs keine Kraft auf ihn wirke," u. s. w.; der Streit hinsichtlich des Maafses 
der Kräfte, ob sie den Geschwindigkeiten oder den Quadraten der Gesch windigkeiten 
proportional seien, wird nun ganz umgangen,,und selbst der Lehrsatz vom Parallelo- 
gramm der Kräfte nimmt die Gestalt einer blofsen Definition an. An die Stelle des 
Unendlichkleinen habe ich überall die Betrachtung der ersten und letzten Verhältnisse 
treten lassen, dabei aber wo möglich noch mehr als Newton in seinen Priñcipiis 
auch den Ausdruck des Unendlichkleinen zu vermeiden gesucht; ich glaubte auf 
diese Art dafür zu sorgen, dafs auch deuen, welche noch nicht in Betrachtungen dieser 
Art geübt sind, die Anschauung,keinen Augenblick verloren gehe. Dies Unternehmen 
ward ain schwierigsten da, wo die an der Bewegung blofser Puncte entwickelten Ge- 
setze auf die Bewegung fester Körper übergetragen werden sollten; denn da kommt 
aufser den bisher namhaft gemachten Streitpuncten auch noch der Kampf des atomi- 
stischen und dynamischen Systems zur Sprache, und die Schwierigkeit wird noch mehr 
dadurch vermehrt, dafs der Atomist seine Atome doch auch immer als Körper und 
nicht als geometrische Puncte zu betrachten und daher gewissermafsen sich selbst zu 
widersprechen gezwungen ist, der Dynamiker dagegen, bei der Übertragung der an 
discreten Puncten entwickelten Bewegungsgesetze auf die Bewegung stetig ausgefüllter 
Körper, einen Sprung in den Schlüssen unter keiner Bedingung vermeiden kann, 
Indem ich mich aufser Stande fühlte, mich mit den Widersprüchen des atomistischen 
Systems auszusühnen, habe ich bei dem von mir befolgten Gange die erwähnten 
Sprünge nicht verheimlicht, und zu diesem Behufe eben so viele Annahmen, als 
Sprünge unvermeidlich waren, nach Art der physicalischen Annahmen des Archi- 
medes, hingestellt, und mich hinterher in Anmerkungen auf die Erfahrung berufen, 
wodurch die aus jenen Annahmen gezogenen Schlüsse bestätigt werden; ich habe in- 
dessen, um auch hier die reingeometrische Methode möglichst zu erhalten, die Anzahl 
dieser Annahmen auf das möglichste Minimum reducirt. 


Nach diesen Auseinandersetzungen über Tendenz und Methode des angekün- 
digten Werks möchte über den Inhalt noch folgendes zu bemerken sein. Dem Titel 
entsprechend, wonach blofs Anfangsgründe der höheren Mechanik gegeben wer- 
den sollten, kann es keineswegs der Zweck dieses Werks sein, alles zu umfassen, 
was zur Statik und Mechanik gehört, oder ein geschlossenes Ganzes zu bilden; es 
söllte nur der Anfang eines Systems sein, welches sich hinterher in demselben Geiste 
wird weiter fortführen lassen. Überdies setzen diese Anfangsgründe sich noch engere 
Schranken, indem nemlich die Rücksicht der Anwendung auf Astronomie vorwal- 
tet, Ich habe mich bei der Ausarbeitung im Ganzen von Laplace’s Mechanik des 
Himmels leiten lassen. Bekanntlich umfafst dieses unsterbliche Werk in seinem er- 
sten Buche die allgemeinen Gesetze des Gleichgewichts und der Bewegung, welche 
in den folgenden Büchern speciell auf die Himmelskürper angewandt werden. Die 
im ersten Buche entwickelten allgemein - mechanischen Theorien auf reingeometrischem 
und streng synthetischem Wege herzuleiten, ist der Hauptzweck des angekündigten 
Werks, und es ist auf diese Art alles, was im ersten Buche des Laplace enthalten 
ist, mit Ausnahme dessen, was sich auf Flüssigkeiten bezieht, und überdies noch 
manches aus dem zweiten Buche und anderes, was sich nicht in Laplace’s, son- 
dern in Poisson's Mechanik befindet, in einem Umfange von etwa 30 Bogen in 
Octav, welche übrigens die Theorie des conischen Pendels und der rotatorischen Be- 
wegung fester Körper noch vollständiger als Laplace und Poisson enthalten, dar- 
gestellt, so dafs dabei zum Verständnils nichts als die Elemente des Eu clides und 
einige Sätze des Archimedes und Appollonius, auf welche ich im Verlauf der 
Schrift Sfters verweise, dagegen aber nichts von dem Theorem der neueren Arithme- 
tik, Algebra und Analysis vorausgesetzt wird. Folgende Übersicht des Inhalts möchte 
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vielleicht das Publicum im Voraus über den im angekündigten Werke herrschende 
Geist gründlicher belehren. | 
Das Werk zerfällt in 3 Theile, wovon die beiden ersteren, dem Umfange 
nach die kleineren, nur als vorbereitende betrachtet werden können. Der {ste Theil 
ist betitelt: Vorbereitende arithmetische Lehren, der 2te Theil: Vorbereitende geome- 
trische Lehren, der 3te: Mechanische Lehren, Die arithmetischen Lehren beziehen 
sich aber nicht auf Arithmetik im neueren Sinne des Worts, wonach alle Grofsen als 
Zahlen, mit Rücksicht auf eine ein- für allemal festgesetzte Einheit, betrachtet 
werden mülsten, sondern gleichfalls auf die antike Methode, und sind nur darum von 
den geometrischer Lehren abgesondert worden, weil sie, wie die Sátze des 5ten Buchs 
des Euclides, Grölsen überhaupt, und nicht räumliche Grófsen allein betreffen. Für 
Gegenstände dieser Art ist die Benennung arith me&isch nicht ganz passend; doch 
habe ich bisher keine passendere kurze Benennung auffinden können, Der iste Ab- 
schnitt des isten Theils enthält eine. Vervollständigung der Euclidischen Propor- 
tionslehre, welche als Grundlage der ganzen antiken Methode betrachtet werden kann. 
Der 2te Abschnitt behandelt die arithiuetischen und geometrischen Reihen, sowohl be- 
grenzte ‘Is unbegrenzte, und deren Summirung, soweit diese Theorie in der Mecha- 
nik angewandt wird. Der 3te Abschnitt betrachtet die convergirenden Reihen allge- 
meiner, besonders diejenigen, welche aus dem binomischen Lehrsatze hervorgehen, 
doch nur so weit, als späterhin in diesem Werke davon Gebrauch gemacht wird. Im 
4ten Abschnitt, welcher überschrieben ist: Von den Facultäten, werden gewisse aus 
dem Binomial- Theorem hervorgehende merkwiirdige Sätze auf antike Art bewiesen; 
übrigens sind beide Abschnitte, der 3te und 4te, hauptsáchlich zur Begründung der 
Theorie des gemeinen und conischen Pendels und zur Herleitung der dabei vorkom- 
menden unendlichen Reihen eingeschaltet, Die vorbereitenden geometrischen Lehren 
handeln im 1sten Abschnitt von den Tangenten, Norinalen, Krümmungskreisen, Krüm- 
mungshalbmessern, Krümmungs-Ebenen, Evoluten und Evolventen bei Curven im All- 
gemeinen, von einfacher und von doppelter Krümmung; die Begriffe werden scharf 
bestimmt, und die merkwürdigsten Eigenschaften bawiesen; Lehren dieser Art kön- 
nen bei der festen Begründung der ersten mechanischen Grundbegriffe, Geschwindig- 
keit, Kraft, Zusammensetzung der Bewegungen, nicht aulser Acht gelassen werden. 
Der 2te Abschnitt betrachtet speciell die Krämmungshalbmesser der Kegelschnitte, 
und stützt sich vorzüglich auf das 51e Buch der Conica des Apollonius, welches 
von den Gröfsten und Kleinsten handelt; dieser Abschnitt wird hauptsächlich bei der 
Theorie der Centralbewegungen und. bei der Entwickelung der Keplerschen Gesetze 
angewandt. Der 3te Abschnitt ist überschrieben: Vom Schwerpunct zwischen jeder 
beliebigen Anzahl Puncte im Raume. Der Schwerpunct wird hier reingeometrisch 
und ohne alle physicalische Beimischung definirt, und dann die von Laplace be- 
schriebene Methode, den Schwerpunct zwischen jeder Anzahl gegebener Puncie in 
Beziehung auf 3 feste Ebenen oder in Beziehung auf 3 feste Puncte, die nicht in ge- 
rader Linie liegen, zu bestimmen, auf antikem Wege bewiesen. Der 4te Abschnitt: 
Von den goniometrischen Linien, entwickelt hauptsächlich diejenigen Reihen für die 
Sinus und Cosinus vielfacher Bogen und für die Potenzen der Sinus, welche zum Be- 
weise der unendlichen Reihe für die Zeit einer gemeinen oder conischen Pendel- 
schwingung dienen, mit Vermeidung der Begriffe des Negativen und Imaginären; die- 
ser Abschnitt stützt sich vorzüglich auf den 4ten Abschnitt des ersten Theils. Als- 
dann folgt noch ein kleiner, 5ter Abschnitt: Von der Cykloïde; es wird darin die 
Art, ‘an einen gegebenen Punct der Cykloide eine Tangente zu ziehen, ohne Beimi- 
schung des Unendlichkleinen bewiesen, zum Behuf der Theorie der Cykloide als Tau- 
tochrona. Soviel von den verbereitenden Abschnitten. , 
Der iste Abschnitt der eigentlich mechanischen Lehren begründet die Begriffe 
der Geschwindigkeit und der beschleurigenden und verzügernden Kraft bei einer Be- 
wegung, insofern nicht darauf gesehen wird, ob sie geradlinig oder krummlinig ist, 
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Auch wird darin die vollsiändige Theorie der yon der Schwere getriebenen, senkrecht 
abwärts fallenden und senkrecht aufwärts steigenden Körper entwickelt. Im 2ten Ab- 
schnitt wird die Begriffsbestimmung der Kräfte insofern vervollständigt, als nun auch 
auf die Zusammensetzungen der Bewegungen Rücksicht genommen wird. Der 
dite Abschnitt, von Centralbewegungen, beweist die 3 Keplerschen Gesetze und ihre 
Umkehrungen; dann wird das Problema duorum corporum behandelt, die Bestimmung 
der Bahnen zweier sich gegenseitig nach dem Gravitationsgesetz anziehender Puncte; 
zugleich wird diese Theorie insofern erweitert, als nun sogleich das Theorem von der 
Erhaltung der Bewegung des Schwerpuncts zwischen einer beliebigen Anzahl sich ge- 
geuseilig anziehender Puncte daran geknüpft wird, Zur Begründung des Satzes, dafs 
die Kepierschen Gesetze nicht für blofse Puncte allein, sondern auch für Kugeln von 
gleichfórmiger Dichtigkeit oder für solche Kugeln gelten, deren Dichtigkeit in gleichen 
Entfernungen vom Mittelpuncte allemal gleich ist, dient der 4te Abschnitt; weil aber 
die Betrachtung fest mit einander verbundener Puncte, welche durch Anziehen und Ab- 
stofsen auf einander wirken, bis dahin noch nicht vorgekommen ist, so beschränkt sich 
dieser Abschnitt auf die Betrachtung des Falls, wo vorausgesetzt wird, dafs eine Kugel 
einen blofsen Punct anzieht. Der 5te Abschnitt handelt von Bewegungeu auf vorge- 
schriebenem Wege, sowohl im Allgemeinen, als auch speciell und mit móglicbster Aus- 
führlichkeit vom gemeinen und conischen Pendel, überhaupt von der Bewegung eines 
von der Schwere getriebenen Puncts in einer vorgeschriebenen Kugelfläche oder Cy- 
kloide, wobei auch die für diese Bewegungen geltenden unendlichen Reihen auf an- 
tikem Wege bewiesen werden. Vom 6ten Abschnitt an beginnt die Lehre vom Gleich- 
gewicht und der Bewegung eines Systems von Puncten, welche nach einem beliebi- 
gen Gesetz, doch mit Beobachtung des Princips der Gleichheit der Wirkung und Ge- 
genwirkung, auf einander wirken. Voran steht das Princip der virtuellen Gesch win- 
digkeiten; ich habe mich bemüht, dieses, so wie die Umkehrung desselben, in antiker 
Form auszudrücken und nach antiker Methode zu beweisen. Daran knüpft sich die 
Theorie des einarmigen, zweiarmigen und des Winkelhebels, dann die des Gleichge- 
wichts 'eines Systems fest mit einander verbundener l'uncte, und im 7ten Abschnitt 
die des Gleichgewichts eines festen Körpers, und sodann im Sten Abschnitt die beim 
4ten Abschnitt noch rückstándig gelassene Untersuchung über die Gravitation für den 
Fall, wo beide Kôrper, der anziehende und angezogene Kugeln sind. Der 9te Ab- 
schnitt entspricht dem 5ten Capitel im 1sten Buch des Laplace, und entwickelt die 
allgemeinen Gesetze der Bewegung eines Systems von Körpern, das Princip der Erhal- 
tung der lebendigen Kräfte und der Winkelflachen; auch wird die Theorie der unver- 
änderlichen Ebene in möglichster Vollständigkeit und mit steter Festhaltung der geo- 
metrischen Anschauung entwickelt. Der {0te Abschnitt endlich schliefst sich an das 
7te Capitel des 1sten Buchs des Laplace; und enthält die Theorie der drehenden 
Bewegung der festen Körper, hauptsächlich für den Fall, wenn auf einen solchen Kör- 
per entweder gar keine äufseren Kräfte oder nur parallele Kräfte, wie die Schwere, 
wirken. Mit der Beweguog um eine feste Axe, weil ihre Theorie die leichtere ist, 
wird der Anfang gemacht, und dabei die Theorie des zusammengesetzten Pendels ge- 
geben. Der Sch wingungspunct bei einem zusammengesetzten Pendel wird zur 
Begründung des Begriffs des Moments der Tragheit eines Korpers im Allgemei- 
nen benutzt, welcher Begriff, wenn man die Betrachtung des Unendlichkleinen oder 
das atomistische System umgehen will, schwierig ist (eine Schwierigkeit, die sich 
übrigens auch bei der Begriffsbestimmung des Sch werpuncts eines Körpers findet). 
Die Definition des Moments der Trägheit eines Körpers wird, so wie die Definition 
des Schwerpuncts eines Körpers, nicht reingeometrisch, sondern mit Benutzung stati- 
scher und mechanischer Hülfsbegriffe, gegeben; hinterher folgt indessen ein Versuch, 
das Moment der Trägheit bei einer bestimmten Art von Kürpern, nemlich bei Kugeln 
von gleichfürmiger Dichtigkeit (welche auch Laplace im 1. Buch seiner Mecbanik 
speciell betrachtet), vermittelst eines der Exhaustionsmethode der Alten äbnlichen Ver- 
fahrens zu bestimmen, Daran schliefst sich denn die Begriffsbestimmung der Haupt- 
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Axen, unter Grundlegung des Begriffs des Moments der Trügheit, übrigens reingeome- 
trisch entwickelt. Auch werden die merkwürdigsten geomelrischen Eigenschaften der 
Haupt-Axen, namentlich der Zusammenhang derselben mit den gröfsten und kleinsten 
Momenten der Trägheit, bewiesen. Nun beginnt die Untersuchung über die Bewe- 
gung fester Körper oder fester Systeme von Puncten, für den Fall, wenn nur Ein Punct 
oder gar kein Punct fest ist, und es werden die merkwürdigsten Geselze der drehen- 
den Bewegung in möglichster Voliständigkeit und Anschaulichkeit hergeleitet. Voran 
steht der Fall, wo ein Körper sich um eine Hanpt-Axe dreht; dann folgt die Betrach- 
tung des Falls, wo ein Körper unzählige in Einer Ebene liegende Haupt-Axen hat, 
und sich um eine von den Haupt-Axen verschiedene Axe dreht (von dieser Bewegung 
wird eine vollständige Theorie gegeben); endlich wird die Bewegung für den Fall be- 
stimmt, wo der sich drehende Körper nur 3 Haupt-Axen hat, und sich um eine von 
den Haupt-Axen verschiedene Axe dreht. Von dieser letzteren Bewegung wird zwar 
keine vollständige Theorie gegeben (welche auch selbst bei Anwendung des höheren 
Calculs, wenn man nicht bei Annáherungen stehen bleiben will, fast mit unüberwind- 
lichen Schwierigkeiten verbunden ist); aber es werden auch die dabei vorkommenden 
periodischen Schwankungen der augenblicklichen Umdrehungs- Axe um die Haupt- 
Axe des grüfsten oder kleiasten Moments und um die Axe der unveränderlichen Ebene, 
so wie die Bedingungen des sicheren und unsicheren Zustandes, in môglichster Voll- 
standigkeit entwickelt, und zuletzt gezeigt, dafs die Bewegung nach Ablauf einer Pe- 
riode allemal genau wie von vorn anfangt. 

Inwiefern die hier angekündigte Arbeit, mit Beobachtung der antiken Methode, 
auf schwierigere Gegenstände der Mechanik des Himmels, auf das Problem der 3 Korper 
und den Perturbationscalcul, ausgedehnt werden kann, kann nur die Zeit lehren. 


Einige neuere mathematische Schriften sind folgende: 

C. J. Gaufs, Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequi- 
librii, Goett, 1830. eine wichtige, ihres berühmten Verfassers würdige Schrift, welche 
ihren Gegenstand in grofser Allgemeinheit umfafst, so dafs sie die Laplacesche Theo- 
rie der Capillaritat gleichsam als Corollarium enthält. 

J. J. Caspari, Lehrbuch der ebenen Geometrie, Coblenz 1829 — 
30. Dieses Lebrbuch zeichnet sich durch die Menge der Übungs-Beispiele, durch 
Streben nach System und durch Deutlichkeit aus. 

J. G. Hartmann, Elemente der analytischen Geometrie, Ber- 
lin 1830. Der bis jelzt erschienene erste Band dieser Schrift enthalt zwar nur die ersten 
Elemente der Analysis der geraden Linie und der Linien zweiter Ordnung, zeichnet sich 
aber durch Einfachheit und Natürlichkeit aus, und ist deshalb den Lernenden zu empfehlen. 

A. M. Legendre Theorie des nombres; troisième édition, Paris chez 
Didot, 1830. Diese neue Auflage ist fast doppelt so stark als die früheren, und daher fast 
als ein neues Werk des würdigen Veteranen der mathematischen Literatur zu betrachten. 

S. D. Poisson sur le mouvement de deux fluides élastiques superposés; ent- 
halt eine tiefe Untersuchung der schwierigen Aufgabe von Mittheilung der Bewegung 
in elastischen Flüssigkeiten. 

Von Lacroix traité élém. d'arithm. ist die í8te Auflage; von dessen é/ém, 
de géom. die 14te Auflage; von dessen traité élém. du calc. diff. et int. die 4te Auf- 
lage; von Bourdon élém. d'arithm. die 7te Auflage, uud von dessen élémens d’al- 
gébre die 5te Auflage erschienen. 

Die Annales de mathématiques von Gergonne befinden sich jetzt im 2{sten 
Bande; von der Correspondance mathématique et physique von Quetelet ist der 6te 
Band, von der Wiener Zeitschrift für Mathematik und Physik der 7te Band | 
vollendet, uud das Bulletin des sciences mathématigues, physiques et chimiques von 
Ferussac befindet sich im 13ten Bande. Von Cauchy exercices de mathématiques 
sind jetzt in allem 30 Hefte erschienen. - 
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